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L.  géometria  descrittiva  è la  scienza  la  quale  insegna  a rappre- 
sentare i corpi  fomiU  come  sono  delle  tre  dimensioni  sopra  un 
foglio  di  disegno  il  quale  non  ne  offre  che  due  ; e due  diversi 
scopi  con  questo  si  attingono.  Col  primo  gli  artisti  in  ispezieltà 
si  propongono  di  far  altrui  palese  la  forma  e la  posizione  rispet- 
tiva di  alcuni  ometti  ; col  secondo  di  rinvenire  le  dimensioni 
de’  vari  membri  onde  un  oggetto  è composto  allora  quand’esse 
vengon  determinate  dal  suo  collocamento , e dalla  sua  gran- 
dezza. n mezzo  che  vi  si  adopera  è la  descrizione  graJU:a^  la 
quale  dee  perciò  tenersi  siccome  una  specie  di  linguaggio  ne- 
cessario a tutti  quanti  gli  artefici , fosse  anche  rivolta  la  loro 
mente  alla  sola  imitazione  de’  corpi , che  non  sono  suscettivi  di 
forma  geometrica. 

Il  metodo  generale  che  mena  alla  descrizione  grafica  de’ corpi 
è quello  delle  proiezioni , e le  teoriche  che  se  ne  deducono  son 
dovute  per  la  massima  parte  al  celebre  Monge , il  quale  ha  sa- 
puto trarre  da  tante  operazioni  pratiche  e disparate  una  scienza 
applicabile  alle  arti  d’imitazione. 

La  proiezione  di  im  corpo  non  fa  conoscere  se  non  due  delle  sue 
dimensioni;  però  per  averne  un’idea  compiuta  fa  d’uopo  ottener 
l’altra  col  paragonare  due  proiezioni  su  due  differenti  piani  dati 
di  posizione;  della  qual  cosa  possiamo  passarci  quando  le  proie- 
zioni si  adòp^ano  come  mezzi  di  descrizione,  perocché  le  ombre 
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che  gettano  ì corpi  gli  uni  sopra  gli  altri , danno  colla  loro  Torma, 
grandezza  e gradazione  un'idea  precisa  della  terza  dimensione. 

E l’arte  di  segnare  le  ombre  ne’ disegni  ha  parimenti  due  dif- 
ferenti vedute:  una  ha  per  oggetto  di  determinare  rigorosamente 
le  proiezioni  de’loro  contorni,  la  linea  che  separa  la  parte  illumi- 
nata di  una  superficie  dalla  oscura,  l’altra  è diretta  a regolare  la 
gradazione  delle  tinte  che  debbono  prendere  le  varie  parti  delle 
superficie  ombreggiale , affinchè  mostrino  nel  disegno  tutte  le 
apparenze  di  ombra  e di  lume  che  offrono  gli  oggetti  imitati. 

Quando  poi  si  vuole  abbracciare  questo  soggetto  con  tutta  la 
generalità  possibile,  fa  mestieri  aver  riguardolra  le  altre  cose  alla 
forma  ed  alla  posizione  degli  oggetti,  non  meno  che  alla  forma 
ed  alla  posizione  del  quadro  sul  quale  vanno  rappresentati,  acciò 
vi  apparissero  come  son  veduti  dall’occhio  dello  spettatore, 
situato  in  un  punto  determinato;  ed  in  ciò  consiste  propriamente 
l’arte  della Si  scorgerà  facilmente  che  qui,  come  nella 
teorica  delle  ombre,  fa  d’uopo  ammettere  due  parli  distinte  una 
interamente  geometrica , che  intende  a determinare  sul  quadro 
la  posizione  di  ciascun  punto  rappresentato  c dicesi  prospettiva 
lineare;  l’altra  che  volge  intorno  alla  intensità  apparente  delle 
ombre  e della  luce  che  debbe  avere  ciascuna  parte  del  quadro 
è vien  dimandata  prospettiva  aerea,  e questa  dipende  da 
considerazioni  fisiche  dedotte  dalle  osservazioni  e dalla  espe- 
rienza sulla  proprietà  della  luce,  de’ corpi  che  la  riflettono  e 
de’  cambiamenti  cui  va  soggetta  prima  di  giungere  all’ occhio 
dello  spettatore  ; per  conseguenza  il  disegno  di  prospettiva  è in 
generale  un’applicazione  del  metodo  delle  proiezioni  rego- 
lato secondo  i prineijN  suddetti.  £ le  carte  geografiche  , quel- 
le ridotte  ad  uso  della  navigazione , le  topografiche , i disegni 
di  architettura  uou  sono  che  proiezioni  adempiute  con  leggi  di- 
verse accomodale  allo  scopo  avuto  in  mira  nella  descrizione  del- 
la superficie  terrestre , o delle  opere  che  vi  ha  elevato  la  mano 
dell’  uomo. 

Il  paragone  delle  proiezioni  dello  stesso  oggetto  su  due  diversi 
piani  diventa  però  indispensabile , (juaudo  le  proiezioni  si  usano 


Digitized  by  Googli 


1 TRADtTTORt. 


VII 


«juai  mezzi  d’investigazione,  massime  nelle  applicazioni  alia  mec- 
canica pratica,  sia  che  si  abbia  in  mira  la  descrizione  delle  va- 
rie partì  componenti  una  macchina,  sia  che  si  vogliano  conside- 
rare le  arti  di  tagliare  le  pietre  e di  lavorare  i legnami. 

Di  fatti,  poi  che  le  forze  poste  a nostro  arbitrio  non  sempre 
posson  produrre  un  movimento  determinato , spesso  fa  mestieri 
mercè  le  macchine  convertirle  in  altre  le  quali  abbiano  qualità 
acconce  a produrre  l’ elfetto  dimandato.  Ogni  macchina  è com- 
posta di  alquante  parti  e ciascuna  di  esse  ha  un  line  particolare 
cui  si  potrebbe  pervenire  in  vari  modi.  L’ esposizione  di  tutte 
quante  le  maniere  colie  quali  possono  scambiarsi  gli  elementi 
delle  forze  , e la  descrizione  particolare  de’  magisteri  adoperati 
per  giugnervi  ne’ casi  svariati  della  meccanica  pratica  costituisce 
una  delle  più  utili  applicazioni  della  geometria  descrittiva  , cioè 
la  descrizione  grafica  delle  parti  elementari  delle  macchine. 

Parimente  le  l^gi  della  meccanica,  e la  cognizione  delle  qua- 
lità fisiche  delle  materie  servono  ad  assegnare  le  dimensioni  a 
le  forme  che  devono  avere  le  parti  di  un  edifizio,  perchè  il  loro 
insieme  abbia  una  stabilità  sufficiente:  ma  l’arte  di  dare  a ciascu- 
na pietra  la  configurazione  necessaria  affinchè  collocata  nel  suo 
sito  produca  l’ elfetto  dimandato  è un’  applicazione  de’  metodi 
delle  proiezioni. 

Lo  stesso  è dell’arte  del  carpentiere  la  quale  insegna  a com- 
mettere i vari  membri  delle  opere  in  legname  usate  nelle  costru- 
zioni terrestri  o navali , dappoicebè  la  maniera  adoperatavi  per 
trasportare  in  pezzi  di  legno  le  dimensioni  ricavate  dalle  proie- 
zioni non  è che  l’operazione  inversa  di  quella  con  la  quale  si  so- 
no costrutte  le  proiezioni  medesime. 

Laonde  si  rileva  quanto  sia  fecondo  di  utili  applicazioni  il 
metodo  delle  proiezioni  testé  enunciato,  e di  quale  importanza 
lo  studio  delle  teoriche  che  ne  derivano  per  avvezzare  i nostri 
artisti  non  pure  alla  legge  di  continuità  ed  alla  conoscenza  degli 
oggetti , ma  al  maneggio  degl’istrumenti  che  servono  a portare 
ne’  lavori  quella  precisione  che  nelle  nostre  cose  si  fa  tuttavia 
desiderare.  . . 
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A questo  fiue  cì  siamo  proposti  di  volgere  io  italiano  , e met- 
tere a stampa  il  trattato  di  Geomett'ia  descrittita  del  signor  Le- 
roy , opera  compilata  sul  programma  stabilito  per  la  scuola  po- 
litecnica francese,  ed  oltre  i limiti  dello  stesso  ampliata  dall’au- 
tore a fine  di  riempiere  le  lacune  che  nelle  opere  di  geometria 
descrittiva  fin  ora  pubblicate  si  ravvisano , e di  presentare  un  la- 
voro compiuto  a coloro  i quali  per  professione  si  dedicano  allo 
studio  di  questa  scienza. 

L’ordine  col  quale  ne  sono  esposte  le  dottrine  , la  chiarezza 
de’ ragionamenti  che  servono  ad  istabilirle,  la  semplicità  ed  ele- 
ganza delle  costruzioni,  la  moltiplicità  degli  esempi,  l’esattezza 
de’  disegni , e lo  sviluppo  di  alcune  teoriche  non  ancora  bene 
dilucidate  formano  il  pregio  principale  dell’opera  che  presen- 
tiamo al  pubblico  , della  quale , speriamo , ci  saprà  grado. 

Del  nostro  tenue  lavoro  noh  facciamo>  parola;  perocché  le  no- 
stre note  altra  mira  non  hanno  se  non  quella  di  ravvicinare  i ri- 
sultamenli  dell’analisi  alle  costruzioni  grafiche  laddove  u’è  biso- 
gno , e di  porre  a tale  il  lettore  che  possa  applicare  le  teoriche 
alle  questioni  di  prospettiva  e di  stereotomia.  Per  la  qual  cosa 
ci  siamo  permessi  ancora  di  aggiungere  alle  teoriche  esposte 
dall’  autore  alcune  nozioni  utili  nelle  pratiche  esercitazioni. 
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I PROcsoiMBKTi  ingegnati  co  quali  i taglia-pietre  e i car- 
pentieri mettono  in  opera  i loro  disegni  eran  da  lungo  tempo 
conosciuti  in  vero  : ma  non  presentavano  ordinariamente  che 
metodi  isolati,  speciali  per  ciascun problema  che  t ingegno  del- 
r artista  aveva  dovuto  inventare  a mano  a mano  che  andava 
avventurando  novelle  combinazioni  di  volte-  Non  fu  che  verso 
la  fine  dell’ultimo  secolo , che  il  celebre  Monge  ha  costretti 
questi  procedimenti  diversi  in  un  tuttinsieme  di  dottrina,  della 
quale  ha  esposto  i princìpi  generali  sotto  il  nome  di  Geome- 
tria Descrittiva , formandone  una  scienza  accomodata  a rap- 
presentare con  esattezza  i corpi  ed  a somministrare  i mezzi 
per  investigare  le  proprietà  generali  delT estensione  conside- 
rata in  una  maniera  astratta. 

Doperà  che  questo  illustre  geometra  ha  dettato  intorno  a 
tale  materia  è senza  dubbio  un  modello  di  chiarezza  ; pure  in 
molte  teoriche  importanti  si  scorgono  alcune  lacune , nè  gli 
esempi  sono  assai  numerosi  e svariati  perchè  il  lettore  possa 
acquistare  la  pratica  de’  metodi  di  proiezione.  Inoltre  è essen- 
' zialissimo  nelle  applicazioni  di  queste  teoriche , che  i disegni 
sien  sempre  adempiuti  con  una  maniera  di  punteggiamento 
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sottoposta  a regole  costanti , a Jìne  di  far  conoscere  senza 
ambiguità  e con  una  specie  di  linguaggio  parlante  agli  occhi 
di  chicchessia  la  posizione  rispettiva  delle  diverse  parti  co~ 
stituenti  l'oggetto  contemplato. 

Sotto  tal  punto  doppio  di  veduta  c stata  scritta  quest'ope- 
ra , in  cui  ho  seguito  l'ordine  adottalo  nel  programma  della 
Scuola  Politecnica;  per  quanto  lo  ha  permesso  almeno  la 
differenza  che  passa  necessariamente  fra  un  trattato  scritto , 
ed  un  corso  a voce,  in  cui  la  distribuzione  delle  materie  dev'es- 
sere sottoposta  al  tempo , onde  gli  allievi  han  mestieri  per 
compiere  nello  intervallo  delle  lezioni  i lavori  grafici,  che  vi 
si  riferiscono  : non  pertanto  ho  credulo  dovermi  rinchiudere 
ne  limiti  di  questo  programma,  il  quale  per  la  breve  dura- 
ta degli  studi  nella  Scuola  medesima  ha  dovuto  restrigncrsi 
molto  ; che  anzi , con  mollipUcare  gli  esempi  relativi  a pro- 
blemi de' piani  tangenti  e delle  intersecazioni  delle  superficie, 
ciocche  permetterà  agli  allievi  di  poter  variare  i dati  di  una 
medesima  quistione , ho  voltato  in  mente  di  offrire  agl'inge- 
gneri ed  alle  persone , che  per  condizione  o per  diletto  vor- 
ranno approfondire  questa  scienza  suscettiva  di  moltiplici 
applicazioni , i mezzi  di  studiare  tult'i  trovati  della  geometria 
descrittiva.  In  conseguenza  mi  sono  allargato  sulle  superficie 
sviluppabili  e gl’ inviluppi,  su  gli  elicoidi  sviluppabili  o storti, 
sulla  curvatura  e gli  sviluppi  delle  curve  storte  , sulla  cur- 
vatura e sulle  linee  di  curvatura  delle  superficie  , di  cui  ho 
basato  la  teorica  inferita  da  considerazioni  sintetiche  accom- 
pagnate da  parecchi  esempi.  Intorno  poi  alle  superficie  storte 
tanto  importanti  per  l’uso frequente  nelle  arti, una  lunga  espe- 
rienza mi  ha  convinto,  che  sulle  prime  convien  meglio  citarne 
solamente  qualche  caso  semplicissimo  e raccoglier  poscia  in 
un  libro  a parte  tutte  quante  le  materie  della  intera  teorica 
ricca  in  questa  specie  di  superficie  , che  ho  avuto  pensiero 
di  chiarire  con  numerosi  esempi,  eseguendo  le  costruzioni  indi- 
cate nella  esposizione  generale;  d’altra  parte  quell’ordine  be- 
ne si  affò  all’ andamento  delle  lezioni  della  Scuola  Politecnica 
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ove  le  proprietà  generali  delle  superjìcie  storte  sono  esposte 
in  un  tempo  in  cui  si  ravvicinano  all'applicazione  alla  stereo- 
tamia,  quando  meglio  rilevasene  tutta  la  importanza.  Final- 
mente ho  riunito  in  un  appendice,  che  termina  l’ opera,  alcuni 
teoremi  utili  nelle  applicazioni  della  scienza,  aggiuntavi  una 
sposizione  succinta  de’  disegni  forniti  di  nota-rilievi , di  che 
si  usa  nel  delineare  la  fortificazione , ed  è utile  che  gli  allievi 
sienvi  già  assuefatti. 

Io  volgo  in  mente  di  esporre  altrove  le  applicazioni  della 
Geometria  descrittiva  alle  ombre  ed  alla  ster eotomia, pigliando 
per  base  delle  mie  dilucidazioni  gli  schizzi  della  stessa  scuola 
politecnica  ; il  che  compirà  quanto posson  desiderare  gli  allie- 
vi su  questa  parte  dell'  insegnamento. 
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CAPITOLO  PRIMO 

NOZIONI  FBELIHINÀRI. 

1 . Ad  ogni  passo  che  si  fa  nelle  scienze  o nelle  arti  sentesi  il 
bisogno  di  trasmettere  altrui  la  esatta  cognizione  delle  forme 
che  presentano  i corpi , sia  per  manifestare  i rapporti  geome- 
trici in  essi  riconosciuti,  sia  per  guidare  l'artefice  chiamato  a 
costruirli , assegnatene  innanzi  le  dimensioni.  Ora  il  più  effica- 
ce di  tutti  quanti  i modi  ed  anche  il  solo  qualche  volta,  fatto  per 
attignere  bene  a questo  scopo  è la  descrizione  grafica  de  corpi; 
eh’ è altresì  la  mira  principale  della  Geometria  descrittiva , i 
cui  metodi  generali  per  la  fecondità  delle  loro  vie  di  ricerca 
si  fan  poscia  accomodati  ad  investigar  nuove  proprietà  della 
estensione  , e somministrano  inoltre  i procedimenti  necessari 
per  risolvere  i diversi  problemi  di  prospettiva,  di  stereotomia,  di 
fortificazione  ec. 

a . E qui  si  presentano  due  specie  di  difficoltà  : in  prima  i corpi 
offrono  sempre  tre  dimensioni  ; e bene  però  si  comprende  che 
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alcune  costruzioni  da  farsi  nello  spazio  sono  assai  malagcToli 
se  pur  praticabili , sicché  fa  d’uopo  andar  trovando  dc’metodi, 
mercè  i quali  tutt’i  punti  dello  spazio  si  possan  riferire  ad  un 
solo  e medesimo  piano  , o almeno  le  operazioni  graCche  da  com- 
piersi si  abbiano  a ridurre  tutte  quante  in  esso. 

In  secondo  luogo,  poiché  tali  metodi  debbono  servire  non  a 
piantare  teoriche  meramente  speculative  , ma  si  ad  eseguire 
operazioni  di  fatto,  fa  mestieri  che  offrano  una  precisione  com- 
piuta nella  maniera  di  esprimere  i dati  ed  i risultamenti  gra- 
fici di  ogni  quistione  , in  che  essenzialmente  differiranno  dallo 
vie  usate  nella  comune  geometria  , almeno  quando  si  conside- 
rano le  tre  dimensioni  dello  spazio.  Di  fatto , in  geometria  le  fi- 
gure , le  quali  non  servono  che  per  guidare  Tingegno  nella  serio 
de’ ragionamenti  necessari  a dimostrare  la  verità  di  un  teorema, 
non  sono  tracciate  se  non  di  una  maniera  vaga  , o per  meglio 
dire  secondo  alcune  tacite  convenzioni,  che  racchiudon  sempre 
molte  cose  arbitrarie.  Per  convincersene  basterà  rammemorarsi 
come  si  risolve  il  problema  della  più  corta  distanza  tra  due  retto 
non  situate  nello  stesso  piano  ; ovvero  quello  di  trovare  il  centra 
ed  il  raggio  della  sfera  , che  passa  per  quattro  punti  dati.  Nello 
quali  quistioni  si  vedrà  facilmente  la  geometrìa  ordinaria  indi- 
care in  vero  la  serie  delle  operazioni  onde  avrebbesi  bisogno 
per  giugnere  alla  risoluzion  del  problema  , ma  non  offrire  ì 
mezzi  di  adempire  realmente  queste  costruzioni , ed  ottenere  nn 
risultamento  determinato  su  la  grandezza  e la  posizione  della 
più  corta  distanza  non  che  sulla  lunghezza  del  raggio  c la  posi- 
zion  del  centro  della  sfera.  È dunque  indispensabile  di  te- 
nersi nella  Geometria  descrittiva  ad  una  maniera  di  costruzione, 
la  quale  non  lasciando  alcun  che  di  arbitrarlo  nella  rappresen- 
tazione de’ dati  e dei  risultamenti , permetta  ancora  di  menare 
a compimento  tutte  le  operazioni  grafiche  sopra  di  un  sol  piano. 

E questi  due  vantaggi  ci  verranno  somministrati  dal  metodo 
delle  proiezioni  del  quale  muoviamo  ad  esporre  i principi. 

Fiu.  I.  4-  Se  dal  punto  a situato  nello  spazio  si  cali  sopra  nii  piano 
fisso  YXY  una  perpcmlicolai’e  a.V  , il  suo-  piede  A si  dice  la 
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proiezione  del  punto  a sul  piano  suddetto.  Nella  stessa  maniera 
calando  delle  perpendicolari  da  tult’i  punti  della  retta 
la  serie  de’  punti  A,B,D  ....  segna  ciò  che  vien  detta  proie- 
zione della  retta  abd  sul  piano  fisso  , la  quale  necessariamente 
è una  retta , perocché  tutte  quelle  perpendicolari  sono  eviden- 
temente contenute  nel  piano  condotto  per  una  di  esse  ak  e por 
l’altra  ad.  Laonde  l’intersecazione  del  piano  proiettante  dak 
col  piano  di  proiezione  VXY  somministra  la  proiezione  ABD. 

Generalmente  la  proiezione  di  una  curva  qualunque  mnp  è 

la  serie  de’ piedi  delle  perpendicolari  wM,  «N,  /iP calate 

da’suoi  diversi  punti  sul  dato  piano,  la  qual  proiezione  MNP 

è una  linea  la  cui  curvatura  differisce  il  più  delle  volte  da  quella  ] 

' della  curva  data  nello  spazio.  D’altra  parte  tutte  queste  perpen- 
dicolari formano  insieme  una  superficie  cilindrica,  nel  senso  ge- 
nerale di  tale  vocabolo  , chiamata  il  cilindro  proiettante  della 
curva  mnp. 

5.  Ciò  posto:  io  dico,  che  un  puntò,  una  retta,  o una  curva 
sono  compiutamente  determinati  di  posizione,  quando  se  ne  as- 
segnano le  proiezioni  sopra  due  dati  piani  fissi  non  paralleli,  la 
cui  situazione  è conosciuta.  Sieno  nel  fatto  VXY , ed  XYZ  due 
piani  di  questa  specie  , A ed  A'  le  proiezioni  date  di  un  punto 
nello  spazio;  se  pel  punto  A s’innalza  una  perpendicolare  inde- 
finita ka  sul  piano  VXY  , questa  retta  passerà  necessariamente 
pel  punto  dimandato;  ma  questo  dovrà  trovarsi  ancora  sulla  retta 
A'  a innalzata  perpendicolarmente  al  piano  XYZ;  dunque  non 
potrà  tenere  nello  spazio  che  una  posizione  unica  determinata 
dall’incontro  delle  due  perpendicolari.  In  verità  se  le  duo  rette 
ka , ed  A'  a non  s’incontrassero,  nello  spazio  non  sarebbe  alcun 
punto  che  avesse  per  proiezioni  A ed  A’  ; e ciò  prova  sola- 
mente che  le  due  proiezioni  di  un  punto  non  devono  assumersi 
ad  arbitrio  , bensì  esservi  una  dipendenza  , la  quale  or  ora  spie- 
gheremo (n°.  io). 

6.  Sieno  poi  AD , ed  A'D'  le  proiezioni  di  una  retta  inco-  rie.  ii. 
gnita  sopra  i due  piani  fissi  VXY  , XYZ.  Immaginando  per  la 

prima  un  piano  indelìaito  DA«  perpendicolare  a VXY,  conterrà 
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questo  CTldentemente  la  retta  dimandata,  la  quale  giacerà  ezian- 
dio sul  piano  D'À'a  condotto  per  D' A'  perpendicolarmente  ad 
XYZ  ; perlochè  la  linea  incognita  coinciderà  necessariamente 
coir  incontro  di  detti  due  piaui , il  quale  ò una  retta  unica  e 
determinata.  Nè  vi  sarebbe  eccezione  che  nel  caso  in  cui  i due 
piani  proiettanti  DAa  , e D'A'a  si  confondessero  in  un  solo  , 
ciocché  supporrebbe  che  la  retta  nello  spazio  e le  due  proiezioni 
fossero  tutte  perpendicolari  alla  intersecazione  XY  de’due piani. 
In  tal  caso  due  proiezioni  di  questa  specie  non  basterebbero  più 
per  definire  la  retta  data , e farebbe  mestieri  domandarne  una 
terza  sopr'altro  piano  &sso  non  parallelo  alla  intersecazione  de’ 
due  primi.  ‘ 

7.  Finalmente  se  sien  date  le  proiezioni  MNP , ed  M'N'P'  di 
una  ciuMra  non  conosciuta  , e s’immagini  che  per  la  prima  passi 
un  /dfindro  perpendicolare  al  piano  VXY  , ed  un  altro  per  la 
seconda  perpendicolare  al  piano  XYZ;  la  curva  dimandata  dovrà 
trovarsi  evidentemente  su  ciascuno  di  essi , epperò  la  posizione 
e la  forma  saranno  determinate  dalla  loro  intersecazione  mnp 
la  quale  bene  potrà  essere  una  linea  a doppia  curvatura  ; cioè 
tale  che  tutt’  i suoi  punti  non  sieno  nel  medesimo  piano. 

Laonde  da  ora  innanzi  con  queste  due  proiezioni  determine- 
remo graficamente  un  punto,  o una  linea  ; e quando  diremo  dato 
il  punto  o la  linea  , fa  duopo  intendere  esserne  conosciute  le 
proiezioni  rispettive. 

In  quanto  alle  superGcie  vedremo  appresso  come  bisogna  re- 
stringere l’uso  delle  proiezioni  per  agevolmente  rappresentarle. 

8.  In  tutto  quanto  precede  abbiamo  supposto  farsi  le  proie- 
zioni per  mezzo  di  rette  calate  perpendicolarmente  sul  piano 
fisso.  Pur  è qualche  volta  vero  adoperarvisi  rette  oblique , 
sempre  imperò  parallele  ad  una  data  direzione  e vi  han  luo- 
go bensì  le  conseguenze  dedotte  ne’  numeri  5,6,07.  Ciò 
nullostaute  non  senza  forti  cagioni  si  adotta  questa  specie  di 
proiezione,  perocché  é in  generale  meno  semplice,  e dà  minore 
esattezza  ne’ risultamenli  grafici  per  le  rette  che  tagliandosi  ob- 
bliquamentc  lasciano  maggiore  incertezza  sulla  posizione  precisa 
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del  vero  punto  d’incontro.  Ciò  posto , salvo  che  altrimenti  non 
avvertiremo  apertamente  , le  proiezioni  saranno  sempre  orto- 
gonali. ■ 

Per  somiglianti  cagioni  si  scelgono  ordinariamente  i piani  di 
proiezione  VXY  , XYZ  perpendicolari  tra  loro’,  e perchè  più 
facilmente  vengano  al  pensiero  si  suppone  il  primo  orizzontale^ 
e l’altro  verticale  la  cui  intersecazione  comune  XY  che  è im- 
portante a notare,  si  chiama  linea  della  terra  (i). 

g.  Ecco  dunque  un  metodo  accomodato  ad  esprimere  grafi- 
camente  i dati  di  un  problema  senz’alcuna  indeterminazione  ; 
rimane  a regolarlo  in  guisa  che  le  costruzioni  possano  tutte  com- 
piersi sopra  di  un  unico  piano.  11  perchè , proiettati  i punti  e 
le  linee  di  che  si  tratta  sopra  i due  piani  rettangolari  VXY,XYZ, 
si  supponga  che  quest’ultimo  aggirandosi  intorno  la  linea  della 
terra- XY  si  soprapponga  al  piano  orizzontale  per  formarvi  un 
solo  e medesimo  piano  YZ'  sul  quale  vanno  elTettivamente  ese- 
guite tutte  le  costruzioni , le  quali  avrebbero  dovuto  farsi  su’ 
primi  due  piani.  Nondimeno  non  bisogna  perder  di  vista  che 
l’ahbassamento  del  piano  verticale  non  si  adopera  se  non  come 
mezzo  di  esecuzione;  ed  ogni  volta  che  si  voglia  prender  ragione 
di  una  operazione  con  considerazioni  geometriche , si  deve  col 
pensiero  rialzare  il  piano  verticale , e figurarselo  sempre  per- 
pendicolare all’orizzontale. 

IO.  Dopo  l’abbassamento  del  piano  verticale  esiste  tra  le  due 
proiezioni  di  uno  stesso  punto  nello  spazio  una  dipendenza  im- 
portantissima a tenersi  d’occhio.  In  fatti  le  due  rette  ka , ed 
k'a  che  proiettano  il  punto  a in  A ed  in  A'  sono  perpendico- 
lari una  al  piano  orizzontale,  l’altra  al  verticale,  ondechè  il  pia- 
no AaA'  condotto  per  esse  sarà  perpendicolare  ai  due  piani  di 
proiezione  , c per  conseguenza  alla  loro  comune  sezione  X Y , 
dunque  il  piano  AaA'  taglierà  quelli  secondo  le  rette  AF  , ed 
A'F  perpendicolari  ad  XY , e coincidenti  con  lo  stesso  punto 

(i)  Alcuni  autori  italiani  fra’ quali  lo  Zanutti  chiamano  anche  questa 
linea  col  nome  di  linea  fondamentale , u linea  del  piano. 

3 


FIG.  1. 
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F della  Hoca  della  terra.  Ciò  premesso,  quando  il  piano  verticale 
XYZ  gira  intorno  ad  XY,  mena  con  esso  la  retta  A'P  la  quale 
durante  il  movimento  resta  perpendicolare  all’asse  XY;  per  con- 
seguenza, dopo  l’abbassamento  del  piano  verticale,  la  retta  FA' 
prenderà  una  posizione  FA"  che  sarà  evidentemente  il  prolun- 
gamento di  FA.  Per  la  qual  cosa  le  due  proiezioni h.  ed  A"  di 
uno  stesso  punto  nello  spazio  devono  sempre  trovarsi  sopra 
' una  stessa  retta  perpendicolare  alla  linea  della  terra  XY , 
quando  i due  piani  di  proiezione  combaciano  : se  si  prende  ad 
arbitrio  una  di  queste  proiezioni,  A per  esempio,  bisognerà  con- 
durre la  retta  indcCnita  AF  perpendicolare  ad  XY,  e situare  ia 
qualche  punto  del  prolungamento  di  AF  la  seconda  proiezio- 
ne A". 

T I . In  quanto  alla  retta  ad,  se  si  abbassa  parimente  il  punto 
D'  in  D"  ia  proiezione  verticale  di  A'D'  diverrà  neirabbassa* 
mento  A"D";  pure  non  avrà  essa  colla  proiezione  orizzontale 
AD  nessuna  dipendenza  necessaria,  per  la  qual  cosa  si  possono 
tracciare  arbitrariamente  le  linee  AD,  ed  A"D"  per  rappre- 
sentare le  due  proiezioni  di  una  stessa  linea  nello  spazio.  Se  non 
che  bisogna  eccettuare  solo  il  caso  in  cui  AD  fosse  perpendi- 
colare alla  linea  della  terra  XY  ; ed  allora  la  proiezione  verti- 
cale dovrebbe  essere  anche  il  prolungamento  di  AD  ; ma  noi 
abbiamo  già  detto  (r.  6)  che  in  questo  caso  particolare  due 
proiezioni  di  tale  natura  lascerebhero  indeterminata  la  posizio- 
ne della  retta. 

12.  Quind’innanzi  situeremo  i piani  di  proiezione  combacianti 
in  un  solo, in  modo  che  la  linea  della  terra  XY  abbia  la  posizione 
indicata  2^;  e poi  che  allora  la  parte  VXY  del  foglio  di  dise- 
gno rappresenterà  nello  stesso  tempo  la  parte  anteriore  del  piano 
orizzontale,  e la  inferiore  del  verticale  già  tutt’uno  colla  prima, 
laddove  l’altra  XYZ  comprenderà  la  superiore  del  piano  verti- 
cale , e la  posteriore  dell’orizzontale , non  sarà  sufficiente  per 
determinare  graficamente  un  punto  dello  spazio  dame  indistin- 
tamente le  due  proiezioni  A,  ed  A'.  Bisognerà  dire  eziandio  se 
il  punto  A sia  la  orizzontale,  ovvero  la  proiezione  verticale/  per- 
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cioccliè  l’una  e l’altra  di  queste  ipotesi  possono  essere  ammesse 
e producono  grandissima  differenza  in  quantoalla  posizione  reale 
del  punto  nello  spazio.  A fine  dunque  di  signiGcare  alla  vista  il 
piano  cui  è relativa  ciascuna  proiezione,  converremo  di  notare 
ordinariamente  con  lettere  senz’accentolc  proiezioni  orizzontali  fig.  ii. 
de’ punti  o delle  rette,  e conJe  accentate  le  verticali.  Laonde 
il  punto  (A,  A')  dinoterà  il  punto  dello  spazio  proiettato  oriz^ 
zontalmestc  in  A e verticalmente  in  A'  : il  punto  ( B,B')  quello 
che  ha  per  proiezione  orizzontale  B e per  verticale  B',  e sarà  la 
stessa  cosa  del  punta  ( C,  G')  o dell’altro  ( D , D'  ).  Il  lettore 
fraddìttanto  bene  farà  di  esercitare  la  sua  immaginazione  a rap> 
presentarsi  le  posizioni  diverse  di  questi  punti,  sopra  o sotto, 
avanti  o indietro  de’piani  di  proiezione  per  potere  da  ora  innanzi 
riconoscere  con  facilità  in  quale  de’ quattro  angoli  diedri  for* 
mati  da  questi  due  piani  stia  situato  un  punto  dato  mercè  le  suo 
proiezioni, 

1 3.  L&stesse  convenzioni  dovranno  applicarsi  alle  linee;  siC'  fiq,  m. 
chè  la  retta  ( AB , A'B'  ) sarà  quella  che  ha  per  proiezione 
orizzonUle  AB,  e per  verticale  A'B'  ; ma  atteso  che  una  retta 
è poi  determinata  di  posizione , conosciuti  due  suoi  punti , da* 
remo  un  modo  generale  di  trovare  le  tracce  d’ttna  retta,  cioè 
a dire  i punti  dove  questa  Incontra  i due  piani  di  proiezione. 

La  traccia  verticale  della  retta  ( AB  , A'B'  ) essendo  un 
punto  comune  alpiano  verticale  ed  alla  retta, deve  essere  proiet- 
tala orizzontalmente  sulla  linea  della  terra  XY,  ed  anche  sulla 
linea  AB  indeCnilamente  prolungata;  sicché  avrà  per  proiezio- 
ne orizzontale  il  punto  C e per  conseguenza  sarà  allogata  in 
qualche  sito  della  verticale  CC'  : ma  deve  trovarsi  evidentemen- 
te sulla  proiezione  verticale  A'8' indefinita  ; dunque  e nei  pun- 
to C'.  Da  cui  risulta  questa  regola  generale  della  quale  bisogna 
rendersi  familiare  l’applicazione,  prolungate  la  proiezione  o- 
rizzontale  della  retta  fino  alla  linea  della  terra , da  questo 
punto  innalzate  una  verticale  indejìnita,  il  suo  incontro  colla 
proiezione  verticale  darà  la  traccia  verticale  della  retta  pro- 
posta. 
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La  traccia  orizzontale  della  medesima  retta  essendo  un  pun- 
to situato  similmente  sul  piano  orizzontale  e sulla  linea  pro- 
posta , sarà  proiettata  verticalmente  sulla  linea  della  terra  XY 
e sopra  A'B'  ìndeGnita  ; dunque  avrà  per  proiezione  vertica- 
le il  punto  D'  e sarà  situata  però  in  qualche  punto  della  retta 
DD'  perpendicolare  alla  linea  della  terra.  Ma  d’altra  parte  que- 
sta traccia  deve  necessariamente  trovarsi  sulla  proiezione  oriz- 
zontale AB  ÌndeGnita  , dunque  essa  è nel  punto  D.  Quindi  in 
generale  prolungate  la  proiezione  verticale  fino  alla  linea  del- 
la terra , da  questo  punto  innalzale  ad  essa  una  perpendico- 
lare indefinita  : il  suo  incontro  colla  proiezione  orizzontale 
deterimnerà  la  traccia  orizzontale  della  retta  in  quistionelfi). 

i4.  Reciprocamente  se  fossero  date  le  due  tracce  D e C'  di 
una  retta,  sarebbe  facile  assegnarne  le  proiezioni  ; avvegnaché 
siccome  il  punto  C'  appartiene  alla  retta  stessa,  la  perpendico- 
lare C^C  calata  sulla  linea  della  terra  darà  un  punto  C della 
proiezione  orizzontale  , la  quale  sarà  chiaramente  DC.  Della 
stessa  maniera  il  punto  D che  appartiene  a questa  retta  proiet- 
tato verticalmente  sulla  linea  della  terra , darà  un  punto  D* 
della  proiezione  verticale,  che  sarà  D'CL 

È util  consiglio  esercitarsi  a risolvere  queste  due  quistioni 
una  reciproca  dcH’altra , su  rette  diversamente  situate , tali 

(i)  Sieno  due  proiezioni  di  una  data  retta  espresso  dalle  equazioni 
« = a z t (i ) ed ^ = à z f 5-  (2)  ; e sia  y ==i  ar  + y _ ^ (3)  quel- 
la della  terza  dedotta.  Per  avere  le  tracce  dimandatesi  faccia  nella  (i) 
e (e),  z = 0 enella  (a)  e (3),  y =0,  sicché  otterremo  x=p  ed 
y per  le  coordinate  del  punto  d’incontro  della  data  retta  col  piano  del- 
le a?  e dello  y,  z= — -^ed  x = p — ^ per  quelle  corrispondenti 

all  altro  incontro  col  piano  delle  z é delle  x,  quindi  resteran  determina- 
ti tali  punti.  Si  ritletta  che  le  ascisse  indicate  dinotano  i punti  d’incontro 
delle  proiezioni  della  data  retta  colla  comune  sezione  de’ piani  di  pro- 
iezione, e le  ordinate  corrispondenti  determinano  le  tracce  in  quistio 
ne  2 collo  imbattersi  nelle  proiezioni  prolungate.  Laonde  derivano  lo 
regole  grafiche  del  n.  i3. 
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quali  si  osservano  nella fig-3,  la  linea  (EF,  E'F')  la  cui  traccia 
orizzontale  è in  F e la  verticale  in  G',  e la  linea  ( HE,  H'R'  ) 
di  cui  K'  è la  traccia  verticale  ed  L la  orizzontale. 

i5.  Nel  terminare  queste  nozioni  preliminari  stabiliremo  al- 
cune regole  essenziali  da  osservare  nel  delineamento  di  tutte  le 
costruzioni  grafiche.  Le  quali  dovendo  coi  Fatti  servire  a rap- 
presentare esattamente  la  forma  delle  cose,  fa  d’uopo  che  le 
diverse  maniere  di  punteggiamento  che  vi  si  adoperano,  offra- 
no una  specie  di  linguaggio  parlante  alla  vista;  cioè  manifestino 
chiaramente  la  situazione  relativa  delle  varie  parti,  distinguen- 
do quelle  che  sono  invisibili  dalle  visibili  all’osservatore,'  e fa- 
cendo chiari  i risultamcnti  di  un  problema  mediante  le  lince  che 
Bon  servite  siccome  mezzo  ausiliario  per  giugnervi  : quindi 
adotteremo  costantemente  le  seguenti  regole. 

1. °  Le  linee  principali,  cioè  quelle  che  rappresentano  i efa/t, 
o i risultamcnti  di  un  problema  saranno  segnate  con  un  tratto 
pieno  e continuo  allorché  saranno  visibili;  e punteggiale  se  in-, 
visibili,  cioè  segnate  con  punti  rotondi.  Nelle  lìnee  ABCD  , 
ed  EFGH  {Jig-  3 bis  ) vedonsi  esempi  di  queste  due  specie  di 
punteggiamento. 

2. “  Le  linee  ausiliarie, cioè  tutte  quelle  che  non  sono  compre- 
se nella  classe  precedente , adoperate  siccome  mezzi  per  giu- 
gnere  alla  soluzione  del  problema , saranno  tratteggiate  ossia 
composte  di  piccoli  tratti  interrotti;  tale  è la  linea  P (Jlg.3bis). 
Rispetto  alle  quali  lince  ausiliarie  non  avviene  mai  distinguere 
se  sieno  visibili  o no,  perciocché  si  suppone  star  esse  solamente 
nella  immaginazione  del  geometra , il  quale  le  concepisce  per 
giungere  al  risultamento  dimandato. 

3. °  Allorché  qualcuna  di  queste  lince  ausiliarie  offrirà  mag-  ' 
gior  importanza  e meriterà  speciale  attenzione,  potrà  esser 
rappresentata  con  una  linea  mista  fatta  di  piccoli  tratti  separati 
da  uno  o due  punti  rotondi  come  nelle  rette  M ed  N (fig-3  bis). 
Nondimeno  si  deve  por  mente  di  non  moltiplicare  troppo  questa 
maniera  di  punteggiamento,  e consultare  su  ciò  il  buon  giudizio 
c modelli  ben  scelti;  né  bisogna  poi  adoperare  mai  queste  lince 
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miste  per  segnare  le  rette  die  riuniscono  semplicemente  le  due 
proiezioni  di  uno  stesso  punto. 

i6.  Rimane  adesso  a chiarire  come  fra  le  principali  di 
ogni  quistione  , si  distinguono  quelle  che  sono  visibili,  e che  si 
devono  dclineare  con  tratto  pieno  , dalle  invisibili  che  s’hanno 
a punteggiare.  Su  questo  particolare  non  potrannadarsi  regole 
compiute  se  non  dopo  aver  trattato  delle  superGcie  curve,  e dei 
loro  piani  tangenti;  ma  dappoiché  ne’primi  problemi  de’quali  ci 
occuperemo  non  s’incontreranno  che  rette  c piani,  basterà  per 
ora  fermare  queste  convenzioni. 

Si  suppone  sempre  che  l’osservatore  il  quale  considera  la 
proiezione  d’un  corpo  sul  piano  orizzontale,  sia  situato  sopra 
di  questo  piano  ad  una  distanza  infinita  sulla  verticale  che 
passa  per  un  punto  qualunque  di  quello , ma  innanzi  al  piano 
verticale  ; e questa  convenzione  che  renderà  semplice  come  ve- 
dremo più  innanzi,!!  delineamento  del  contorno  apparente  delle 
superGcie  curve  è stata  per  altro  suggerita  dalla  maniera  come, 
si  proiettano  i punti  dello  spazio  sopra  di  un  piano.  In  fatto  ì 
raggi  visuali  condotti  dall’occhio  deH’osservalore  a tutt’i  punti 
di  un  corpo  si  approssimano  tanto  più  a divenir  perpendicolari 
al  piano  orizzontale  quanto  più  l’osservatore  s’ innalza  restan- 
do sulla  medesima  verticale  ; in  maniera  che  quando  il  pun- 
to di  veduta  è ad  una  distanza  inGnita , questi  raggi  diven» 
gono  paralleli , e coincidono  colle  retto  che  servono  a proiet- 
tare i punti  del  corpo.  Da  ciò  segue  che  la  proiezione  orizzon- 
tale di  un  corpo  è la  vedvta  di  questo  corpo  presa  da  un 
punto  infinitamente  lontano  sulla  verticale  ; il  quale  risulla- 
mento  giusliGca  sufEcicnlemento  la  ctmvcnzionc  sopra  enun- 
ciata. 

Per  una  ragiope  consimile  supponiamo  ogni  proiezione  ver- 
ticale vedersi  da  un  osservatore  situato  ad  una  distanza  infini- 
ta su  di  una  perpendicolare  al  piano  verticale  elevata  avanti 
di  esso,  e al  di  sopra  dell’orizzontale^ 

Secondo  questo  , ogni  linea  o parte  di  una  linea  principale 
che  starà  sotto  il  piano  orizzontale  o dietro  il  verticale  , sarà 
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reputata  invisibile,  e come  \.&\c  punteygiata  con  punti  rotondi. 
Se  inoltre  si  abbia  nella  quistione  qualche  piano  realmente  esi- 
stente , e dietro  o sotto  di  esso  per  rispetto  all’osservatore  una 
parte  di  linea  principale , questa  dovrà  essere  anche  punteg- 
giata : ma  bisognerà  rammemorarsi  die  tali  distinzioni  non  con- 
cernono le  linee  ausiliarie  per  la  ragione  citata  al  n.  i5,  2.® 
Le  applicazioni  di  queste  regole  si  potranno  ^.riconoscere  nella 
Jig-3,  ed  avremo  cura  di  ricordarle  nella  maggior  parte  dei  pro- 
blemi che  prenderemo  a risolvere. 


CAPITOLO  II. 

rnOBIEMI  SCLLE  LIHEE  UETTE  EO  I PIANI. 

17.  Costruire  la  retta  che  passa  per  due  punti  dati  cig.  it. 

ed  ( M,  M'  )/  e trovare  la  vera  distanza  tra  essi.  (*) 


(*)  Prima  di  mandare  ad  ciTctto  un  disegno  è essenziale  tenere  le  re- 
gole seguenti.  Primieramente  con  la  matita  verso  la  metà  del  foglio 
di  disegno  si  traccia  una  retta  indefinita  presso  a poco  parallela  alla 
sua  lunghezza,  quindi  un’altra  esattamente  perpendicolare  alla  prima, 
avvalendosi  di  archi  circolari;  poiché  la  squadra  non  è istrumcnto  di 
molta  precisione  per  condurre  perpendicolari , che  devono  aver  lun- 
ghezza alquanto  considerevole.  Nondimeno  la  squadra  può  servire  a 
condurre  delle  parallele  con  artifizio  esattissimo  e speditissimo  il  qua- 
le consiste  a farla  strisciare  lungo  vnariga  fissa;  col  quale  mezzo  si 
deve  tracciare  in  ogni  disegno  la  linea  della  terra,  e tutte  le  rette  che 
le  sono  parallele  o perpendicolari,  dirigendosi  sulle  due  rette  perpen- 
dicolari, che  abbiamo  raccomandato  di  costruir^  in  primo  luogo,  e che 
formano  ciò  che  i pratici  chiamano  linee  in  croce. 

Soggiungiamo  inoltre  che  per  quanto  sia  importante  la  linea  della 
terra,  bisogna  evitare  di  formarla  con  un  tratto  più  grosso  delle  linee 
prineipali;  pereiocchè  ne  risulterebbe  spesso  molta  inesattezza  nella  si- 
tuazione de’puati,  in  cui  sarebbe  incontrata  dalle  altro  rette  del  disegno. 
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Secondo  le  deCnizioni  date  al  n-  4>  è evidènte  che  ia  prole* 
zione  orizzontale  della  retta  cercala  passerà  pe' punii  A,  ed  M 
mentre  la  verticale  passerà  per  A'  ed  M';  dunque  questa  ret- 
ta indefinita  è proiettala  secondo  ÀMB  ed  A'M'B',  c perciò  tro- 
vasi compiutamente  determinata  di  posizione  ( n.  6.  ).  Quindi 
si  possono  costruire  le  sue  tracce  ( n.  i3.  ) che  saranno  i punti 

(B,B')e(C,C'). 

La  distanza  poi  de’  due  punti  dati  è misurala  nello  spazio 
dalla  porzione  della  retta  proiettata  in  AM  ed  hf  M'  ; ma  è fa- 
cile osservare  che  una  retta  di  data  dimensione  è sempre  più 
lunga  della  sua  proiezione  su  di  un  piano,  eccetto  quando  fosse 
ad  esso  parallela;  perciocché  allora  la  retta  nello  spazio  è evi- 
dentemente della  stessa  lunghezza  della  sua  proiezione.  Dopo 
questa  osservazione  immaginiamo  che  la  retta  ( AM,  A'M'  ) 
giri  intorno  della  verticale  proiettata  in  A,  rispetto  a cui  non 
vada  cangiando  inclinazione  ; con  ciò  rcstremità  ( A,  A'  ) ri- 
marrà immobile,  laddove  l’altra  (M,  M'  ) si  manterrà  ad  un’al- 
tezza costante, descrivendo  solamente  un  arco  di  cerchio  intorno 
l’asse  di  rotazione.  Or  continuando  questo  movimento  fintan- 
to che  la  retta  movibile  sia  divenuta  parallela  al  piano  ver- 
ticale, il  che  avverrà  quando  la  proiezione  AM  avrà  presa  la 
situazione  AP  parallela  alla  linea  della  terra  XY,  allora  l’estre- 
milà  M pervenuta  in  P,  sarà  proiettala  verticalmente  ( n.  io) 
in  qualche  punto  della  retta  PIP'  perpendicolare  ad  XY  ; e poi 
che  deve  trovarsi  alla  medesima  altezza  di  M',  se  si  conduce  l’o- 
rizzontale HM'P' , il  punto  P'  sarà  la  proiezione  verticale  dcl- 
l’cstremità  movibile  della  cennata  retta;  e da  un’altra  parte,  poi 
che  l’altra  estremità  ( A,  A'  ) è rimasta  invariabile , ne  seguo 
che  la  retta  ( AM , A'M'  ) è attualmente  proiettata  secondo 
AP,  A'P'  ; e la  sua  vera  lunghezza  è precisamente  la  proie- 
zione verticale  A'P'  ; giusta  l’osservazione  fatta  al  principio  di 
quest’articolo.  Da  ciò  si  deduce  la  regola  seguente  che  biso- 
gna rendersi  familiarissima.  Per  trovare  la  distanza  di  due 
FIO.  IV*  punti  { k,  k'  ) ed  (M,  M'  ) sformate  un  triangolo  rettangolo 
A'HP'  di  cui  un  lato  A'H  sia  la  differenza  delle  loro  altezzek'R, 
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ed  M'K.  dal  piano  orizzontale  , e V altro  IIP'  uguale  alF  intera 
vallo  AM  delle  due  proiezioni  orizzontali  : V ipotenusa  A'P' 
sarà  la  distanza  dimandata. 

18.  Si  giugnerebbe  allo  stesso  scopo  costruendo  sul  piano 
orizzontale  un  triangolo  rettangolo  del  quale  un  cateto  ugua- 
gliasse la  differenza  delle  distanze  AR  ed  MK  de’  due  punti 
dati  dal  piano  verticale,  e l’altro  l’intervallo  A'M'  delle  due 
proiezioni  verticali;  V ipotenusa  esprimerebbe  parimenti  la 
distanza  de  due  punti  nello  spazio,  e dovrebbe  trovarsi  identi- 
ca con  A'P'.  Perrendersi  ragione  di  questanuova  costruzione  , 
che  lasciamo  al  lettore  la  cura  d’eseguire,  basterà  immaginare 
che  la  retta  proposta  abbia  giralo  intorno  la  orizzontale  eh’  è 
proiettata  verticalmente  in  A',  senza  cambiare  d’inclinazione  ri- 
spetto a quest’ ultima,  iìntantochè  sia  divenuta  parallela  al  pia- 
no orizzontale. 

19.  Avremmo  potuto  ancora  la  retta  ( AM , A'M'  ) 

sul  piano  orizzontale , facendo  girare  intorno  di  A M il  trape- 
zio invariabile  formalo  dalla  retta  proposta,  e dalle  verticali 
die  ne  proiettano  gli  estremi  in  A ed  in  M.  Cou  ciò  queste  duo 
rette  sarebbero  rimaste  perpendicolari  all’asse  di  rotazione 
AM,  ed  avrebbero  prese  le  posizioni  AA"=RA',  MM"=RM'; 
in  modo  che  tracciando  la  retta  A"M"  si  sarebbe  ottenuta  anco- 
ra la  vera  distanza  de’  due  punti  ( A , A'  ) ed  ( M , M'  ).  Oltrac- 
ciò si  presenta  qui  l’opportunità  di  fare  una  di  quelle  prove  , 
che  non  bisogna  negligere  nelle  operazioni  grafiche  ; ed  c che 
la  linea  A"M"  prolungata  deve  andare  a terminare  in  B,  poi- 
ché questo  punto  essendo  la  traccia  orizzontalo  della  retta  pri- 
mitiva trovavasi  situato  sull’asse  AMB,  epperò  ha  dovuto  resta- 
re immobile  durante  la  rivoluzione  della  retta  (i). 


(i)  Le  costruzioni  grafiche  delle  quali  si  fa  cenno  nc’ numeri  17  , 
18,19  non  sono,  che  quelle  geometriche  dell’espressione  analitica 
fi—  1/  ( x—x'  }*t(  y — y'  )"+(* — *■'  ) * la  quale  dinota  lailislan- 
za  di  due  punti  nello  spazio.  Infatti  questa  formolasicostruiscccoU’i- 
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20.  Reciprocamente,  se  fosse  data  la  retta  indefinita  ( AB , 
A'B' J cd  uno  dei  suoi  punti  { A,  e si  volesse  trovare  su 

f/uesta  linea  un  altro  punto  (M,M')  che  fosse  lontano  dal 
primo  di  wna  yManft'tó  S , si  abbasserebbe  come  precedentemen- 
te la  retta  proposta  sul  piano  orizzontalo,  e farebbesi  AA"  = 
RA',  e si  condurrebbe  A"B.  In  seguito  preso  su  quest’ ultima 
linea  un  intervallo  A"M"  = 5;  poi  rialzando  la  retta  abbassata 
A"B,  il  punto  M"  si  riporterebbe  in  M con  una  perpendicolare 
sull’asse  di  rotazione  AB  ; e da  ultimo  dalla  proiezione  orizzon- 
tale M si  dedurrebbe  (n.  /o  ) l’altra  M',  ciocché  determine- 
rebbe compiutamente  il  punto  dimandato. 

FIO.  V.  21.  Per  un  punto  dato  ( D,D'  ) condurre  una  retta  che  sia 
parallela  ad  una  retta  conosciuta  (AB,  A'B'  ). 

Quando  due  rette  nello  spazio  son  parallele , i piani  che  le 
proiettano  sono  evidentemente  paralleli  tra  loro  e per  conse- 
guenza anche  le  loro  intersecazioni  col  piano  di  proiezione  ; 
cioè  a dire  le  proiezioni  delle  rette  saranno  necessariamente 
parallele  l’una  all’altra.  Viceversa  , allorché  le  proiezioni  oriz- 
zontali di  due  rette  sono  parallele  , e lo  sono  del  pari  le  verti- 
cali , i quattro  piani  proiettanti  sono  paralleli  a due  a due  ; da 
cui  segue  che  le  loro  intersecazioni  scambievoli , cioè  le  rette 
nello  spazio  sono  parallele  fra  loro.  Dopo  tali  premesse , se  dal 
punto  D si  conduce  una  parallela  DE  ad  AB  , e pel  punto  D' 
un’altra  D'E'  ad  A'B',  la  retta  dimandata  avrà  per  proiezioni 
DE  e D'E' , ed  in  tal  modo  sarà  però  compiutamente  deter- 
minata , ed  inoltre  le  sue  tracce  che  saranno  in  F ed  iu  E'  si 
costruiranno  comesi  è detto  al  ( n.  i3  ). 

no.  VI.  22.  Costruire  il  piatto  che  passa  pè  tre  punti  dati{  A,  A'  ) 
(B,B'),(C,C'). 

potenusa  di  un  triangolo  rettangolo,  che  hai  suoi  cateti,  uno  eguale  alla 
radice  della  somma  do’  due  quadrati  segnati  sotto  il  segno  radicale  , e 
l’altro  pari  alla  radice  del  terzo  quadrato;  espressioni  algebriche  equi- 
valenti, una  alla  proiezione  della  disianza  de’due  punii  dati  sopra 
uno  de’piani  fissi , l’ altra  alla  differenza  delle  perpendicolari  ^ che 
proiettano  questi  punti  sullo  stesso  piano. 
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Osserviamo  in  primo  luogo  che  per  determinare  grancamentc 
la  posizione  di  un  piano  è sufficiente  averne  le  due  tracce,  cioè 
le  sue  intersecazioni  co’ plani  di  proiezione.  Le  quali  dovranno 
sempre  tagliare  la  linea  della  terra  nello  stesso  punto;  come* 
che  l’angolo  che  fanno  tra  loro  sul  piano  di  proiezione  ab- 
bassato non  sia  uguale  a quello  che  comprendono  nello  spazio. 
Inoltre  è ben  chiaro^  che  quando  una  retta  è situata  in  un  pia- 
no, le  sue  tracce  ( n.  i3  ) devono  essere  situate  in  qualche 
punto  delle  tracce  del  piano.  Ciò  premesso,  si  congiungano  i 
punti  dati  a due  a due  con  le  rette  ( AB,  A'B' .),  ( BC,  B'C'  ), 
( AC,  A'C'  ) ciascuna  delle  quali  avendo  due  punti  nel  piano 
cercato  vi  saranno  contenute  interamente  ; e se  ne  costruiscano 
poi  come  al  (n.  /J)  le  tracce  verticali  E',F',  e G'.  Allora  que- 
sti tre  punti  che  devono  evidentemente  appartenere  all’ interse- 
cazione del  piano  incognito  col  piano  verticale  di  proiezione  sa- 
ranno necessariamente  in  linea  retta , e varranno  a determi- 
nare la  traccia  verticale  E'F'G'  del  piano  dimandalo.  Pari- 
menti  la  traccia  orfzzon/a/e  DHK  si  otterrà  costruendo  le  trac- 
ce orizzontali  D , H , e K delle  tre  rette  ausiliarie  ; inoltre  le 
due  linee  E'G',  e DH  cosi  ottenute  dovranno  incontrar  la  li- 
nea della  terra  XY  in  uno  stesso  punto  Q , ciocché  offrirà 
una  nuova  pruova  delle  costruzioni  anteriori. 

Se  si  volesse /ar  postare  un  piano  per  unaretta  ed  un  punto 
dati,i\  congiungerebbe  questo  con  un  punto  qualunque  di  quella, 
ovvero  lesi  menerebbe  una  parallela  pel  punto  dato;  sicché  si 
conoscerebbero  due  rette  situate  nel  piano  cercato, le  cui  trac- 
ce bastano  a determinare  quelle  del  piano  (i). 


( i)  Una  superficie  piana  si  può  considerare  come  il  luogo  geome- 
trico di  una  retta,  la  quale  mantenendosi  parallela  ad  una  direzione 
assegnata  scorra  su  di  un’altra  data  di  posizione.  Le  proiezioni  della 
direttrice  sienoy=«z +7)  (i)ed  a;=Az+y(a)  e quelle  della  generatrice 
y=a‘z-fp'  (3)  a=i'js  + 7'(4)  in  cui  a*  eb'  son  determinate  dalla  qui- 
stionc;  eliminando  fra  queste  equazioni  x , y , asi  ha  quella  di  con- 
dizione =3  b quale  sostituiti  » valori  di  p’  e q' 
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riG.  TU.  23.  Per  un  punto  dato  ( A,  A'  ) condurre  un  piano  che  sia 
parallelo  ad  un  altro,  la  cui  traccia  orizzontale  è ST  , e /a 
verticale  TV'. 

E evidente  che  due  piani  paralleli  devonoavere  le  loro  trac- 
ce rispettivamente  parallele,  talché  basterà  trovare  un  punto  di 
ciascuna  traccia  del  piano  dimandato.  A tal  uopo  immaginiamo 
pel  punto  dato  ( A, A'  ) una  orizzontale  che  sia  situata  nel  pia- 
no incognito  ; il  che  è sempre  possibile , poiché  basta  condurre 
questa  retta  ausiliaria  parallelamente  alla  traceia  orizzontale 
dello  stesso  piano , ovvero  ad  ST.  Se  dunque  si  meni  in  que- 
sta direzione  la  retta  AB  , e si  conduca  A'B'  parallela  alla  li- 
nea della  terra , saranno  queste  evidentemente  le  due  proie- 
2Ìoni  della  orizzontale,  che  giace  sul  piano  incognito.  Ciò  posto: 
fatta  la  costruzione  ( n.  /.?  ) , il  punto  B'  in  cui  quella  incon- 
tra il  piano  verticale  apparterrà  necessariamente  alla  traccia 
del  piano  cercato  , la  quale  sarà  per  conseguenza  la  retta  B'Q 
parallela  a Y'T  ; e l’altra  dovendo  passare  per  il  punto  Q sarà 
la  PQ  parallela  a TS. 

Per  verifieare  le  operazioni  fatte  si  può  anche  aver  diretta- 
niente  un  punto  della  traccia  orizzontale  del  piano  incognito. 

tratti  dalla  (3)  e della  (4.)  si  otterrà  y ( h—h'  ) + *(0*— o)+z  {ah'—a'b)\- 
f{b‘  — àlty  (a— a')=Oequazione  del  piano;  che  suol  ridursi  sotto 
la  forma  Czf  D = 0 e combinando  una  delle  tre  equazioni 

ar=0,  y=0,  o z=Ocon  la  precedente  si  avranno  le  tracce  del  piano 
Eu’piuni  coordinati,  e però  le  equazioni  a:= 0 e By  f Cz + D=0  determi- 
neranno la  traccia  sul  piano  delle  y e delle  z,  parimente  si  procederà  per 
le  altre.  Per  ottenere  poi  il  punto  in  cui  il  piano  incontra  gli  assi  coor- 
dinati, quello  per  esempio  delle  x,  fa  mestieri  che  abbiano  luogo  le  tre 
cquazionisimultaneez=0,  y=0  eda;=: — e cosi  per  ogni  altro. Ri- 

flettendo non  pertanto  che  le  rette  contenute  in  un  piano  hanno  le  loro 
tracce  in  quelle  del  piano , e le  proiezioni  delle  perpendicolari  a qual- 
siasi superficie  piana  son  perpendicolari  alle  sue  tracce , tutte  le  qui- 
stioni  relative  a’piani  ed  alle  linee  rette  si  riducono  a trovare  le  tracce 
di  alcuni  piani  o di  alcune  rette,  derivanti  da’dati  del  problema;  per  la 
che  non  si  richiedono  che  operazioni  grafiche  di  facil’opcra. 
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A tale  oggetto  s'immagberà  in  questo  piano , e pel  punto  (A,  A') 
una  retta  ausiliaria  parallela  al  piano  verticale;  la  quale 
avrà  evidentemente  per  proiesioni  AC  parallela  alla  linea  della 
terra , ed  A'C'a  V'T.  Se  dunquesi  cerca («.  i3)  il  punto  C in  cui 
la  mentovata  ausiliaria  penetra  il  pianoorizzontale,  questo  punto 
apparterrà  necessariamente  alla  traccia  del  piano  dimandato; 
sicchèfaràduopo  chela  retta  PjQ  già  costruita  passi  pel  punto  C. 

24. -  Osserviamo  che  nella  presente  costruzione  non  si  sono 
considerati  i due  piani  STV',  e PQR'  come  realmente  esisten- 
ti ; poiché  in  questo  caso  il  primo  avrebbe  reso  invisibile  l’al- 
tro , e sarebbe  stato  mestieri  ( n.  iS.  i:®  ) punteggiare  total- 
mente le  tracce  di  quest’ultimo , ciocché  avrebbe  soverchia- 
mente moltiplicati  i punti  rotondi , ed  avuto  sopratutto  il  gran- 
de incoveniente  di  non  lasciare  più  discemere  le  parti  delle 
tracce  situate  al  di  qua  dei  piani  di  proiezione , da  quelle  che 
sono  al  di  là.  Perciò  si  suppone  qui  come  se  si  trattasse  di  tro- 
vare solamente  le  tracce  di  un  piano  parallelo  a quello  che 
avrebbe  per  tracce  ST,  e TV' , senza  costruire  col  fatto  nes- 
suno de’due  piani.  Questa  restrizione,  il  cui  scopo  é di  portare 
maggiore  chiarezza  ue’disegni,  é stata  anche  ammessa  nelle  co- 
struzioni grafiche  (^,p,e  /ò). 

25.  Le  considerazioni  che  hanno  avuto  luogo  ne’n.  ( 32,  cz3)  tlO.  vi. 
possono  servire  a sciogliere  la  quistione  seguente.  Data  la  pro- 
iezione orizzontale  AB  di  una  retta  laquale  si  sappia  giacerò 

sul  piano  conosciuto  PQR',  trovare  V altra.  La  retta  incognita 
incontrerà  il  piano  verticale  in  un  punto  che  dev’essere  proiet- 
tato orizzontalmente  in  E (n.  t3).  Inoltre  questa  traccia,  non 
potendo  essere  fuori  della  traccia  verticale  QR'  del  piano  con- 
tenente questa  retta,  verrà  necessariamente  situata  in  E',  e sarà 
un  punto  della  proiezione  voluta.  In  seguito  dietro  simili  con- 
siderazioni si  scorge  , che  la  retta  in  quistione  va  ad  incontrare 
il  piano  orizzontale  in  D ; dunque  se  si  proietta  D in  D'  sulla 
linea  della  terra  XY , D'E'  sarà  la  proiezione  verticale  della 
retta  proposta.  Bene  si  coneepisce  che  sarebbe  del  pari  facile 
trovare  la  proiezione  DE  ritenendo  come  dati  solamente  la  ver- 
ticale D'E'  cd  il  piano  che  contiene  la  retta. 
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FIG.  VI». 


FIO*  V** 


FIO.  TIII. 


Se  la  proiezione  AB  assegnata  sul  piano  orizzontale  fosse 
come  nella  jig.  7.  parallela  alla  traccia  PQ  del  piano  dato,  si 
otterrebbe  in  prima , come  si  è detto , la  traccia  verticale  B'  del- 
la retta  incognita  , ma  poi  non  avendone  più  la  orizzontale  , 
poiché  AB  non  incontra  punto  PQ  , farebbe  mestieri  conchiu- 
dere che  la  linea  richiesta  è parallela  al  piano  orizzontale  , e 
perciò  la  sua  proiezione  verticale  è la  retta  B'A'  parallela  alla 
linea  della  terra  XY. 

Si  vedrà  parimenti  che  se  la  proiezione  orizzontale  data  è la 
linea  AC  parallela  ad  XY,  la  retta  nello  spazio  è parallela  al 
piano  verticale , e la  sua  proiezione  su  questo  è la  C'A'  paral- 
lela alla  traccia  QR'. 

26.  Ed  ecco  ancora  una  questione  analoga  : conoscendo  la 
proiezione  orizzontale  A di  un  punto  situato  sopradi  un  piana 
dato  PQR' , trovare  l'altra.  Si  condurrà  pel  punto  dato  A una 
retta  qualunque  DAE  che  si  considererà  siccome  la  proiezione 
orizzontale  di  una  linea  situata  nel  piano  PQR'  ; sarà  facile  di 
costruirne  come  sopra  la  proiezione  verticale  D'E',  nè  avremo 
allora  che  a riportare  il  punto  A in  A'  su  delta  proiezione , per 
mezzo  di  una  perpendicolare  alla  linea  della  terra  (n.  to')',  con 
pari  facilità  troverebhcsi  la  proiezione  A conoscendo  A'.  Fra  le 
diverse  direzioni  che  posson  darsi  alla  retta  ausiliaria  DAE,  la 
migliore  ordinariamente  è una  parallela  alla  traccia  orizzontale 
PQ  come  la  linea  AB  nella  jig.  7. 

27.  Trovare  l’intersecazione  di  due  piani  che  avrebbero  per 
tracce  uno  PQ,  e QR';  e l'altro  ST,  e TV'. 

So  si  prolungano  le  due  tracce  orizzontali  (intanto  che  si  ta- 
gliano in  B,  questo  punto  evidentemente  comune  ai  duepiani  ap- 
parterrà alla  loro  intersecazione,  e poiché  giace  sul  piano  oriz- 
zontale, sarà  la  traccia  orizzontale  della  retta  cercata;  parimen- 
te il  punto  A' in  cui  si  taglieranno  le  tracce  verticali  dei  piani,  ne 
sarà  la  verticale.  Per  la  qual  cosa  conoscendo  le  due  tracce  del- 
la comune  sezione  se  ne  dedurranno  immediatamente  ( n.  t4-  ) 
le  proiezioni  che  saranno  AB  ed  A'B'. 

28.  Se  due  delle  tracce  son  parallele  come  avviene  pe’ piani 
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R'Q  p e V'T  S , il  punto  B si  allontanerebbe  indefinitamente 
e per  conseguenza  l’intersecazione  de’due  piani  diverrebbe  una 
orizzontale  avente  per  proiezione  tJb'  parallela  alla  linea  della 
terra  , ed  Ai  parallela  a TS  : il  quale  risultamento  era  facile 
prevedere  ; perciocché  i piani  dati  passando  allora  per  due  rette 
parallele  Q /j,  e TS  non  possono  tagliarsi  che  secondo  una  ret- 
ta a quella  parallela. 

29.  Quando  le  tracce  sopra  i duepiani  di  proiezione  saranno  fio.  ix. 
rispettivamente  parallele  , i piani  dati  lo  saranno  ancora  evi- 
dentemente , nè  vi  sarebbe  poi  intersecazione  , salvo  che  quelle 
non  sieno  nello  stesso  tempo  parallele  alla  linea  della  terra  co- 
me PQ,  e P'Q'  per  uno  de’ piani , TS , c T'S'  per  l’altro  : per- 
ciocché due  piani  cosi  situati  possono  anche  tagliarsi  secondo 
una  retta  parallela  ad  XY , ma  il  metodo  precedente  non  basta 
più  per  ottenerne  la  intersecazione. 

In  questo  caso  si  conduca  a volontà  un  piano  secante  ausilia- 
rio aCy'.  Esso  taglierà  il  piano  [PQ,  P^Q']  secondo  la  retta 
( CD,  C'D'  ) che  si  costruisce  col  metodo  generale  , ed  il  piano 
[ TS  , T'S'  ] secondo  altra  ( EP , E'F'  ) ; allora  questo 
due  linee  somministreranno  col  loro  incontro  un  punto  ( M , 

M'  ) che  sarà  evidentemente  comune  ai  due  piani  [ PQ,P'Q'  ], 

[ TS  , T'S'  ] e per  conseguenza  avranno  per  intersecazione  la 
retta(  AMB,^  A'M'B'  ) condotta  parallelamente  adXY. 

Si  potrebbe  ancora  adoperare  qui  un  piano  di  profilo  con- 
dotto perpendicolarmente  ad  XY  ; il  quale  taglierebbe  i piani 
di  proiezione  primitivi  secondo  le  due  rette  XV  ed  XZ  , l’ ulti- 
ma delle  quali  prenderà  evidentemente  la  posizione  XZ"  quando 
si  abbasserà  il  profilo  sul  piano  orizzontale,  facendolo  girare  in- 
torno VX.  Ciò  posto  : il  piano  di  profilo  incontra  le  tracce  ver- 
ticali de’pìani  proposti  ne’punti  P'  e T' che  divengono  coll’ ab- 
bassamento P"  , e T"  5 dunque  PP"  e TT"  sono  le  tracce  di 
questi  piani  sul  profilo  abbassalo  secondo  Z"XV  ; e siccome 
si  tagliano  esse  in  A",é  questo  un  punto  dcll’iutcrsccazione  do- 
mandata, la  quale  avrà  evidentemente  per  proiezione  orizzontale 
la  retta  AB  parallela  ad  XY.  Inoltre  se  si  rialza  il  profilo , il 
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punto  A"  si  proietterà  verticalmente  in  A',  ed  A'B'  parallela  ad 
XY  sarà  la  seconda  proiezione  deU’iatersecazione  de’piani  pro- 
posti. 

Se  le  tracce  de’piani  senz’essere  parallele  tra  loro  passano 
tutte  quattro  per  lo  stesso  punto  della  linea  della  terra,  bisogne- 
rebbe ricorrere  nuovamente  ad  uno  de’  piani  ausiliari  che  ab- 
biamo adoperato  ; e consigliamo  poi  il  lettore  a costruire  il  di- 
segno relativo  a questi  casi  particolari.  * 

nc.  X.  3o.  Costruire  il  punto  d’  intersecatone  di  una  retta,  ( AB, 
A'B')  con  un  piano  dato  PQR'. 

Per  giugnervi  fa  mestieri  condurre  per  la  retta  data , in  una 
direzione  qualunque  , un  piano  secante , e segnarne  la  interse- 
cazione col  piano  PQR.^  la  quale  poiché  passerà  necessariamen- 
te pel  punto  cercato,  lo  determinerà  mercè  il  suo  incontro  colla 
retta  data. 

Sulleprime  adottiamo  per  piano  secante  ilvcrlica  c che  proiet-. 
ta  la  retta  data  secondo  A B : sarà  questa  la  traccia  orizzon- 
tale del  piano  , e la  verticale  sarà  la  perpendicolare  CC' 
sulla  linea  della  terra.  Ciò  fatto  , il  piauo  ACC'  taglia  il 
dato  PQll'  secondo  una  retta  proiettata  ( n.  aj  ) in  C'D' , 
e CD  ; e siccome  siffatta  intersecazione  incontra  la  retta  da- 
ta ( A'B'  , AB  ) in  M' , sarà  questa  la  proiezione  verticale  del 
punto  dimandato.  La  seconda  non  è somministrata  immedia- 
tamente, posciachc  qui  tutte  e due  le  rette  che  comhiuiaino  so- 
no proiettate  secondo  ADBC  ; ma  si  dedurrà  da  M'  calando 
{n.  io)  la  perpendicolare  M'M  sulla  lìnea  della  terra.  Laonde 
il  punto  ( M,  M'  ) c quello  in  cui  la  retta  (AB,  A'B'  ) incontra 
il  piano  PQll'. 

Si  può  anche  adottare  per  piano  secante  quello  proiettante 
la  retta  sul  piano  verticale  , il  quale  avrà  per  tracce  A'B'  , e 
B'  F perpendicolare  ad  XY.  Questo  piano  taglierà  PQll'  se- 
condo la  retta  (FG,  B'G')  che  incontrandosi  con  AB  dovrà  da- 
re lo  stesso  punto  M già  ottenuto  con  la  prima  costruzione  ; 
epperò  i due  metodi  adoperali  simultaneamente  serviranno  al- 
tresì di  prova  scambievole. 
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Osserviamo  qui  che  il  piano  dato  PQR'  è una  grandezza 
principale  ( n.  t^)  che  esiste  realmente  , e rende  invisibile 
la  porzione  della  retta  ( AB  , A'B'  ) situata  al  di  sotto  del 
punto  di  sezione  ; sicché  la  parte  ( MB  , M'B'  ) è stata punleg~ 
giata.  Il  prolungamento  BG  è poi  considerato  come  una  linea 
ausiliaria  relativa  al  piano  secante  che  serve  alla  soluzione. 

3i.  Quantunque  i due  metodi  adoperati  (n.  Jo)  sieno  i più 
speditivi  sarà  benfatto  per  esercitarsi  sulle  diverse  combinazioni 
de’ piani  colle  rette  di  risolvere  lo  stesso  problema,  avvalendosi 
di  un  piano  secante  qualunque:  pur  tutlavolta  siccome  questo 
piano  dovrà  comprendere  la  retta  data  ( AB,  A'B'  ) le  cui  tracce 
sono  B , e C' , è mestieri  far  passare  per  questi  punti  le  tracce  nc.  ir. 
dei  piano  secante  che  si  adotterà.  Si  conduca  dunque  pei  punto 
B la  retta  arbitraria  SBT  , e pe’  punti  T e C'  la  retta  G'  TV'  ; 
saranno  queste  le  tracce  di  un  piano  ausiliario  che  conterrà  la 
linea  ( AB  , A'B'  ).  Ciò  posto  i piani  STV'  , c PQR'  si  tagliano 
(n.  2j)  secondo  la  linea  (SV  , SV') , la  quale  dappoiché  in- 
contra ( AB  , A'B'  ) in  ( M,  M'  ) è questo  il  punto  in  cui  la  retta 
data  incontra  il  piano  PQR'  : ma  bisognerà  assicurarsi , per 
verificare  le  costruzioni , che  la  retta  MM'  la  quale  riunisce  le 
suddette  due  proiezioni  è esattamente  perpendicolare  ( ».  to  ) 
alla  linea  della  terra. 

3a.  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta , che  ne  inconlri 
due  altre  date  di  posizione. 

Indicheremo  solamente  la  soluzione  di  questo  problema  che 
proponiamo  al  lettore  per  esercizio  a line  di  addestrarsi  a’mc- 
todi  precedenti.  Pel  punto  dato  e per  la  prima  retta  si  condur- 
rà un  piano  , poi  se  ne  farà  passare  un  altro  per  lo  stesso  pun- 
to e la  seconda  retta , c cercando  la  comune  sezione  di  essi  si 
otterrà  una  retta  la  quale  soddisferà  evidentemente  alle  condi- 
zioni enunciate. 

5i  può  ancora  impiegare  solamente  il  primo  de’piani  mento- 
vati , cercar  poscia  ( ».  3o  ) il  punto  in  cui  taglia  la  seconda 
retta  ; sicché  congiungcndo  quest'ultimo  punto  col  dato,  si  ot- 
terrà una  retta  che  risolverà  il  problema. 
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In  generale  tì  sarà  una  sola  soluzione  , a meno  die  le  dilC 
rette  proposte  non  si  trovino  sullo  stesso  piano  col  punto  dato. 

TIC.  XII.  33.  Teorema.  Quando  una  retta  ( AB,  A'B')  èperpendico* 
lare  al  piano  PQR'  , le  sue  proiezioni  sono  rispettivamente 
perpendicolari  alle  tracce  del  piano. 

In  fatti , il  piano  che  proietta  la  retta  secondo  AB  è per  la  sua 
definizione  perpendicolare  all’  orizzontale  : lo  è ancora  al  piano 
dato  PQR.'  j poiché  passa  per  una  retta  la  quale  per  ipotesi  è 
ad  esso  perpendicolare  ; dunque  il  suddetto  piano  proiettante 
è perpendicolare  si  all’uno  che  all’altro  do’mentovati  due  piani,  c 
per  conseguenza  alla  loro  comune  intersecazione,  che  è la  traccia 
orizzontale  PQ  ; la  quale  perciò  sarà  essa  stessa  perpendicolare 
alla  proiezione  AB,  che  giace  nel  piano  proiettante.  Si  dimostre» 
rebbe  in  simil  guisa  che  la  traccia  verticale  il'Q  è perpendicolare 
alla  proiezione  A'B*. 

Reciprocamente,  se  le  dueproiezioni  AB,  ed k'Wdi  una  reU 
ia  sono  rispettivamente  perpendicolari  alle  tracce  PQ,  e QR* 
di  un  piano,  questo  e quella  sono  perpendicolari fra  essi. 

In  fatti  il  piano  proiettante  che  ha  per  traccia  AB  è eviden* 
temente  perpendicolare  alla  retta  PQ , epperò  al  piano  PQR' 
che  la  contiene  : egualmente  il  piano  proiettante  che  ha  per  trac» 
eia  A'B'  è perpendicolare  alla  retta  QR' , e perciò  al  piano 
PQR';  dunque  essendo  questo  perpendicolare  ai  due  piani  pro- 
iettanti , Io  sarà  ancora  alla  lor  comune  sezione , la  quale  è ap- 
punto la  retta  data  nello  spazio. 

34.  Osserviamo  frattanto  che  questo  teorema  non  avrebbe 
luogo  se  si  trattasse  di  proiezioni  obblique  ( n.  8.  );  nè  bisogna 
credere  inoltre  che  una  relazione  simigliarne  esista  fra  due  ret- 
te perpendicolari  tra  loro  ; perocché  le  rispettive  proiezioni  or- 
togonali sullo  stesso  piano  non  formeranno  un  angolo  retto  ; ec- 
cetto se  una  delle  lince  proposte  non  sia  parallela  al  piano  di 
proiezione. 

no.  XII.  35.  Trovare  la  più  corta  distanza'di  un  punto  ( k,A.'  ) da 
un  piano  dato  PQR'. 

Si  abbasserà  primieramente  dal  punto  ( A,  A'  ) una  perpen- 


Digitized  by  Google 


CAPITOLO  III  — PROBLEMI  BOLLE  LIKBE  RETTE  EO  I PURI. 

dicolare  indefinita  sul  piano  , conducendo  (^n.  33)  le  proiezio- 
zioni  AB  , ed  A'B'  rispeltivauieute  perpendicolari  sulle  tracce 
PQ  , e Qll'  ; poi  si  cercherà  il  punto  ( M , M'  ) in  cui  questa 
retta  incontra  il  piano , ciocché  si  eseguirà  come  al  n.  3o.  i 
cui  ragionamenti  si  applicano  alla  figura  attuale  , alla  quale 
abbiamo  per  altro  conservato  le  stesse  notazioni.  Allora  AM  , 
cd  A'M  saranno  evidentemente  le  proiezioni  della  più  corta  di- 
stanza dimandata , c la  sua  grandezza  assoluta  si  otterrà  (n.  rj) 
conduccndo  1’  orizzontale  IIM'M"  eguale  ad  AM  , e tirando 
la  retta  A'M"  che  sarà  la  distanza  del  punto  dal  piano.  ' 

36.  Trovare  la  più  corta  dxslama  di  un  punto  (G,C  ) da  riG.  xiii. 
una  retta  data  ( AB , A'B'  ). 

Conducasi  primieramente  pel  punto  ( C,C'  ) un  piano  per- 
pendicolare alla  retta  proposta-,  le  sue  tracce  saranno  per-' 
pcndicolari  ( n.  33  ) alle  proiezioni  AB , ed  A'B'  ; e per  de- 
terminare uno  de’loro  punti  , immagineremo  in  questo  piano  una 
orizzontale  che  parta  da  ( C , C'  ).  La  quale  , necessariamen-  ’ 
te  parallela  alla  traccia  orizzontale  cercala , avrà  per  proiezio- 
ni CD  perpendicolare  ad  AB  , e C'D'  parallela  ad  XY  ; e 
perciò  incontrerà  il  piano  verticale  in  ( D , D'  ).  Se  dunque 
si  conducano  D'Q  perpendicolare  sopra  A'B' , e QP  sopra  AB, 
saran  queste  le  tracce  del  piano  cercato.  Ciò  posto  costruendo 
{n.  3o)  il  punto  ( M,  M'  ) in  cui  questo  piano  incontra  la  ret- 
ta ( AB,  A'B'  ) e congiungendolo  con  ( C,  C'  ) la  linea  ( CM, 

C'M'  ) sarà  evidentemente  contenuta  nel  piano  D^QP  , e come 
tale  riuscirà  perpendicolare  ad  ( AB  , A'B'  ) ; perlochò  misu- 
rerà la  più  corta  distanza  dimandala  , la  cui  grandezza  assolu- 
ta C'M"  si  dedurrà  dalle  proiezioni  CM  e C'M'  giusta  la  rego- 
la generale  esposta  ( «.  tj  ). 

Ili  questo  disegno  il  piano  D'QP  non  énè  uno  de’ dati,  nò  un 
risullamcnto  del  problema  primitivo  , ma  solamente  un  mezzo 
da  pervenire  alla  soluzione  cercala,  sicché  farà  d’uopo  dcliuear- 
nc  le  tracce  come  linee  ausiliario  ( n.  i3)  : la  stessa  osserva- 
zione si  applica  alla  figura  i4 , della  quale  ecco  la  spiegazione. 

37.  Altra  soluzione  ; facciamo  passare  un  piano  pel  punto  fm, 


Digilized  by  Google 


36  UBBO  I.  — DELIE  LIWEE  BETTE  E DEI  PIAHI. 

( CX'  ) c per  la  retta  data  ( AB  , A'B'  ) ; basta  congiungere 
( C , C'  ) con  ( A , A'  ) e cercare  le  tracce  verticali  delle  due 
rette  ( AB  , A'B'  ) cd  ( AC  , A'C'  ) ; allora  B'D'Q  , e QA  sa- 
ranno le  tracce  del  piano  ausiliario  del  quale  teste  cènnammo. 
Ciò  premesso  : abbassiamo  questo  piano  , facendolo  girare  in- 
torno la  sua  traccia  orizzontale  AQ  , e supponiamo  che  sieu  tra- 
sportali seco  la  retta  ed  il  punto  dato.  In  questo  movimento 
di  rivoluzione  il  punto  ( B,B'  ) non  uscirà  dal  piano  verticale 
BF  perpendicolare  all’  asse  di  rotazione  AQ;  per  altro  la  distan- 
za B'Q  da  questo  punto  a quello  fisso  Q , resterà  invariabile  ; 
per  conseguenza  se  col  raggio  QB'  si  descrive  un  arco  di  cer- 
chio che  taglia  BP  in  B"  , questo  punto  sarà  l’abbassamento  di 
( B , B'  ) e la  retta  proposta  del  pari  che  la  traccia  QB'  saranno 
abbassate  secondo  AB"  e QB".  Nello  stesso  modo  menando  le 
perpendicolari  DD"  e CC"  sull’asse  di  rotazione  AQ  , la  linea 
( ACD  , A'C'D'  ) si  abbasserà  secondo  AD"  , cd  il  punto  C 
verrà  in  C".  Allora  nel  piano  orizzontale,  cui  tutt’i  punti  sono 
finalmente  riferiti  senzachè  abbiano  mutato  di  posizione  , pò- 
trem  noi  calare  sopra  AB"  la  perpendicolare  C"M"  , la  quale 
sarà  la  vera  lunghezza  della  più  breve  distanza  cercata.  £ que- 
sto comunemente  il  solo  risultamento  importante  ; nondimeno 
se  si  voglia  anche  fissare  la  posizione  della  più  breve  distanza  , 
non  dobbiamo  che  rialzare  tutto  il  sistema  : il  punto  M"  si  ri- 
porterà in  M con  una  perpendicolare  alla  retta  AQ  , e la  proie- 
zione verticale  M'  si  dedurrà  come  nel  n.  /o;  in  modochè  final- 
mente la  distanza  in  quistione  sarà  proiettata  sopra  CM,  e C'M'. 

38.  Questa  maniera  di  soluzione  sarebbe  utile  sopratutto  se  si 
avesse  voluto  cercare  sulla  retta  ( AB , A'B'  ) un  punto  che 
fosse  distante  da  (C  ,C  ) dì  una  quantità  data  5.  Imperocché 
abbassali , Come  sopra , la  retta  cd  il  punto  dato  [secondo  AB" 
e C",  si  descriverebbe  con  un  raggio  C"N"  = 5 un  arco  di  cer- 
chio che  taglierebbe  AB"  in  N"  e questo  sarebbe  il  punto  ri- 
chiesto abbassato  sul  piano  : poscia  rialzando  tutto  il  sistema 
intorno  all’asse  di  rotazione  AQ,  il  punto  N"  si  riporterebbe  in 
N,  il  quale  avrebbe  per  proiezioni  N,  ed  N'.  Si  comprende  bene 
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che  vi  sarà  generalmente  una  seconda  soluzione,  poiché  l’arco 
descritto  con  il  raggio  8 taglierà  ordinariamente  la  retta  AB" 
in  due  punti  N"  ed  n". 

3g.  Trovare  gli  angoli  che  un  piano  dato  PQR'^a  co'due  di 
proiezione. 

Si  sa  che  per  misurare  l’ inclinazione  di  due  piani  , basta 
farli  tagliare  da  un  terzo  che  sia  perpendicolare  alla  loro  comu- 
ne sezione , e le  due  rette  tracciate  da  questo  piano  secante  for- 
mano un  angolo  che  esprime  l’ inclinazione  cercata.  Dopo  ciò  , 
tagliamo  il  piano  PQR',  e l’orizzontale  con  un  piano  perpen- 
dicolare alla  traccia  PQ.  Questo  piano  secante  , che  sarà  yer- 
ticale , avrà  per  tracce  la  linea  AD  perpendicolare  a PQ , e 
la  verticale  DD'  : per  conseguenza  taglierà  il  piano  dato  secon- 
do una  retta  la  quale  riunirebbe  nello  spazio  il  punto  A con  D',  e 
sarebbe  l’ ipotenusa  di  un  triangolo  rettangolo  avente  per  cateti 
AD  e DD'.  Se  dunque  si  fa  girare  questo  triangolo  intorno  di 
DD'  per  abbassarlo  sul  piano  verticale,  esso  diverrà  D'A"D  , e 
l’angolo  indicato  con  queste  lettere  misurerà  l’ inclinazione  del 
piano  PQR'  sull’orizzontale.  Per  ottenere  quella  che  fa  col  ver- 
ticale , si  taglierà  con  un  piano  GDB'  perpendicolare  alla  trac- 
cia verticale  QR' , e con  ciò  si  otterrà  un  triangolo  rettangolo  i 
cui  cateti  sono  CD  e DB'  ; perlochè  questo  triangolo  abbassato 
intorno  di  CD,  diverrà  DB"C  , nel  quale  l'angolo  B"  esprimerà 
l’inclinazione  dimandata  (*). 

4o.  Per  un  punto  dato  condurre  un  piano  che  faccia  un  an~ 
gola  > col  piano  orizzontale , ed  un  altro  C col  verticale. 

Osserviamo  dapprima  ohe  nel  problema  precedebte  i due  pia- 


(*)  In  certe  arti  un  piano  spesso  si  definisce  col  darne  la  sua  traccia 
orizzontale  PQe  la  inclinazione  <*■  sul  piano' orizzontale.  Con  questi  da- 
ti è sempre  facile  di  trovarne  la  traccia  vcrti  cale  per  mezzo  del  piano 
di  prof  lo  AD  perpendicolare  a PQ,  che  contiene  l’angolo  » , percioc- 
ché abbassando  AD  secondo  A"D,  e formando  l’angolo  DA"D'=* 
il  lato  A"D'  prolungato  anderà  a tagliare  la  verticale  DD'  nel  pun- 
to D'  pel  quale  bisogna  condurre  la  traccia  QD'R.  Qualche  volta  si  e- 


FiG.  icr. 


FIG.  XV. 
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ni  secanti  D'DA  e B'DC  iloveTano  tagliarsi  fra  loro  secondo 
una  retta  perpendicolare  al  piiino  PQll' , che  misurava  la  più 
corta  distanza  di  questo  piano  al  punto  D della  linea  della  terra. 
Oltracciò  , siccome  questa  peri>endicotare  abbassata  successiva- 
mente co’due  triangoli  è evidentemente  rapprescutata  dalle  rette 
DF  , c T)f  condotte  ad  angolo  retto  sulle  ipotenuse  , ne  segue  , 
clic  qualunque  sia  il  piano  PQIF,  deve  aversi  la  relazione  DF= 
Dy.  Ciò  posto  , se  noi  senza  conoscere  il  piano  PQll'  che  sup- 
porremo avere  su  i piani  fìssi  le  inclinazioni  a c 6 , facciamo  a 
volontà  sulla  linea  della  terra  un  triangolo  rettangolo  D'DA" 
nel  quale  l’angolo  A"  sia  eguale  ad  a-;  poscia  colla  perpendico- 
lare DF  descriviamo  un  arco  di  cerchio  , cui  si  conduca  una 
tangente  B'yC  che  faccia  1’  angolo  B"  eguale  a C ; questa  tan- 
gente (*)  incontrandosi  col  prolungamento  della  verticale  D'D 
determinerà  un  punto  C della  traccia  del  piano  PQll'.  Allora 
tirando  la  retta  CQ  tangente  all’arco  di  cerchio  descritto  col 
raggio  D A"  , poi  congiugendo  i punti  Q , c D'  si  otterranno 
le  tracce  di  un  piano  CQD'  che  avrà  su  i piani  trascelti  le  in- 
clinazioni a e C,  ne  rimarrà  per  risolvere  il  problema  primitivo, 
che  condurre  pel  punto  dato  un  piano  parallelo  a CQD'  (n.  aJ”) 
rie.  XVI.  Costruire  1‘  angolo  compreso  fra  due  piani  </a&'PQll' , 

cPSRA 

Fa  mestieri  come  abbiam  detto  precedentemente  far  taglia- 
re questi  due  piani  da  un  terzo  che  sia  perpendicolare  alla  la- 


vita  ancora  di  adoperare  il  piano  verticale  di  proiezione,  e si  abbas- 
sa il  profilo  intorno  di  AD  formando  l’ angolo  DA  S = « , ciocché 
rappresenta  di  una  maniera  suflicientenicnto  chiara  la  posizione  del 
piano  proposto  e permette  dedurne  quelle  conseguenze  onde  si  abbiso- 
gna. In  line  il  piano  di  profilo  fa  le  veci  di  im  piano  verticale  di  proie- 
zione. 

(*)  Poiché  è evidente  che  l’angolo  CDy s=B"  = C in  vece  di  con- 
durre questa  tangente  si  potrà  costruire  il  triangolo  rettangolo  Cl>^ 
• sulla  base  DF,  poi  rapportarne  la  sua  ipotenusa  da  D in  C sul  prolunga- 
mento della  verticale  D'  D. 
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ro  comune  sezione.  Or  questa  reità  proiettata  (n.  27)  secondo 
I*R  , e P'Il'  è V ipotenusa  di  Un  triangolo  rettangolo  , che  ha 
per  cateti  PR,  ed  RR',  e che  abbassato  sul  piano  orizzontale 
diverrà  PRR".  Se  dunque  per  un  punto  arbitrario  A"  di  detta 
ipotenusa  si  conduce  ad  essa  una  perpendicolare  A^'B,  e quindi 
si  rialzi  il  triangolo  R"RP  nella  situazione  verticale  PR  , è 
evidente  allora  la  linea  A”B  trovarsi  nel  piano  secante  che  si 
deve  condurre  perpendicolarmente  alla  comune  seziono  per  que- 
sto puntò  A'^  ; poi,  siccome  A”B  anderà  ad  incontrare  il  piano 
orizzontale  in  B ; la  retta  CBD  , perpendicolare  alla  proiezione 
PR  , sarà  (?*.  33)  la  traccia  orizzontale  di  questo  piano  secante. 
Il  quale,  è chiaro,  taglierà  i proposti  secondo  due  rette  prodotte 
dal  punto  A"  rialzato,  le  quali  terminando  inC  ed  in  D forme- 
ranno un  triangolo,  la  cui  base  saràCD,e  l’angolo  al  vertice  A" 
che  ò il  cercato;  sicché  nonavremo  chea  costruire  questo  trian- 
golo. Or  la  sua  altezza  è precisamente  A"B  , poiché  rialzala 
questa  retta  , vedesi  nel  piano  verticale  RP  perpcndicolarcsulla 
base  CD  ; inoltre  se  si  abbassa  questo  triangolo  facendolo  girare 
intorno  la  retta  CD  il  vertice  hf'  non  uscirà  dal  piano  verticale 
PR  perpendicolare  a questa  retta:  dunque  portando  su  PR  la 
distanza  BA*=sBA",  si  otterrà  il  triangolo  dimandalo  CAD  , c 
l’angolo  dinotato  dalle  stesse  lettere  misurerà  riuclinazione  do’ 
piani  PQR' , e PSRC 

Si  avrebbe  potuto  abbassare  sul  piano  verticale  l’ interseca- 
zione de’ due  piani  proposti  ; la  quale  sarebbe  stata  rappresentata 
da  R'P",  e conduccudole  una  perpendicolare  A'B',  il  cui  piede 
B'  dovrebbe  essere  riportato  in  B , se  ue  sarebbe  fatto  l’uso  di 
sopra  indicato. 

4.2.  Allorché  i piani  proposti  hanno  le  tracce  parallele  sopra 
un  solo  de’  due  piani  di  proiezione  come  R^QP  , ed  R'ST  , la 
costruzione  precedente  esige  un  leggiero  cainbiameuto  che  rende 
anche  più  semplice  la  risoluzione  ; poiché  si  sa  (n.  zS)  che  la 
comune  sezione  è dllora  là  retta  orizzontale  ( R'V'  , RV  ) pa- 
rallela alle  tracce  orizzontali.  Per  la  qual  cosa  se  si  conduca  un 
piano  verticale  CRR'- perpendicolare  a questa  comune  sezione, 
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esso  taglierà  i piani  proposti  secondo  due  rette  che  formeranno 
con  CD  un  triangolo  , il  quale  avrà  per  vertice  il  punto  R'  e 
per  altezza  la  verticale  R'R  : in  modo  che  abbassato  questa 
triangolo  sul  piano  orizzontale,  facendolo  girare  intorno  la  base 
CD  , il  vertice  R'  perverrà  in  R" , e 1’  angolo  CR"D  sarà  la 
misura  deU’inclinazioue  de’ piani  proposti. 

Finalmente  se  le  tracce  fossero  tutte  parallele  alla  linea  della 
terra  come  nella  Jtg.  g.  si  farebbero  tagliare  i piani  dati  dal 
piano  di  profilo  ZXV  già  adoperato  ( n.  zg  ) & coll’  abbassa* 
mento  di  cui  ci  siamo  serviti  in  questo  numero  sì  otterrebbe 
l’angolo  PA^'T  inclinazione  dc’piani  in  quistione. 

FIO.  Rviii.  4,3.  Trovare r angolo  di dueretledaie  (AB,A'B')  e(BC,à'c'). 

Per  r angolo  formato  da  due  rette  le  quali  forse  non  s’ in* 
contrano  , fa  d’ uopo  intender  quello  che  comprenderebbero 
tra  loro  due  rette  condotte  da  uno  stesso  punto  rispettiva* 
mente  parallele  alle  prime:  cominciamo  dunque  dallo  esaminare 
se  le  linee  proposte  si  tagliano.  Or  se  queste  hanno  un  punto 
comune  , dovrà  essere  proiettato  orizzontalmente  in  B e ver- 
ticalmente in  b'  quali  punti  perchè  fossero  le  proiezioni  dello 
stesso  punto  nello  spazio  farebbe  d’uopo  ( «.  /o  ) che  la  ret- 
ta B b'  fosse  perpendicolare  alla  linea  della  terra  , condizio- 
ne che  qui  non  ha  luogo;  per  conseguenza  le  rette  proposte  non 
s’incontrano.  In  questo  caso  meniamo  una  parallela  alla  linea 
( B C,  b'c')  per  un  punto  qualunque  dell’altra  retta , e per  i- 
speditezza  scegliamo  il  punto  che  è proiettato  in  B,B'.  Questa 
parallela  avrà  perciò  per  proiezione  orizzontale  la  retta  BC  già 
data  e per  quella  verticale  la  linea  B'C*  parallela  a b'c*  in  guisa 
che  il  problema  si  riduce  a trovare  l’angolo  formato  dalle  due 
rette  ( AB,  A'B'  ) e (BC,  B'C')  che  riguarderemo  come  prin- 
cipali dati  della  quistione. 

Costruendo  le  tracce  orizzontali  A e C di  queste  rette  la  AC 
che  le  congiunge  sarà  la 'base  di  un  triangolo  il  cui  vertice  è il 
punto  ( B , B'  ) in  cui  si  tagliano  le  rette  proposte , e l’ angolo 
al  vertice  sarà  quello  che  si  cerca.  Ora  l’altezza  di  questo  trian- 
golo è evidentemente  l’ipotcnusa  di  un  triangolo  rettangolo  che 
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Avrebbe  per  base  la  perpendicolare  Bll  abbassata  sopra  AC  , e 
per  altezza  la  verticale  che  proietta  il  suo  vertice  iiiB,  la  quale 
è uguale  a B'K  , talché  se  si  prenda  RII"  = BII  e si  conduca 
B'H"  , sarà  questa  l’altezza  del  triangolo  primitivo.  Il  quale  so 
si  abbassa  sul  piiino  orizzontale,  facendolo  girare  intorno  la  sua 
base  AG  , il  vertice  non  uscirà  dal  piano  verticale  IIB  perpen- 
dicolare a cotal.base  ; dunque  portando  l’altezza  B'II"  da  H in 
B"  , il  triangolo  cercato  sarà  ripiegato  secondo  AB"G , e l’an- 
golo dalle  stesse  lettere  sarà  quello  che  formavano  nello  spazio 
le  due  rette  ( AB  , A'B'  ) c ( BG  , B'G'  ). 

44-  Quando  una  di  questo  rette,  per  esempio  la  seconda  sarà 
parallela  al  piano  orizzontale , il  triangolo , onde  abbiam  fatto 
uso,  non  esisterà  piu,  ma  la.  traccia  orizzontale  del  piano  dello 
due  rette  proposte , che  ne'  caso  generale  era  AG , diverrà  in 
questo  caso  una  parr.licia  a BG,  in  modo  che  abbassando  come 
si  è praticato  di  sopra  , quesi-.^  piane  facendolo  girare  intorno 
alla  sua  traccia , si  cUerrà  eziandio  l’angolo  dimandato. 

Noi  non  faremo  meuzione  del  caso  in  cui  le  rette  fossero  en- 
trambe parallele  a’,  pia.  o orizzontale , poiché  l’angolo  che  for- 
mano quivi  nello  spazio  è uguale  a quello  che  comprendereb- 
bero le  loro  proiezioni. 

Finalmente  se  nel  caso  generale  fosse  proposto  di  dividere 
in  due  parti  eguali  l’angolo  formato  da  due  rette  che  si  tagliano, 
se  ne  effettuirebbe  la  divisione  dopo  averlo  abbassato  sul  piano 
orizzontale;  e rialzati  poi  l’angolo  e la  retta  che  lo  divide  si  osser- 
verebbe che  il  punto,  in  cui  qucsl’ultima retta  taglia  la  traccia 
orizzontale  del  piano  delle  rette  date,  dimora  immobile  durante  il 
movimento  di  rotazione  prodotto  dall’abbassamento  connato.  Noi 
consigliamo  al  lettore  di  esercitarsi  su  queste  diverse  operazioni. 

45  Trovare  l’angolo  di  una  retta  ( AB, A'B'  ) con  un  piano 

PQR'. 

L’angolo  di  una  retta  con  un  piano  sarebbe  una  quantità  in- 
determinata se  non  si  fosse  convenuto  d’intendere  con  ciò  l’an- 
golo che  forma  la  retta  proposta  colla  sua  proiezione  orto- 
gonale sul  pi  ano.  Questa  scelta  è fondata  sulla  ragione  che 
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cosiflatlo  angolo  eTÌdenlcmente  il  più  piccolo  di  quelli  clic  la 
rena  data  fa  colle  diverse  linee  condotte  dal  suo  piede  nel  pia- 
no in  quistione.  Segue  da  ciò  che  calando  da  un  punto  di  que- 
sta retta  una  perpendicolare  sul  piano  proposto,  l’angolo  com- 
preso tra  questa  perpendicolare  e la  retta  data  sarà  complemen- 
to di  quello  richiesto,  e basterà  per  dcdurnelo. 

Conduciamo  dunque  per  lo  punto  (B,B')  preso  arbitraria- 
mente sulla  retta  data  una  perpendicolare  (BC,B'C')  al  piano 
PQR'  si  costruiscan  poi  l’angolo  formato  dalle  due  rette  (AB , 
A'B')  e (BC,B'C').  Applicando  qui  il  metodo  del  n.°  4-3  si  ve- 
drà che  fa  mestieri  condurre  la  perpendicolare  BH  sopra 
AC  , prendere  RH"=BH  e portare  l’ ipotenusa  B'H"  da  H in 
B"  ; allora  AB"C  sarà  l’angolo  delle  due  rette.  In  seguito  se  nc 
costruirà  il  complemenlo  conducendo  per  esempio  B"D  perpen- 
dicolare su  CB";  ed  in  fine  AB"D  sarà  l’angolo  della  retta 
( AB,  A'B'  ) col  piano  PQR.' 

46.  Lo  stesso  metodo  può  servire  a trovare  gli  angoli  di  una 
retta  colle  sue  proiezioni  ; perciocché  sono  essi  gli  angoli  che 
forma  col  piano  orizzontale  e col  verticale;  solamente  le  costru- 
zioni precedenti  potranno  esser  rese  più  semplici  come  ognuno 
scorgerà  facilmente.  D'altra  parte  vi  si  giugno  di  una  manie- 
ra anche  più  spedita,  abbassando  la  retta  sopra  uno  de' piani 
fissi  come  al  n:  17  in  cui  l’angolo  ABA"  è l’inclinazione  della 
retta  ( AB,  A'B'  ) sulla  proiezione  AB,  o sul  piano  orizzontale. 

47.  Costruire  di  posizione,  e di  grandezze  la  linea  che  mi- 
sura la  più  breve  distanza  tra  dm  rette  non  situate  sopra  un 
medesimo  piano. 

Si  sa  che  due  rette  nello  spazio  possono  non  incontrarsi  mai, 
né  per  questo  esser  parallele  ; nel  <pial  caso  trattasi  di  cercare 
la  più  breve  fra  tutte  le  linee  che  riuniscono  due  punti  qualun- 
que delle  rette  date;  ma  per  far  comprendere  meglio  la  serie 
delle  operazioni  da  compiersi  per  risolvere  questo  problema,  an- 
diamo primieramente  ad  indicarle  sopra  una  figura  in  prospet- 
tiva, in  cui  AB,  e CD  rappresenteranno  le  due  rette  proposte. 
Se  per  uu  punto  qualunque  B della  prima  si  conduca  una  retta 
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BC  parallela  a CD , e s’ iminagini  il  piano  ADE , ijuesto  sa* 
rà  parallelo  alla  linea  CD  ; oudechè  calando  da  un  punto  di 
questa  retta  una  perpendicolare  DF,  sul  piano  ADE  , la  di- 
sianza cercata  non  potrebbe  essere  minore  di  DP.  Ma  per  di- 
mostrare che  una  retta  eguale  a DF  può  di  vero  riunire  duo 
punti  delle  linee  proposte,  eonducasi  dal  piede  F di  questa  per- 
pendicolare una  parallela  FG  a CD  ; questa  FG  incontrerà 
necessariamente  AB  in  un  certo  punto  G , senza  di  che  AB  sa- 
rebbe parallela  a CD , ciò  ch’è  contrario  all’  ipotesi  stabilita. 

Or  la  perpendicolare  G II  innalzata  dal  punto G sul  piano  ADE 
sarà  evidentemente  contenuta  nel  piano  CDFG  di  già  nor- 
male ad  ABE , e per  conseguenza  GII  incontrerà  CD.  La 
retta  GII  eguale  c parallela  a DF  misurerà  dunque  la  più 
breve  distanza  delle  rette  AB,  e CD,  e sarà  perpendicolare 
a tutte  e due  contemporaneamente  , perchù  lo  è al  piano  ABE 
ad  esse  parallelo. 

Per  confermare  a posteriori  la  prima  di  queste  due  conse- 
guenze , basta  osservare  che  cougiungendo  due  punti  qualun- 
que m ed  « delle  linee  proposte , la  retta  m n uscirà  dal  picuio 
CDFG  ogni  qual  volta  il  punto  n sarà  differcute  da  G.  Allo- 
ra m n sarà  una  obbliqua  rispetto  al  piano  ABC,  eppcrò  sarà 
più  lunga  della  perpendicolare  m p che  eguaglia  GII.  In  quan- 
to al  caso  nel  quale  il  punto  n coinciderebbe  conG,.  la  retta 
mG  sarebbe  allora  obbliqua  per  rapporto  a CD  e per  conse- 
guenza più  lunga  della  perpendicolare  GH , la  quale  rimarrà 
cosi  la  più  breve  distanza  di  tutte  le  linee  che  possono  riunire 
due  punti  qualunque  delle  rette  proposte. 

48.  Facendo  ora  le  costruzioni  che  abbiamo  indicate  disopra^ 
si  riconoscerà  ( come  l’abbiamo  enmiciato  n°.  3 ) la  dilTcìcuza 
essenziale  tra  gli  artifizi  della  geometria  dimostrativa,  ed  i me-  . 
lodi  cou  i quali  la  geometria  descrittiva  ottiene  de’  risultanienti 
compiutamente  detenni  nati  per  la  soluzione  dei  problemi  rela- 
tivi alle  tre  dimensioni  dello  spazio. 

Sieno  dunque  ( AB,  A'B'  ) e ( CD  , C*D')  le  due  rette  da-  ns- 
te  ; si  è certi  che  non  istanno  nello  stesso  piano,  osservando  in 
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prima  che  iu>n  sono  parallele  e posciache  I punti  iu  cui  si  taglia' 
no  le  rispettive  proiezioni  verticali  ed  orizzontali  non  son  situali 
( n“.  43  ) sulla  stessa  perpendicolare  alla  linea  della  terra.  Ciò 
posto  si  scelga  il  punto  ( B,  B'  ) della  prima  retta  per  condurre 
una  parallela  ( BE  , B'E'  ) alla  seconda  , e si  costruiscano  le 
tracce  AEQ  , e QB'  del  piano  che  conterebbe  le  linee  ( AB  , 
A'B')  c (BE  , B'E');  poi  si  abbassi  da  un  puto  (D,  D')  della 
seconda  retta  una  perpendicolare  (DP,D'F')  sul  piano  AQB', 
c si  cerchi  (n.°  3o)  per  mezzo  del  piano  proiettante  DRR'  il 
punto  (P,F')  in  cui  questa  perpendicolare  incontra  il  piano 
AQB'.  Ora  fa  mestieri  condurre  per  lo  piede  (F,F')  e paralle- 
lamente a (CD,C'D')  una  retta  (FG,F'G')  che  dovrà  necessa- 
riamente (n.°  4?)  tagliare  (AB, A'B'),  per  conseguenza  i due 
punti  G e G'  dovranno  essere  sopra  una  stessa  perpendicolare  alla 
linea  della  terra.  In  seguilo  dal  punto  (G,G')  si  conduca  pa- 
rallelamente a (DF,D'F')  la  linea  (GH,G'II')  ; la  quale  atte- 
soché deve  incontrare  parimente  la  retta  ( CD  , C'D'  ),  sarà 
d’uopo  ancora  che  II , ed  II'  si  corrispondano  sopra  una  stessa 
perpendicolare  alla  linea  della  terra.  Allora  GII  , e G'H'  sa- 
ranno le  proiezioni  della  più.breve  distanza  dimandata  ; poscia 
por  ottenerne  la  lunghezza  assoluta  si  prenderà  ( «.  ) sul- 

l’orizzontale condotta  pel  punto  G'  una  parte  R.G"  = GH  e si 
condurrà  la  retta  G"1I'  che  sarà  iullne  la  vera  lunghezza  della 
distanza  mentovata. 

4.9.  Si  potrebbe  ancora  risolvere  lo  stesso  problema  cercando 
l’intersecazione  dc’duc  piani  perpendicolari  ad  AQB' , che  pas- 
sino uno  per  la  retta  ( AB  , A'B'  ) , l’ altro  per  la  retta  ( CD  , 
C'D'  ) ; inoltre  questi  piani  si  determinerebbero  abbassando 
una  perpendicolare  sopra  AQB'  per  un  punto  di  ciascuna  delle 
rette  proposte  ; ma  lasceremo  al  lettore  la  cura  di  adempiere 
queste  costruzioni. 

5o.  Se  le  due  rette  date  fossero  parallele , la  loro  distan- 
za sarebbe  da  per  tutto  la  stessa  e per  ottenerla  sarebbe  baste- 
vole cercare  la  più  breve  disianza  della  prima  retta  ad  un  pun- 
to della  seconda,  per  esempio  alla  traccia  orizzontale  di  que- 
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sl'ultiina , e questo  è un  problema  del  quale  abbiamo  data  la 
risoluzione  ne’  n.  SS  3j, 

5i.  Le  diverse  quistioni  che  abbiamo  testò  percorse  com- 
prendono tutti  gli  elementi  necessari  per  risolvere  i problemi  in 
cui  non  vi  sarà  a combinare  che  rette  con  piani , ed  utili  ap- 
plicazioni se  ne  troveranno  nel  capitolo  seguente.  Qui  faremo 
solamente  osservare  eh’  essendo  date  le  proiezioni  dì  tutt’i  ver- 
tici di  un  poliedro  , si  saprà  determinare  la  posizione,  la  lun- 
ghezza di  ciascuno  de’ suoi  spigoli,  e l’ inclinazione  di  ciascu- 
na faccia  sul  piano  orizzontale  , o sia  1’  angolo  , che  due  facce 
fanno  fra  loro  ; si  potrà  ancora  costruire  in  piano  c nelle  sue 
vere  dimensioni  il  poligono  di  una  qualunque  di  queste  facce, 
poi  trovare  la  sezione  che  produrrebbe  nel  poliedro  un  piano 
di  data  posizione.  Reciprocamente  se  la  situazione  del  polie- 
dro è definita  da  altre  condizioni  di  numero  sulficientc  , se 
ne  potranno  dedurre  le  due  sue  proiezioni  : ma  poiché  le  ope- 
razioni di  risultamcnlo  varierebbero  necessariamente  colla  scel- 
ta dei  dati,  noi  citeremo  un  solo  esempio  il  quale  basterà  per  in- 
dicare il  cammino  da  seguire  in  altri  casi. 

Ì2.  Un  parallelipedo  rettangolo  sta  con  la  hasc  sopra  un 
piano  inclinato  all’ orizzonte  per  mia  quantità  »,  ed  ha  per 
traccia  orizzontale  PQ:  uno  spigolo  di  questa  base  è proiet-  HO.  XXlIc 
tato  orizzontalmente  secondo  AB,  mentre  gli  altri  due  spigoli 
contigui  hanno  le  date  lunghezze  1'  ed  1"  , si  dimanda  di  co- 
struire le  proiezioni  orizzontali , e verticali  di  questo  solido. 

Pel  vertice  B immaginiamo  un  piano  di  profilo  PUR'  perpen- 
dicolare alla  traccia  PQ  ; questo  taglierà  il  dato  piano  secondo 
una  retta  che  formerà  con  PR  l’angolo  » per  conseguenza  se  si 
abbassa  questo  profilo  facendolo  girare  intorno  a PR  , e si  co- 
struisca l’angolo  RPR"  =»  , poscia  si  porti  il  punto  R"  sulla 
verticale  RR',  la  retta  R'Q  sarà  {n.  3g)  la  traccia  verticale  del 
piano  dato  sul  quale  poggiala  base  del  parallelepipedo.  Di  più 
se  si  fa  rivolgere  quest'ultimo  piano  intorno  a PQ,  il  punto  Bcli’è 
proiettato  in  B"  sul  profilo  sarà  trasportato  evidentemente  in 
in  modo  che  A b sarà  la  vera  lunghezza  dello  spigolo  ÀB  ab- 
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tassata  sul  piano  orizzontale.  Allora  tirando  la  retta  A d eguale 
ad  V e perpendicolare  sopra  A i , si  otterranno  due  lati  della 
base  abbassata,  quindi  rialzandola,  i suoi  due  lati  saranno  proiet- 
tati secondo  AB  ed  AD  , cd  il  parallelogrammo  ABCD  sara 
la  proiezione  orizzontale  della  base  del  parallelepipedo.  Pre- 
messo ciò  , lo  spigolo  perpendicolare  a questa  base  , il  quale 
parte  dall’  angolo B , è proiettato  orizzontalmente  ( ».  33')  sulla 
retta  indefinita  BP  perpendicolare  a PQ  ; mentre  sul  profilo  è 
rappresentato  nella  vera  grandezza  dalla  linea  B"F”  eguale  ad 
e condotta  ad  angolo  retto  sopra  PR.'^  ; per  conseguenza  se  si 
proietta  l’estremità  F"  in  F , BF  sarà  la  proiezione  orizzonta- 
le dello  spigolo  in  questione:  poscia  formando  il  parallelogram- 
mo ABFE  , e terminando  le  altre  facce  con  diverse  parallele  , 
si  otterrà  facilmente  la  proiezione  compiuta  ABGDIILFG  di 
tutto  il  solido  sul  piano  orizzontale. 

In  quanto  all’altra  proiezione  si  osserverà  che  i lati  AD  e CD 
sono  sul  piano  PQB';  pcrlocchè  ( ».  z3)  le  loro  proiezioni  ver- 
ticali sono  A'K.'  ed  M'N',  le  quali  col  loro  incontro  determina- 
no il  punto  D'  proiezione  verticale  dcH’angolo  D.  (*)•  Se  inol- 
tre si  proietta  il  vertice  C in  C'  sopra  M'N'  , si  potrà  compiere 
il  parallelogrammo  A'D'C'B' , e condotte  pei  quattro  suoi  an- 
goli delle  perpendicolari  alla  traccia  QB',  basterà  proiettare  su 
queste  rette  indefinite  i punti  E,F,G,H,  in  E',F',G',H' , cioc- 
ché dovrà  eziandio  fornire  delle  rette  rispettivamente  paralle- 
le ai  lati  della  base  inferiore  A'B'C'D'. 

Resterà  finalmente  a disccrnerc  quali  sieno  gli  spigoli  visibili 
sopra  ciascun  piano  di  proiezione  , osservando  le  regole  stabili- 
te ( ».  /J,  e /ff  ) e fa  mestieri  rammemorarsi  che  il  punto  di 
veduta , essendo  differente  pel  piano  verticale  e per  1’  orizzon- 
tale ( ».  t6)  uno  stesso  spigolo  , come  ( AD  , A'D'  ) può  es- 
sere visibile  sopra  uno  , ed  invisibile  sull’altro  de’due  piani. 

(*)  In  tal  guisa  si  potrebbero  dedurre  i punti  dalle  loro 

proiezioni  orizzontali,  e dalle  altezze  sopra  alla  linea  della  terra,  per- 
ciocché queste  verrebbero  somministrate  dal  profilo  in  cui  i nostri 
punti  sono  tutti  proiettati  sulla  retta  PII". 
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CAPITOLÒ  III. 

RISOIiUZIOITEDEIil’ ANGOLO  TRIEDRO. 

h'3.  la  un  angolo  solido  a tre  facce  SABC  si  offrono  riuniti  al  rio.  xxui. 
vertice  tre  anjoli  j,iani  ed  altrettanti  diedri:  i primi  sono  gli 
angoli  rettilinei  clic  foimino  gli  spigoli  tra  loro,  i secondi  sono 
rincliuazionc  scambievole  delle  facce.  De’  i[uali  sci  angoli  dati 
tre  qualunque  , si  tratta  di  trovare  gli  altri , ciocché  offre  sei 
problemi  distinti  ; perciocché  dinotando  con  A,B,C  gli  angoli 
diedri  che  hanno  rispettivamente  per  spigoli  S.\,SB,*SC  e con 
a,  C e y gli  angoli  piani  o le  facce  opposte  a’  primi , possono 


darsi  : 

1. ”  Le  tre  facce , 0 angoli  piani  a,  Ccy. 

2. °  Due  facce  e l’angolo  diedro  compreso a,  C e G. 

3. °  Due  facce  e l’angolo  diedro  opposto  ad  una  di 

esse a,  C e B. 

4. '*  I tre  angoli  diedri ^ A,  B,G. 

5. °  Due  angoli  diedri , e la  faccia  compresa  ...  A,B  e y. 

, 6.°  Due  angoli  diedri  ed  una  delle  facce  opposte.  A,B,  eC. 


Son  queste  evidentemente  le  sole  combinazioni  daddovcro 
distinte , che  anzi  le  nltime  tre  possono  ridursi  alle  precedenti 
col  soccorso  di  un  angolo  triedro  supplemcntale. 

54»  Da  nn  punto  qualunque  S'  preso  nello  interno  dell’an- 
golo solido  S , caliamo  una  perpendicolare  su  ciascuna  delle 
sue  facce,  e per  fissare  le  idee  riguardiamo  il  piano  BSC  come 
orizzontale,  e lo  spigolo  SA  situato  sopra  esso.  Onde  formeremo 
un  secondo  angolo  triedro  in  S'avente  per  spigolo  la  verticale 
S'A'  con  le  due  rette  S'B' , S'C'  , rispettivamente  perpendico- 
lari sulle  facce  ASC,ASB,  il  quale  angolo  solido  è detta  supple^ 
mentale  del  primo  , perciocché  le  facce  e gli  angoli  diedri  del- 
l’ lino  sono  i supplementi  degli  angoli  e delle  facce  dell’  altro  ; 
ma  prima  di  dimostrare  queste  relazioni  reciproche,  osserviamo 
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che  per  formare  il  nuovo  angolo  solido  non  è cosa  indifferente 
calare  le  perpendicolari  da  tale  o tale  altro  punto  dello  spa- 
zio ; poiché  tre  rette  , o tre  piani  che  si  tagliano  in  uno  stesso 
punto  S' prolungati  da  una  parte  e dall’altra  determinano  sem- 
pre otto  angoli  triedri  diversi  , fra  i quali  non  vi  sono  che  due 
( uno  simmetrico  deU’allro  ed  opposto  al  vertice  ) , che  sieno 
effettivamente  supplementali  dcH’angolo  SABC.  Per  la  qual  cosa 
a line  di  non  errare  nel  modo  di  prolungare  le  perpendicolari, 
ci  slamo  avvisati  di  abbassarle  sulle  facce  a partire  da  un  punto 
preso  neU’inlerno  dcU’angolo  solido  proposto  ; e quindi  potremo 
trasportare,  l'angolo  S'  cosi  formato  in  qualsivoglia  punto  dello 
spazio. 

Sii.  Ciò  posto,  dinotando  con  gli  angoli  diedri  com- 

presi tra  le  facce  che  si  tagliano  secondo  S'A',S'B',S'C'  c eoa 
7'  le  facce  opposte  a quelli , si  vedo  che  il  piano  A'S'B' 
perpendicolare  alle  due  facce  BSC,ASC  le  taglierà  secondo  due 
rette  A'E,B'E' , anche  perpendicolari  sopra  SG  , epperò  l’an- 
golo A'EB'  sarà  la  misura  dell’  angolo  diedro  C.  Ma  il  qua- 
drilatero piano  S'A'EB'  ha  due  angoli  evidentemente  retti,  cioè, 
A' , c B'  ; dunque  gli  altri  due  sono  supplementali  e si  ha 

A'S'B'  + A'EB'=i8o;“  ovvero y'-J-C=i8o:" 

si  proverà  parimente  che . c'-}-  B = 180:“ 

«'  + A=  180:" 

considerando  i quadrilateri  S^A'DC*  ed  S'C'FB'  prodotti  dallo 
sezioni  delle  facce  A'S'C',  e B'S'C'  ncirangolo  solido  S.  Dun- 
que le  facce  dell’augolo  solido  S'  sono  i supplementi  degli  an- 
goli diedri  in  S. 

!i6.  Ora  consideriamo  gli  angoli  diedri  di  S'  ;'1e  due  facce 
B'S'A'  , C'S'À'  tagliano  il  piano  BSG  al  quale  è ciascuna  per- 
pendicolare, secondo  le  rette  A'E,A'D;  dunque  l’angolo  rettili- 
neo DA'E  è la  misura  dell’angolo  diedro  A'.  Mahel  quadrila- 
tero SDA'E  gli  angoli  D ed  E souo  evidentemente  retti  poiché 
la  faccia  A'S'B'  è perpendicolare  sopra  SC  , ed  A'S'C  sopra 
SB  ; sicché  gli  altri  due  angoli  di  colai  quadrlilalero  sono  sup- 
plcmcntali , c si  ha 
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DA'S-j-OSEss  i8o,®  ovvero A'*i-*'=  i8o,“ 

nella  stessa  guisa  sarà  provato  che  B'  ■}•  c = i8o,* 

= i8o 

mcrcè4  quadrilateri  SEB'F , ed  SDC'F.  Dunque  gli  angoli  die- 
dri di  S'  sono  i supplementi  delle  faece  di  S , e può  assumersi 
esser  quest’ultimo  angolo  solido  supplementale  delV angolo  S'. 
--  Osserviamo  qui  ehe  descrivendo  col  centro  S una  sfera 
di  un  raggio  qualunque  SA,  questa  sarebbe  tagliata  dalle  facce 
dell’angolo  solido  S secondo  tre  archi  di  circoli  massimi  AB  , 
HC , C A i quali  farebbero  un  triangolo  sferico  i cui  lati  misure- 
rebbero gli  angoli  piani  a , C,  e y,  e gliangolinon  sarebbero  che 
le  Inclinazioni  A , B , C,  delle  facce  dell’  angolo  solido,  l^a  cui 
costruzione  dedotta  dalla  cognizione  di  tre  de’  suoi  elementi , 
corrisponde  alla  risoluzione  graCca  de’  problemi  che  la  trigono- 
metria sferica  tratta  col  calcolo.  Inoltre  se  si  trasportasse  al  cen- 
tro S r angolo  solido  S' , le  sue  facce  taglierebbero  la  stessa 
sfera  secondo  un  altro  triangolo  che  sarebbe  il  supplementale  , 
o polare  di  ABC,  del  quale  si  fa  parimenti  uso  nella  trigonome- 
tria sferica  (*).  ' 

58.  llìtorniamo  adesso  ai  sci  problemi  da  noi  enunciati  (n.l/3), 


(*)  Per  avere  l’angolo  polare  di  ABC  nella  situazione  in  cui  si  ado- 
pera comunemente  nella  trigonometria , bisognerebbe  a rigore  adottare 
l’angolo  solido  simmetrico  diS'A’B'C';  ilqualcsiotterreblx!  prolungan- 
do i tre  spigoli  oltre  al  punto  S',  vale  a dire  che  bisognerebbe  Jin  da 
principio  alzare  dal  vertice  S tre  perpendicolari  alle  facce  di  quest’an- 
golo solido,  una  sopra  BSC  c collocata  siccome  SA  dallo  stesso  verso  del- 
la faccia  stessa,  l’ altra  su  CSA  c dal  lato  medesimo  di  SB , da  ultimo 
la  terza  sopra  ASB  e dalla  parte  di  SC.  L’angolo  solido  siifattamente 
costrutto  avrebbe  taglialo  la  sfera  precisamente  giusta  il  triangolo 
polare  di  ABC , comechè  la  figura  sarebbe  stata  poco  intelligibile  sen- 
za il  soccorso  dei  triangoli  sferici,  perciò  abbiam  noi  preferita  la  co- 
struzione del  n.  0*4^  che  soprappiù  trattandosi  di  angoli  solidi , quelli 
che  son  simmetrici  uno  dell’altro,  si  compongono  degli  stessi  clementi 
disposti  soltanto  in  altro  modo , c le  relazioni  supplcmenlali  sono  vere 
eziandio. 
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rd  osscrviamb  eke  fvando  si  danno  i tre  angoli  diedri  A , B,G, 
se  ne  posson  trovare  immediatamente  i supplementi  che  saran'* 
no  ( n.  SS ) le  hooe  y*  di  un  altro  angolo  solido  S'  ; 

poi  se  pel  primo  eaao  del  n.  SS  si  sanno  dedurre  da  questi  nuo*^ 
vi  dati  gli  angoli  diedri  A' , B' , C' , per  ottenere  ( n.  SS ) gli 
angoli  piani  * ,< , y>  dell’angolo  solido  primitivo  S , fa  mestie* 
ri  prenderne  i supplementi.  Si  vede  da  ciò  che  il  quarto  caso 
si  riduce  al  primo , siccome  il  quinto  al  secondo , ed  al  terzo 
il  sesto.  Andiamo  dunque  ad  occuparci  della  risoluzione  dei  tre 
primi  problemi. 

riG.  XXIV.  5g.  Primo  caso.  Date  le  tre  facce  * , t ,di  un  angolo 
lido,  trovare  t tre  angoli  diedri  A , B , C. 

Sieno  A^'SB,  BSC  CSA'  i tre  angoli  dati  supposti  abbassati  sul 
piano  della  faccia  BSG,che  considereremo  come  il  piano  oriazoti^ 
tale  del  disegno.  £ chiaro  che  per  ricomporre  l’angolo  solido  , 
basterebbe  far  girare  le  due  facce  laterali  A"SB,  A'SG  intorno 
alle  rette  SB,  SG  come  assi  di  rotazione,  finche  le  due  rette  SA" 
ed  SA' venissero  a coincidere  l’una  sull'altra,  la  cui  posizione  co* 
mune  nello  spazio  sarebbe  quella  del  terzo  spigolo,  del  quale  di* 
noteremo  con  SA  la  posizione  incognita.  Per  determinarla  pren- 
diamo sulle  rette  abbassate  SA'  ed  SA"  due  distanze  qualsisieiio 
ma  eguali , SD'  =»  SD"  ; allora  i punti  D'  e D"  dovranno  evi- 
dentemente riunirsi  nel  comporre  l’angolo  solido;  è poiché  giran- 
do intorno  alle  rette  SC,SB  non  escono  dai  piani  verticali  D'FD, 
D"ED  ad  esse  perpendicolari , ne  segue  che  i punti  abbassati 
in  D'e  D"  onderanno  a coincidere  col  punto  dello  spazio  proiet- 
tato orizzontale  in  D,  e che  il  terzo  spigolo  dell’angolo  soli- 
do avrà  per  proiezione  SDA.  Oltracciò  il  piano  verticale  FD 
perpendicolare  ad  SG  dovrà  tagliare  le  due  facce  che  passano 
per  questo  spigolo  secondo  le  rette  FD  , FD'  le  quali  rialzate 
comprenderanno  tra  esse  un  angolo  eguale  alle  inclinazioni  di 
queste  facce,  e formeranno  un  triangolo  rettangolo  colla  verti- 
cale D ; per  conseguenza  se  si  abbassa  questo  triangolo  intorno 
a FD,  e si  alzi  su  questa  una  perpendicolare  indefinita  DG'  che 
si  taglierà  con  un  raggiò  EG'=FD',  otterremo  cosi  l’angolo  ret- 
tilineo G'FD  ohe  misura  l’angolo  diedro  G. 
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60.  Parimenti  il  piano  verticale  ED  taglierà  le  due  facce,  che 
passano  per  SB,  secondo  le  rette  ED,E'D''  le  quali  rialzate  for> 
'meranno  la  misura  dell’angolo  diedro  B ; e dappoiché  queste 
fanno  ancora  colla  verticale  D un  triangolo  rettangolo  di  cui 
son  esse  la  base  e l’ ipotenusa  , si  potrà  facilmente  costruire 
l'abbassamento  G^'ED  del  triangolo,  e l’angolo  B sarà  misurato 
da  DEG".  Si  osserverà  inoltre  che  le  due  verticali  DG',  eDG'* 
dovranno  essere  eguali , poiché  Vuna  e Tallra  esprimono  l’aU 
tezza  del  punto  unico  dello  spigolo  SA  , che  è proiettato  in  D. 

61.  Per  ottenere  il  terzo  ang<do  diedro  A , si  condurrà  un 
piano  secante  perpendicolare  ad  SA  pel  punto  di  detto  spigolo 
proiettato  in  D,  ed  abbassato  in  D'da  una  parte  cd  in  D''  dal- 
l’altra. Questo  piano  taglierà  lo  facce  laterali  secondo  le  rette 
D'N,  D"M  rispettivamente  perpendicolari  ad  SA'  ed  SA”  ; e 
per  necessaria  conseguenza  la  sua  intersecazione  colla  faccia  BSC 
sarà  la  retta  MN  che  dovrà  evidentemente  esser  pèrpendicolare 
sulla  proiezione  orizzontale  SA  del  terzo  spigolo.  Se  dunque  col- 
le tre  rette  D”M,MN,ND',  si  costruisca  il  triangolo  PMN,  l’an- 
golo al  vertice  P sarà  precisamente  la  misura  dell’angolo  die- 
dro che  ha  per  ispigolo  SA. 

6a.  Osserviamo  inoltre  che  questo  triangolo,  prima  di  aver 
girato  intorno  ad  MN  , aveva  il  suo  vertice  P situato  nel  punt» 
dello  spigolo  SA  che  è proiettato  in  D.  Ma  poiché  questa  retta 
MN  é perpendiodarecome  testé  dicemmo  al  piano  verticale  SA, 
il  punto  P non  sarà  uscito  da  questo  piano,  epperòsarà  mestie- 
ri che  si  trovi  abbassato  sid  prolungamento  della  retta  SDA. 

63.  Le  costruzioni  precedenti  sono  similmente  applicabili  al 
caso  in  cui  o tutti  o qualcuno  degli  angoli  »,  C, > , sieno  ottusi: 
solo  acciocché  il  problema  fosse  possibile  é sempre  bisogno  , 
I .°  che  gli  angoli  facciano  una  somma  minore  di  quattro 
angoli  retti  ; 2.°  che  il  maggiore  di  essi  sia  minore  della  somma 
dei  rimanenti.  In  effetto  se  queste  condizioni  non  fossero  adem- 
piute dai  dati  della  quistione  , è facile  vedere  die  le  operazioni 
grafiche  fornirebbero  per  la  costruzione  dei  triangoli  FDG'  ed 
EDG”  ipotenuse  più  corte  delle  basi  ; laddove  questi  triango- 
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li  saranno  possibili,  se  le  due  condizioni  su  enunciale  sien  sod- 
disfatlc  , c per  conseguenza  l’angolo  solido  potrà  esser  compo* 
sto  coi  dati  del  problema. 

C4-  Bi'durre  un  angolo  alF orizzonte. Q}ie%lo  problema  si  utile 
ne’lavori  topograbeiha  per  oggetto  di  trovare  la  proiezione  oriz- 
zontale di  un  angolo  « conosciuto  di  grandezza , i cui  lati  fanno 
colla  verticale  abbassata  dal  vertice  gli  angoli  dati  C , e y.  Or 
se  s’immagina  un  angolo  solido  che  abbia  per  ispigoli  questa 
verticale  e i due  lati  dcU’angolo  proposto  »,  se  ne  conosceran- 
no le  facce  »,  <,7 , e la  proiezione  dinAindata  sarà  evidentemen- 
te l’angolo  rettilineo  che  misura  1’  angolo  diedro  A compreso 
fra  lo  due  facce  verticali.  Per  la  qual  cosa  questo  problema 
rientra  in  quello  del  n.  ffg,  e potrebbe  esser  risoluto  nell’  istesso 
modo  , se  la  ipotesi  che  uno  degli  spigoli  debba  essere  verticale 
ci  permettesse  di  dare  alla  figura  un  collocamento  più  acconcio. 

FIO.  XXV.  In  un  piano  qualunque  formiamo  colla  verticale  SA  gli  an- 
goli ASB  = y,  ASC  =:  C poscia  lasciando  invariabile  quest’ul- 
timo facciamolo  girare  attorno  ad  SA  fintantoché  il  lato  movi- 
bile  se  formi  nello  spazio  un  angolo  » col  lato  fisso  SB;  noi  ot- 
terremo in  tal  guisa  l’angolo  dato  esattamente  nella  situazione 
che  gli  assegna  il  problema  , e ne  sarà  facile  dedurne  poi  la 
proiezione  orizzontale.  Ora  in  questo  movimento  di  rotazione 
intorno  di  SA  , il  piede  G del  lato  raovibile  descriverà  un  arco 
di  cerchio  CC'  il  cui  centro  sarà  in  A,  e si  fermerà  su  quest’ar- 
co in  un  punto  C'  tale  che  la  sua  distanza  dal  punto  fisso  B 
sarà  evidentemente  la  base  di  un  triangolo  i cui  lati  son  rette 
uguali  ad  SB  ed  SC,  e l’angolo  compreso  eguale  ad  ».  Se  dun- 
que sul  piano  verticale  si  costruisca  un’angolo  BSC"  = »,  e si 
prenda  SC"=SC,  la  retta  BC"  sarà  la  distanza  onde  parliamo; 
c rapportandola  con  un  arco  di  cerchio  da  B in  C',  si  conoscerà 
la  posizione  C'  in  cui  deve  fermarsi  il  piede  del  lato  movihile 
SC  il  (|iiale  per  conseguenza  sarà  proiettato  orizzontalmente  se- 
condo àC'  ; d’ altra  parte  il  lato  fisso  SB  essendo  proiettalo  so- 
pra .\B  , se  ne  conchiuderà  1’  angolo  » aver  nello  spazio  per 
proiezione  orizzontale  BAC';  perlocchè  quest’ultimo  angolo,  che 
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può  essere  più  grande  o più  piccolo  di  »,  è quello  da  adoperar* 
si  sopra  una  carta  topografica  in  cui  tutti  gli  oggetti  devono  cs* 
sere  rappresentati  dalle  rispettive  proiezioni. 

65.  Secondo  caso.  Date  due  facce  »,et  di  un  angolo  solido 
twn  che  Vatìgolo  diedro  compreso  C,  trovare  le  altre  parti. 

Sieuo  BSC=«,  CSA'=cle  due  facce  date  abbassate  sul  piano  fio.  xxvi. 
orizzontale  ; fatta  girar  la  seconda  intorno  ad  SG  finché  formi 
con  BSG  l’angolo  diedro  C , si  otterranno  due  facce  dell’angolo 
solido  nella  loro  situazione  eifettivu.  Or  durante  questo  movi- 
mento di  rotazione  un  punto  D'  preso  a volontà  sullo  spigolo 
movibile  non  uscirà  affatto  dal  piano  verticale  D'FM  perpendi-  ‘ 

colare  all’asse  di  rotazione  ; dunque  se  in  questo  piano  abbassa-, 
to  intorno  di  FM  si  costruisca  l’angolo  MFR  = C , e si  prenda  - 
la  PG'  = FD'  è evidente  che  il  punto  D'  avrà  a situarsi  in  G'  , 
c per  conseguenza  sarà  proiettato  orizzontalmente  in  D , preso 
che  avrà  la  faccia  movibile  ASC  rinclinazione  assegnata  dalla 
quistione.  Ora  il  punto  dello  spazio  che  ha  per  proiezione  D.  e 
G'appartiene  alla  terza  faccia  incognita,  ne  uscirà  menomamente 
dal  piano  verticale  DED"  perpendicolare  all’asse  di  rotazione  lad- 
dove si  concepisca  abbassata  la  faccia  intorno  di  SB  ; c poiché 
deve  trovarsi  ancora  ad  una  distanza  dal  vertice  eguale  ad  SD', 
se  con  questo  raggio  si  descriva  un  arco  di  cerchio,  la  retta  indefi- 
nita DE  sarà  tagliata  in  D"  che  determinerà  1’  angolo  D"SB 
della  terza  faccia  incognita.  Trovate  allora  le  tre  facce  dcU’au- 
golo  solido  si  ricaderà  nel  caso  del  problema  del  n.  Sg  il  quale 
ha  menato  alla  costruzione  degli  angoli  diedri. 

Si  poteva  altresì  adoperare  la  distanza  MG'  che  è eguale  evi- 
dentemente ad  MD"  per  descrivere  un  arco  di  cerchio  , il  cui 
incontro  col  primo  avrebbe  determinato  il  punto  D". 

66.  Terzo  caso.  Essendo  date  due  facce  »,  c , di  un  angolo 
solido  e V angolo  diedro  B opposto  ad  una  di  esse  trovare  le 
altre  parti. 

Sieno  ancora  BSC=:  «,  CSA'  = ( le  due  facce  abbassate  sul  fig.  xxvii. 
piano  orizzontale.  Se  in  un  piano  verticale  EP  perpendicolare 
allo  spigolo  SB  si  costruisca  l’angolo  KEF=B,  e s’immagini  un 
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piano  indeGiiito  che  passi  per  SE  ed  ER  , iadich  era  questo  la 
posizione  della  faccia  incognita  ; in  modo  che  per  comporrò 
l’angolo  solido  non  rimarrà  solo  a far  girare  la  faccia  A'SG  in- 
torno a CS,  sin  tanto  che  lo  spigolo  SA'  venga  a situarsi  nel 
piano  SER.  Durante  questa  rotazione  il  punto  D'  dello  spigolo 
movibile  non  uscirà  dal  piano  verticale  IVEM  condotto  dal  punto 
F perpendicolarmente  all’asse  di  rotazione  CS,  e per  conseguenza 
si  fermerà  sulla  intersecazione  del  piano  verticale  FM  coll'in- 
definito  SER.  La  quale  è una  retta  che  parte  da  M e muove 
evidentemente  ad  incontrare  la  verticale  F al  medesimo  punto 
in  cui  la  incontra  la  retta  ER  rialzata.  Laonde  se  per  trovare 
quest’altezza  si  tiri  la  retta  PR  perpendicolare  ad  EP,  e si  ripor- 
ti FR  ad  angolo  retto  sopra  PM  da  P in  R' , la  linea  MR'  sarà 
Tintersecazione  onde  noi  abbiamo  parlato  e sulla  quale  dovrà 
fermarsi  il  punto  D'  dello  spigolo  movibile  SA'.  Per  la  qual 
cosa  descrivendo  col  raggio  PD'  un  arco  di  cerchio  che  taglia 
MR'  in  G,  si  otterrà  nel  piano  verticale  PM  la  posizione  G di  un 
punto  del  terzo  spigolo  SA  del  quale  sarà  facile  dedurre  la  proie- 
zione orizzontale. 

Ora  osserviamo  che  colai  punto  G situato  nel  piano  verticale 
MP  appartiene  alla  faccia  incognita,  e abbassata  questa  intorno 
allo  spigolo  SB  non  cambierà  di  distanza  rispetto  ai  punti  M 
ed  S situati  sull’asse  di  rotazione.  Ma  queste  distanze  sono  evi- 
dentemente MG  e SD'  ; dunque  se  con  queste  rette  per  raggio 
si  descrivono  due  archi  di  cerchio,  il  loro  incontro  D"  determi- 
nerà il  sito  dell’abbassamento  del  punto  G , e per  conseguenza 
la  faccia  che  si  dimanda  sarà  D"SB.  Trovala  una  volta  questa 
faccia,  il  problema  sarà  ridotto  al  caso  del  n.  e si  potranno 
costruire  le  altre  parti  dell’angolo  solido. 

67.  Osserviamo  che  l’arco  di  cerchio  descritto  col  raggio  FD* 
taglierà  in  generale  la  retta  MR'  in  due  punti  G e in  guisa 
che  la  faccia  A'SC  girando  intorno  di  CS  potrà  prendere  due 
posizioni,  nelle  quali  lo  spigolo  SA'  sarà  situato  nel  piano  inde- 
linito  SER  , o SàlR'  ; per  una  delle  quali  il  punto  D'  si  ferma 
in  G e per  l’altra  'mg.  Per  conseguenza  se  si  abbassa  quest’  ul- 
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timo  punto  come  il  primo  , girando  intorno  ad  SB  , esso  sì  tra- 
sporterà in  , c sarà  allora  la  grandezza  della  terza 
faccia  incognita.  Vi  saranno  adunque  due  angoli  solidi  dilTe* 
renli,  che  si  potranno  comporre  con  i dati  »,  c,  e B,  risultamen- 
to  analogo  a quello  che  si  ha  nella  costruzione  di  un  triangolo 
rettilineo  nel  quale  sieno  cogniti  due  lati , e l’ angolo  opposto 
ad  uno  di  essi. 

Non  fa  mestieri  aggiungere  che  se  l’arco  descritto  col  rag- 
gio FD’  non  toccasse  la  retta  MR'  vi  sarebbe  una  soluzione  e 
ninna  se  punto  non  la  incontrasse. 

68.  Nondimeno  conviene  osservare  che  la  seconda  soluzio*  HG.xxvu. 
ne  dovrebbe  essere  rigettala  se  il  punto  g cadesse  sopra  MR', 
e sotto  di  MF,  cioè  sotto  al  piano  orizzontale  ( noi  supponiamo 
qui  che  si  abbia  cura  di  costruire  l'angolo  dato  B acuto  , o ot- 
tuso sempre  til  ^ sopra  del  piano  di  proiezione  ).  In  effetto 
l’angolo  solido  che  allora  si  otterrebbe,  sarebbe  evidentemente 
composto  delle  facce  »,  (,  e di  un  angolo  diedro  supplementale 
di  B,  il  quale  poiché  è qui  dato  graEcamente  e non  dai  valore  del 
suo  seno,  non  può  esservi  ambiguità  sulla  grandezza,  nè  per  con- 
seguenza è permesso  di  adottare  indifferentemente  B o i8o°— B. 

Per  la  ragione  medesima  bisognerebbe  rigettare  le  due  solu- 
zioni, e dichiarare  il  problema  impossibile  con  gli  attuali  dati  se 
i punti  G e ^ cadessero  entrambi  al  di  sotto  dell’orizzonlale  MF, 
ciocché  non  potrà  avvenire  per  altro  che  quando  l’angolo  die- 
dro B sarà  ottuso. 
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CAPITOLO  PRIMO. 

CEnERAZJONE  E RÀFPRESENTAZIOHE  CRAFICA 
DELLE  SUFEREICIE. 

Gg.  Per  rappresentare  graficamente  una  superficie,  abbiamo 
già  detto  (n.  j)  che  non  fa  d’  uopo  siccome  per  le  linee  , cer- 
care di  costruire  su  due  piani  fissi  lo  proiezioni  de’diflcrenli 
punti  di  questo  luogo  geometrico  ; ìufatti  , attesoché  sopra  una 
superficie  , a partire  da  un  dato  punto  si  può  percorrere  una 
infinità  di  direzioni , il  mezzo  suddetto  uou  avrebbe  altro  risul- 
tameuto,  che  di  soppraccaricare  i piani  di  proiezione  di  una  mol- 
titudine di  linee  c di  punti  de’quali  non  si  scorgerebbe  il  rappor- 
to, nè  il  nesso  principalmente  dipingerebbe  all’occhio  dello  spet- 
tatore la  forma  della  superfieie  , la  sua  curvatura  più  o meno 
pronunciata  ed  il  numero  delle  sue  falde.  Adopreremo  dunque 
un  altro  metodo  ( n.  g3)  dedotto  dalla  natura  stessa  di  questa 
grandezza , ond’è  mestieri  dapprima  profferire  uua  definizione 
precisa. 

70.  Col  vocabolo  superficie  non  si  deve  intendere  solamente 
una  serico  di  eurve,  odi  punti  ravvicinati  gli  uni  agli  altri  quan- 
to si  voglia,  senza  un  rapporto  fissato  tra  essi;  ma  è d’uopo  ancora 
che  queste  lineo,  e questi  punti  sicno  sottoposti  ad  un  vincolo 
comune  c continuo  la  cui  espressione  analitica  è 1’  equazione 
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della  superfìcie , della  quale  la  ^eCniziouc  geometrica  dev*  os> 
bòi'e  enunciala  come  segue. 

Una  superficie  è il  luogo geomeirieo  delle  diverse  posizioni 
che  prende  nello  spazio  una  data  linea  mociòile  che  cambia 
di  situazione , ed  anche  di  forma,  secondo  una  legge  determi- 
nata e continua. 

La  linea  movibile  si  chiama  la  generatrice  ; e por  le  parole 
una  legge  determinata,  bisogna  intendere  di  tali  condizioni  le 
quali  per  ogni  punto  dato  dello  spazio,  non  lascino  alcun  che  di 
arbitrano  nella  forma  e nella  posizione  della  generatrice.  Ora 
il  più  agevole  magistero  , per  esprimere  (almeno  in  parte)  la 
legge  di  questo  movimento,  è di  assegnare  il  sito  di  una  o più 
linee  chiamate  direttrici,  sulle  quali  dovrà  costantemente  appog- 
giarsi la  generatrice  in  tutte  le  sue  posizioni  : di  sorta  che  per 
definire  compiutamente  una  superficie  particolare,  bisogna  in- 
dicare la  natura  della  generatrice , quella  del  suo  movimento, 
e le  direttrici  sulle  quali  dovrà  scorrere  durante  il  cammino  (*). 
Quando  si  cambiano  le  sole  direttrici , si  ottengono  diverse  su- 
perficie appartenenti  tutte  una  stessa  specie;  ed  inoltre  deve 
comprendersi  che  ciascuna  superficie  particolare  è suscettiva 
di  una  infinità  di  maniero  di  generazioni.  Andremo  a citarne 


(♦)  In  fatti  esprimendo anallticaraente  ((uesta  maniera  di  generazione  , 
O una  proprietà  c.iuivalcnto  si  ottiene  l’equazione  della  supcrticie  (ve- 
dete l'analisi  applicata  alla  geometria  delle  tredimensiotu  cap.  x/r.) 
Reciprocamente  allorché  un  luogo  geometrico  è assegnato  direllameiite 
dalla  equazione  F {x,y , z)=0,  se  si  taglia  questa  superficie  con  di- 
versi piani,  orizzontali  per  esempio,  si  ottengono  le  curve 
(l)  g=ia,  c F (a?,  y,  a)=aO  (2) 
aW,  eF(ar,y,a')=0 
B'W',cF(x,y,a”)=0 

Una  qualunque  dello  quali  é la  stessa  cosa,  della  prima  quando  si  attri- 
buiscono alla  costante  * i valori  successivi  a";  por  conseguenza 
queste  diverse  curve  sono  Io  posizioni  consecutive  che  premierebbe  la 
curva  (i)  c (2)  se  si  facesse  muovere  in  piani  paralleli  , cambiando 
inoltre  le  sue  dimensioni,  secondo  una  leggo  dipendente  dalla  maniera 
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molli  esempi,  tanto  per  ehiarire  la  definizione  generale,  quanto 
per  acquistare  fin  da  ora  la  cognizione  de’ luoghi  geometrici  dei 
quali  dobbiamo  far  uso  frequentemente. 

71.  Una  superficie  conica  è il  luogo  geometrico  di  tutte  le 
posizioni  che  prende  una  retta  movibile  SA,  obbligata  a passar 
sempre  per  un  punto  fisso  S , appoggiandosi  costantemente  so- 
pra una  curva  data  ABC  , che  può  essere  a doppia  curvatura, 
cioè  non  avere  tutt'i  suoi  punti  situati  nello  stesso  piano.  Secondo 
questa  definizione , la  retta  movibile  SA  è una  generatrice  co- 
stante di  forma  , e variabile  solamente  di  posizione  , mentre  il 
punto  fisso  e la  curva  ABC  sono  le  direttrici  ; di  più  questa  li- 
nea SA  , avendo  a tenersi  siccome  indefinitamente  prolungata 
da  una  parte  e daU’altra  del  punto  S che  chiamasi  il  vertice , 
o il  centro,  genererà  le  due  falde  opposte  ed  indefinite  SABC , 
S * e y / Se  alla  curva  ABC  si  sostituisse  un’  altra  direttrice , 
cambiando  anche  il  vertice  S,  si  otterrebbero  diverse  superficie 
particolari  appartenenti  tutte  alla  specie  de’coni. 

72.  Ma  queste  superficie  ammettono  molte  altre  maniere  di 
generazione.  In  effetto  se  si  taglia  il  cono  SABC  con  diversi 
piani  paralleli  , otterremo  le  sezioni  simili  A'B'C'  , A'"B"C"  , 
cioè  delle  curve  in  cui  saranno  certi  punti  0' , 0",  tali  che  i 
raggi  vettori  rispettivamente  paralleli,  O'A'  ed  0"A",  O'B'  ed 
0"B",  0'D'ed0"D",..  avranno  fra  loro  un  rapporto  costante  : 
questa  proposizione,  sempre  vera  quale  che  sia  la  direttrice  ABC 
si  dimostra  facilmente  mercè  la  teorica  delle  rette  proporzionali. 
Per  fissare  le  idee,  ammetteremo  che  ABC  sia  una  ellisse  , la 
quale  abbia  per  semi-assi  OA=a,  OB=d;  allora  le  altre  sezioni 


colla  quale  la  costante  « entra  nell’equazione  (2)  ; sicché  eliminando 
questo  parametro  tra  (1)  e (a),  si  ricade  evidentemente  nell’equazione 
F z)=sO  , ch’è  però  il  luogo  di  tutte  le  posizioni  della  prima 

curva  movibile.  Aggiungia  mo  inoltre,  che  siccome  si  può  adottare  una 
infinità  di  direzioni  pe’ piani  secanti  paralleli,  ovvero  adoperare  altre 
superficie  secanti,  cosi  per  ogni  superficie  ha  luogo  una  infinità  di 
modi  di  generazione. 
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A'B'C',  A"B"C"  , supposte  parallele  a questa  base  , saranno 
ellissi  eziandio  i cui  assi  saranno  paralleli  a quelli  di  ABC,  e tali  • 
che  : a a'  a"  . 

6 = ' 

Ciò  posto,  se  si  fa  muovere  l’ellisse  ABC  di  guisa;  i.°  che  il 
suo  centro  percorra  la  retta  SO  ; 2.°  che  i suoi  assi  restino 
paralleli  alle  loro  posizioni  primitive;  3.°  che  questi  decresca- 
no insieme,  e proporzionalmente  alle  distanze  S0,S'0',S"0"..; 
allora  è evidente  che  siffatta  ellisse  movibile  coinciderà  succes- 
sivamente con  A'B'C',  A"B"C"  , e diverrà  cosi,  una  ge- 

neratrice variahile  di  forma  e di  posizione,  per  la  superficie  co- 
nica proposta.  Ma  per  ridurre  queste  diverse  condizioni  ad  una 
enunciazione  più  semplice , basterà  rammemorarsi  che  una  cur- 
va di  secondo  grado  è determinala  nel  suo  piano  dal  conosce- 
re cinque  de' suoi  punti;  per  conseguenza,  se  si  traccino  sul  co- 
no cinque  lati  fissi  SA  , SB , SC  , SD  , SE , polrem  dire  che  per 
generare  la  superficie,  bisognerà  far  muovere  l’ellisse  variabile 
ABC,  di  maniera  che  il  suo  piano  resti  parallelo  a se  medesimo, 
e tocchi  costantemente  queste  cinque  rette  tenute  come  diret- 
trici. 

Finalmente,  poiché  è arbitrario  adottare  po’ piani  secanti  pa- 
ralleli una  direzione  qualunque  , e poiché  anche  si  può  tagliare 
il  cono  con  altre  superficie,  tali  quali  sarebbero  alcune  sfere  de- 
scritte col  centro  O,  e con  raggio  variabile,  é evidente  ch’esiste 
una  infinità  di  linee  piane  o a doppia  curvatura,  le  quali  posso- 
no adottarsi  per  generatrici  di  una  stessa  superficie  conica. 

73.  Una  superficie  cilindrica  è il  luogo  geometrico  delle  di-  rio.  xxix 
verse  posizioni  di  una  retta  movibile  A A'  che  striscia  lungo  una 
curva  fissa  ABC,  conservandosi  parallela  ad  una  direzione  data. 

Pure  questa  prima  maniera  di  descrizione,  in  cui  la  generatrice 
AA'  é costante  di  forma,  non  é la  sola  ammissibile;  perciocché 
siccome  tutte  le  sezioni  parallelo  al  piano  di  ABC  sarebbero  qui 
delle  curve  evidentemente  identiche,  la  superficie  si  puòallresi 
considerare  come  percorsa  dalla  curva  ABGche  si  muova  paralle- 
lamente a sé  stessa,  appoggiata  sempre  collo  stesso  punto  in  sul- 
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la  rotta  AA.' , la  quale  diverrebbe  in  questo  caso  una  diret- 
trice della  curva  niovibilc  ABC.  Variando  poscia  la  direzione 
• dello  sezioni  parallele,  si  otterrebbe  un’altra  infinità  di  genera- 
trici accomodate  a descrivere  lo  stesso  cilindro  : pure,  questo 
superficie  possono  esser  considerate  come  un  caso  particolare 
dei  coni,  i cui  vertici  si  allontanano  all’infinito. 

74-  Osserviamo  alla  sfuggiasca,  che  se  la  direttrice  del  cono 
o del  cilindro  fosse  una  linea  retta,  la  superficie  si  ridurrebbe 
ad  uìi  piano , il  quale  può  per  questo  essere  definito  còme  il 
luogo  delle  posizioni  che  prende  una  retta  raovibile  soggetta  , 
i.°  a strisciare  sopra  una  retta  fissa,  2.“  a passare  costantemente 
per  un  dato  punto  , ovvero  a conservarsi  sempre  parallela  alla 
sua  prima  posizione. 

FIO.  XXX  yli.  £/na  </t  riVo/«5ione  è generata  da  una  curva 

qualunque  GG'G"  che  gira  intorno  ad  una  retta  fissa  DZ , dì 
maniera  che  ciascuno  de’suoi  punti  G descriva  un  cerchio  il  cui 
piano  sla  perpendicolare  all’nsse  DZ  , ed  il  raggio  la  più  corta 
distanza  GO  da  quel  punto  all’asse  mentovato.  Osserviamo  che 
questi  diversi  raggi  GO,  G'O',  G"0",  quantunque  perpendico- 
lari tulli  a DZ,  non  saranno  paralleli  tra  loro  quando  la  genera- 
trice G G'G"  fosse  a doppia  curvatura;  o non  essendola,  allorché 
il  suo  piano  non  contenesse  l’asse  DZ:  d’altro  lato  i differenti  cer- 
chi GMA,  G'M'A', descrkli  con  questi  raggi,  si  chiamano 

i paralleli  della  superficie. 

76.  Se  per  l’asse  DZ  si  conduc,ano  del  piani  qualunque  ZOA, 
ZOM  , si  otterranno  delle  sezioni  AA'A",  MM'M",  che  si  chia- 
mano t meridiani , o le  curve  meridiane  della  superficie,  c so- 
no essenzialmente  identiche  in  quanto  alla  loro  forma.  In  fatti 
questi  piani  meridiani  tagliano  i paralleli  secondo  alcuni  rag- 
gi che  comprendono  gli  angoli  evidentemente  eguali  AOM  , 
A'O'M',  A"0”M",  per  eonseguenza  se  si  fa  girare  il  piano  ZOM 
di  una  quantità  angolare  MOA,  tutti  i raggi  OM,  O'M',  0"M", 
coincideranno  con  0A,0'A',0"A"  , e le  curve  meridiane  si 
confonderanno  le  ime  colle  altre. 

77.  Onde  risulta  ancora  che  il  meridiano  AA'A"  girando  iii- 
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torno  DZ  percorrerà  tutta  la  superfìcie  di  rivoluzione  , e può 
esserne  considerato  come  novella  generatrice  che  surroghereb- 
be la  curva 'primitiva  GG'G"  , la  quale  sarà  col  fatto  distinta 
dal  meridiano  , quando  non  avrà  tutt’i  suoi  punti  situati  in  uno 
stesso  piano  che  passa  per  DZ  , corno  potrà  osservarsi  nella 
nostra  figura  , che  si  suppone  costrutta  in  prospettiva  sul  pia- 
no ZOBB"A"A;  per  cosiffatta  convenzione  , abbiamo  punteg- 
gialo le  parti  de’  paralleli  e della  curva  GG'G''  che  son  dietro 
questo  quadro.  Ciò  nullameno  sempre  si  potrà  costruire  il  me- 
ridiano mercè  la  cognizione  di  una  generatrice  qualunque,  poi- 
ché basterà  cercare  i punti  nei  quali  un  piano  come  ZOB  taglia 
i diversi  paralleli  descritti  da’punti  GG'G”,  daremo,  in  seguito 
( ».  t4-S  ) un  esempio  di  questa  operazione. 

78.  Le  superficie  delle  quali  ci  occupiamo  qui  ammettono  FIO.  XXX 
un’altra  maniera  di  generazione  che  importa  conoscere.  Impe- 
rocché ogni  piano  perpendicolare  all’asse  DZ  dà  per  sezione  un 
cerchio  il  cui  centro  è su  quest’  asse  ( ».  il  quale  ha  un 
punto  di  comune  colla  curva  GG' , ovvero  col  meridiano  BB' , 
si  può  dunque  considerare  la  superficie  di  rivoluzione  come  il 
luogo  delle  diverse  posizioni  che  prende  un  cerchio  moviòile 
sempre  perpendicolare  alla  retiaDZ,  ed  il  cui  centro  percorra 
questa  retta , mentre  che  il  suo  raggio  varia  in  maniera  che 
la  circonferenza  si  appoggi  costantemente  sulla  curva  fissa 
GG'G" i questa  linea  diviene  allora  una  direttrice  , alla  quale 
si  può  sostituire  il  meridiano  BB'B"  ; ed  il  cerchio  movibilc  é 
una  generatrice  variabile  nella  forma  non  che  di  sito.  Questa 
definizione,  che  più  facilmente  è svolta  in  analisi  (*),offre  il  van- 
taggio , che  sotto  questo  punto  di  vista , tulle  le  superfieic  di 
rivoluzione  formano  una  sola  specie  (n.70)  che  ammette  una  ge-> 
ncratrice  dinaturacostante;  cioè  il  cerchio  movibile  sempre  per- 
pendicolare all’asse , c diretto  nel  suo  movimento  dal  meridiano  il 


(♦)  Si  vegga  V Analtai  applicata  alla  geometria  delle  tre  dimen- 
sioni. cap.  xrr, 
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quale  cambia  soltaato  da  unasuperGcie  particolare  ad  ua’altra. 

79.  Per  la  qual  cosa  secoudochò  si  adotterà  per  meridiano  una 
retta,  una  ellisse,  una  iperbole  o una  parabola,  si  otterrà  un  ci- 
lindro, wì  ellissoide,  uri  iperboloide , o un  paraboloide  di  rivo- 
luzione , ben  inteso  frattanto  che  l’asse  di  rotazione  coincida 
eoa  uno  de’  diametri  principali  della  curva  ; perciocché  in 
caso  diverso  la  superficie  , quantunque  sempre  di  rivoluzione, 
sarebbe  di  una  specie  più  astrusa.  Un  cerchio  per  esempio  il 
quale  girerebbe  intorno  ad  una  retta  situata  nel  sno  piano,  ma 
non  distesa  pel  suo  centro,  produrrebbe  un  toro  eh’ è un  ge- 

. nere  di  superfìcie  anulare  , la  quale  avremo  occasione  di  stu* 

diarc  quanto  prima  ( n.  i38  ). 

80.  Questi  diversi  esempi,  ad  eccezione  deU’ultimo,  non  sono 
ancora  che  casi  partico  lari  di  superfìcje  più  generali,  le  quali 
comechè  non  sieno  di  rivoluzione  , ci  diverranno  utili  in  segui- 
to , ed  é importante  conoscerne  la  generazione.  Queste  sono 
le  superficie  di  secondo  grado  che  offrono  cinque  generi  diver- 

. si , senza  noverare  i coni , i cilindri  ed  i piani  , che  ne  sono 
variazioni  molto  semplici  per  intrattenercene  nuovamente, 
no.  xxxiv  gj_  Ellissoide.  Sia  una  ellisse  ACDF  costrutta  su  i semi-assi 
OA=  a , OC  = c : supponendola  tracciata  in  un  piano  verti- 
cale che  prenderemo  per  quello  del  quadro  sul  quale  la  super- 
ficie sarà  rappresentata  in  prospettiva , ne  risulterà  che  le  linee 
punteggiate  indicheranno  le  porzioni  della  curva  situate  dietro 
il  piano  di  siffatta  ellisse  , alla  quale  ipotesi  ci  atterremo  in  tut- 
to quanto  il  capitolo.  Se  in  un  piano  perpendicolare  ad  OC  si 
costruisca  un’altra  ellisse  A'B'D' , che  abbia  per  suoi  semi-assi 
l’ordinata  0'B'=a'  della  prima  , ed  una  retta  0'B'=A'  co- 
munque grande,  ma  perpendicolare  ad  O'A';  poscia  facciasi 
muovere  la  curva  A'B'D'  di  maniera  che  i suoi  assi,  restando  pa- 

rallcli  a sé  medesimi,  conservino  il  rapporto  primitivo  -,-eduno 

di  essi  coincida  successivamente  con  le  cordeD'A',D"A",DA, .... 
deir  ellisse  fìssa  CAP  ; allora  il  luogo  geometrico  cosi  generato 
sarà  la  superfìcie  dell’  ellissoide.  Quando  il  piano  dell’ellis- 
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se  niovibile  passerà  pel  centro  0 , questa  curva  giungerà  alla 
sua  massima  grandezza , poiché  il  semi-asse  variabile  a'  diver- 
rà l’ordinata  massima  OA=a  ; e se  rappresentasi  con  OB=  i la 
lunghezza  che  prenderà  nello  stesso  tempo  il  secondo  asse  ò'  , 
le  tre  linee 

AD=2fl,  BE=2Ì,  CF=2c 

saranno , come  han  nome,  gli  assi,  o i diametri  principali  del- 
l’ellissoide. Inoltre  si  scorgerà  che  lasiiperficie  sarà  chiusa  da  tut- 
te le  bande,  peroeeliè  di  là  de’ punii  C ed  F , l’ellisse  movibile 
avrebbe  immaginari  i due  assi  (*). 

82.  Se  l’ellisse  generatrice  yt'Q'D'  fosse  un  cerchio  , cioè  se 
O'B'  fosse  dato  eguale  ad  O'A',  la  superficie  diverrebbe  (n-  j8) 
un’ellissoide  di  rivoluzione,  che  avrebbe  per  meridiano  la  curva 
direttrice  C.\F;  e due  de’diametri  principali,  cioè  OA,  ed  OB, 
sarebbero  eguali  fra  essi:  finalmente  nel  caso-in  cui  i tre  assi 
OA,OB,OC  fossero  tutti  della  stessa  lunghezza,  l’ellissoide  tra- 
muterebbesi  in  una  sfera. 

83.  Sostituiscasi aU’elKsse direttrice  n<j.  xxxv 
una  iperbole  A'A"A  il  cui  semi-asse  reale  sia  OA=a'  e l’imma- 
ginario OC=c;  di  poi  in  un  piano  perpendicolare  ad  OC  e su 

due  assi , uno  de’quall  sia  la  corda  A'D'  dell’iperbole , costru- 
iscasi ancora  una  ellisse  A'B'D';  facendola  muovere  colla  stessa 
legge  del  caso  precedente  genererà  \ iperboloide  ad  una  falda, 
così  chiamato  perciocché  questa  superficie  non  avrà  evidente- 
mente che  una  falda  sola,  ma  indefinita  come  l’ iperbole  diret- 
trice. Quando  il  piano  dell’ ellisse  movibile  passerà  pel  centro 
0,  giugnerà  al  suo  minimo , poiché  l’ asse  variabile  D'A',  sarà 
divenuto  eguale  a DA , eh’  è la  più  piccola  corda  dell’iperbole, 

(•)  Esprimendo  coll’analisi  questa  maniera  di  generazione  si  otter- 
rà per  l’equazione  dell’ellissoide  riferito a’suoi  assi 


Si  vegga  Y analisi  applicata  alla  geometria  delle  tre  dimensioni , ca- 
pitolo II.  ^ 
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perciò  appunto  la  curva  ABDE  è detta  ellisst della  gola;  e lu 
tre  retto 

AD=32a,  CF=2c 

sono  t tre  assi  dell’iperboloide:  Tultimo  de’quali  CF  non  in- 
centrando  la  superfìcie,  è detto  l’asse  immaginario,  quantunque, a 
parlar  con  precisione, la  quantità  reale  ac  non  è che  il  coefficien' 
te  deireSpressione  immaginaria  fornita  dall’  analisi , allora  che 
si  Ton  ricercando  i punti  della  superficie,  che  sarebbero  situali 
sulla  retta  indefinita  OCO'  (*). 

84-  Quando  i due  assi  reali  OA,  ed  OB  sono  eguali , l’iper* 
boloide  è di  rivoluzione  (n.  jS)  , poiché  allora  Tcllisse  genera.* 
trice  A'B'D'  diviene  un  cerchio;  sicché,  in  questo  caso  panico* 
lare,  la  superficie  potrebbe  esser  generata  dalla  rivoluzione  della 
iperbole  AA'A”  intorno  al  suo  asse  immaginario  OCO'. 

SU.  Iperboloide  a due  falde-  Sopra  ì semi-assi  OA=a,  OC=ia 
costruiscasi  di  nuovo  una  iperbole  , ma  situata  in  maniera  che 
OC  sia  l’asse  reale.*  poscia  si  faccia  muovere  come  precedente- 
mente Tcllisse  A'B'D';  questa  genererà  un’altra  specie  d’iper- 
boloide, che  avrà  due  falde  indefinite,  una  separata  dall’altra 
per  un  intervallo  in  cui  non  esisterà  alcun  punto  della  superfì- 
cie. In  effetto,  tra  i punti  C ed  F,  la  corda  variabile  A'D',  che 
serve  di  asse  aU’ellissemovìbile,  diverrà  immaginaria, e lo  stesso 
avverrà  necessariamente  del  secondo  asse  O'B'  che  deve  serba- 
re col  primo  un  rapporto  costante:  di  maniera  che  la  generatri- 
ce, trovandosi  totalmente  immaginaria  in  questo  intervallo,  non 
somministrerà  verun  punto  reale  per  la  superficie.  Nondimeno 
siccome  pel  punto  0 ben  si  conosce  che  il  semi-asse  O'A' diverrà 
eguale  ad  OA-J/  — i , so  si  voglia  costruire  il  coefficiente  reale 
dcirallro  asse  eh’  é Jiariracntc  immag’mario , farà  d’ uopo  por- 


(*)  L’crjuazionc  iloiripcrboloiJc  ad  una  falda  riferita  a’siiol  assi  è 
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tare  sopra  una  perpendicolare  al  piano  AOC  una  lunghezza 
OB,  tale  che 

0/  B'  _ 0Bi/^=1*_  on 

(P~X*  — OAl/—  1 ■"  OA  : 

àllora  le  due  rette  AD=2o,  BE=a,  0B=  2Ì  saranno  gli  assi 

immaginari deW  iperboloide  & due  falde  mentre  CF ±=  2c  n’è  11 
reale  (*).  , 

86.  Perchi  qtieSt’  iperboloide  fosse  di  rivoluzione,  farebbe 
mestieri , che  i due  assi  inimaginari  OA  , éd  OB  divenissero 
eguali,  poiché  questa  ipotesi  menerebbe  alla  relazione  0'A'=» 

O'B',  che  cambia  l’ellisse  generatrice  in  un  cerchio.  Allora  la 
superOcie  potrebbe  essere  generata  dalla  rivoluzione  de’due  rami 
CA"A',  ed  FA'"  della  iperbole  primitiva,  intorno  del  suo  asse 
reale  COF. 

87.  Paraboloide  ellittico.  Ora  adottiamo  pèr  direttrice  fissa  fig.xexvh 
una  parabola  D"OA",  facendo  muovere  perpendicolarmente  al 

suo  asseOZ  una  ellisseA'B'D'  il  cui  asse  maggiore  0'A'=a'  sia 
l’ordinata  variabile  di  questa  parabola  ,'e  l’asse  minore  0'B'=*A' 
abbia  da  prima  una  grandezza  arbitraria,  ma  conservi  sempre 
con  il  primo  un  rapporto  costante. In  questo  movimento,  l’ellisse 
movibile  genererà  una  superficie  composta  da  Una  sola  falda 
indefinita  nel  verso  di  OX,  e che  si  chiama  ^larado/oiV/e  ellitti- 
to,  perciocché  tutte  le  sezioni  piane  che  vi  si  possono  tracciare 
iion  sono  che  parabole  o ellissi.  (*•) 

88.  Quando  i due  assi  dell’ellisse  generatrice  sono  eguali , 
la  superficie  risulta  di  rivoluzione  ( ri.  78  ),  ed  allora  potrebbe 


(*)  L’equazione  dell’iperboloide  a due  falde,  rapportata  a'  suoi  assi , 
prendendo  il  reale  per  quello  delle  z,  sarebbe 
z*  V* 

P * 

(**)  L’equazione  di  questo  paraboloide,  rispetto  al  suo  vertice  od  al- 
l’asse unico  OX  come  asse  delle  x,  é 

y z 

— f — 7 =x 
P P 
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esser  generala  dalla  parabola  OA'A"  , che  si  aggiri  intorno 
ad  OZ. 

89.  Paraboloide  iperbolico.  Finalmente  sempre  assumendo 
per  direttrice  la  parabola  D''OA”,  snrrogliiaino  all’ellisse  gene- 
ratrice, onde  ci  eravamo  servili  finora,  una  iperbole  DMI',A'G' 
costruita  in  un  piano  perpendicolare  ad  OZ  e co’ due  semi-assi 
O'A' , O'B'  il  cui  rapporto  resterà  costante  , mentrecliè  il 
primo  eli’  è l’asse  reale  , diverrà  successivamente  eguale  alle 
diverse  ordinate  O'A' , 0"A" , della  parabola  fissa.  L’i- 

perbole movibile , scorrendo  cosi  parallelamente  a se  stessa  , 
descriverà  primieramente  due  falde  aperte,  le  quali  saran  sepa- 
rale dal  vuoto  interiore  del  cilindro  D"OA",  e si  estenderanno 
indefinitamente  , come  questa  parabola  , verso  O'X  : cbè  se 
noi  facciamo  muovere  Tiperbole  movibile  da  0'  verso  il  punto  V, 
il  suo  asse  reale  O'A'  diminuirà,  e diverrà  nullo  in  0 ; per  con- 
seguenza le  due  falde  di  cui  abbiamo  teste  cennato  si  riuniran- 
no , e nello  stesso  tempo  l’iperbole  si  ridurrà , per  questa  posi- 
zione, a due  rette  indefinite  ROi,  LO/,  che  giaceranno  intera- 
mente sulla  superficie,  e saranno  parallele  agli  assintoti  di  tutto 
lo  iperboli  precedenti. 

Al  di  sopra  del  punto  0,  in  0'"  per  esempio,  l’iperbole  ge- 
neratrice ricomparirà,  ma  in  una  situazione  inversa  1I'"1J'"G"^ 
rispetto  a’suoi  assintoti. In  fatto,  gli  assi  clic  noi  abbiamo  rappre- 
sentati graficamente  con  O'A'  cd  O'B' , dovevano  essere  rigo- 
rosamente espressi  da 

a'=0'A' , i'=0'Bl/^i  ; 

dunque,  poiehè  in  0'"  l’ordinata  della  parabola  è immaginaria, 
ed  il  primo  asse  dell’iperbole  movibile  diviene perciòo"'=0'" 
A'"J/  —1 , fa  mestieri  che  il  secondo  asse,  per  conservare  col- 
l’altro un  rapporto  costante  prenda  la  forma 


b'"  ==  a'".-  = 0'"  A'". 

a' 


O'B^ 
0'  A' 


quantità  reale  rappresentata  sulla  figura  da  0'"B'".  Ciò  mostra 
che  al  di  sopra  di  0,  l’asse  reale  0'"B'"  dell’iperbole  genera- 
trice sarà  diretto  perpendicolarmente  al  piano  A'OD'  c i due 
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rami  di  questa  curva  descriveranno  ancora  due  falde  indcHnile, 
situate  una  in  ovanti  del  piano,  l’altra  in  dietro  e riunite  colle 
precedenti  lungo  le  rette  KO/:,  LO/,  le  quali  presenteranno  nel 
loro  insieme  una  sola  snperlicie  non  interrotta,  di  cui  le  curva- 
ture saranno  in  verso  opposto  presso  a poco  come  si  'vede  nella 
scanalatura  d’una  girella.  Si  è dato  alla  superficie  che  ci  occupa 
il  nome  di  paraboloide  iperbolico,  perciocché  l’analisi  insegna 
che  tutte  le  sezioni  piane  che  vi  si  possono  tracciare  sono  para- 
bole, o iperboli,  fra  le  quali  fa  d’uopo  comprendere  il  caso  par- 
ticolare in  cui  questa  sezione  è una  retta  sola,  ovvero  due  retto 
che  si  tagliano  (*). 

Qo.  È importante  osservare  qui  che  il  paraboloide  iperbolica 
non  potrebbe  mai  essere  di  rivoluzione;  avvegnaché  da  ciò  che 
abbiamo  detto  sulla  natura  delle  sezioni  piane  veruna  di  questo 
curve  è mai  chiusa  e per  conseguenza  non  può  essere  circolare. 

gì.  La  maniera  colla  quale  abbiamo  indicato  la  formazione 
del  paraboloide  iperbolico  offre  in  vero  una  -specie  di  discon- 
tinuità graGoa  , perocché  sopra  del  giunto  0 la  parabola  dio 
serviva  da  direttrice  diviene  immaginaria  ; e siccome  l’analisi 
spiega  facilmente  questa  dìlllcoltà  , abbiamo  preferito  conser- 
vare questo  modo  di  generazione,  tra  perché  presenta  maggio- 
re analogia  colle  superficie  precedenti , o giustifica  meglio  lo 
denominazioni  apposte  a’  duo  paraboloidi , o perché  manifesta 


(*)  Per  ben  comprendere  la  figura  38  fa  mestieri  tenero  a'^mcntc , cito 
noi  la  suppongliiamo  tracciata  sul  piano  vcrii;’ale  D'*OA"  come  quadro 
di  prospettiva,  oppcrò  tutto  le  lince  pun/ev^tzrte  sono  dietro  questo 
piano.  Pria  di  tutto,  è assai  difficile  di  dare  una  idea  chiara  della  forma 
di  questo  paraboloide  con  un  disegno,  in  prospettiva , per  fa  qual  cosa 
sarebbe  conducente  di  consultare  un  modello  in  rilievo  che  può  co- 
struirsi facilmente  col  mozzo  di  fili  lesi  in  linea  retta  secondo  una  certa 
legge:  vcdctcinumcrl  34^°  j!i4ela  figura  i uo. In  quanto  a'Ia  equazione 
del  paraboloide  iperbolico,  rapportato  al  icrlico  0 siccome  origina 
delle  coordinate,  ed  all’asse  OX  come  asse  delle  x,  6 
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chiarnmente  l’csislenza  di  due  retle  OL  ed  OR  situate  sul  se- 
condo.Non  per  tanto  riterremo  ancora  un  altra  maniera  di  ge- 
nerazione totalmente  continua  , c comune  a’duc  paraboloidi. 

Sullo  stesso  asse  OX  , e su  due  piani  perpendicolari  costrui- 
te due  parabole  che  abbiano  lo  stesso  ver- 

tice , i parametri  qualunque,  eie  concavità  rivolte  nel  mede- 
simo verso  ; poi  fate  scorrere  una  delle  due  parallelamente  a se 
stessa  , senza  alterarne  la  Torma  , ma  in  maniera  che  il  vertice 
resti  costantemente  sull’altra  parabola  fissa  : otterrete  cosi  il 
paraboloide  ellittico. 

Prendete  due  parabole  A"OD" , , costruite  come 

si  è detto  , ma  con  le,  loro  concavità  rivolte  in  verso  opposto 
poi  fate  parimente  scorrere  parallelamente  a se  stessa  la  curva 
A"0\y'  costante  di  forma , ed  in  maniera  che  il  suo  vertice  per- 
corra l’altra  parabola  fissa:  produrrete  così  il  paraboloide  ipor-> 
lotico  {*). 

ga.  Per  compiere  la  cognizione  de’luoghi  geometrici  adope- 
rati più  di  frequente  resterebbe  a parlare  delle  superficie  svi~ 
Inppabili , e AeWe  superficie  storte  ; ma  le  proprietà  caratteri- 
stiche di  queste  due  classi  di  superficie , oltraehc  non  possono 
esser  chiaramente  capite  se  non  dopo  considerati  I piani  tangen- 
ti , ci  sembra  preferibile  lasciare  al  lettore  il  tempo  di  rendersi 
familiari  gli  esempi  finora  citati,  con  applicazioni  numerose,  c co- 
struzioni svariate  ; c quindi  piu  innanzi  ci  occuperemo  con  ispe- 
cialità  di  queste  due  classi  di  superficie  importanti. 

g3,  Ritornianio  ora  alia  quistionc  indicata  al  n.  , ohe 
aveva  per  oggetto  di  rinvenire  un  metodo  per  rappresenla-> 

graficamente  una  superficie.  La  quale  poiché  giusta  la  de- 
finizione generale  data  n.  70  è prodotta  sempre  dal  movimento 
di  una  data  linea  , basterà  per  giugnerc  allo  scopo  di  segnare 
sopra  i piani  di  proiezione  alquante  posizioni  della  genera^ 
ratrice,  molto  numerose  ed  assai  ravvicinate , affinché  questo 


(*)  Vedete  l'analisi  applicala  alla  geotnetria  delle  tre  dimensioni 
eap.  rni. 
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sìslema  di  curve  possa  dipingere  agli  occhi  la  continuità  del- 
la superficie , la  curvatura  e l’estensione  delle  sue  falde.  D’al- 
tra parte  fra  le  generatrici  di  differente  specie  che  ammette  sem- 
pre nna  stessa  superficie , si  deve  preferire  quella  che  per  sem- 
plicità e regolarità,  è la  più  accomodata  a dar  figura  ; e per 
meglio  giugnere  a questo  fine,  qualche  volta  si  tracciano  nello 
stesso  tempo  due  sistemi  di  generatrici  , come  sarebbero  i me- 
ridiani ed  i paralleli  nelle  superficie  di  rivoluzione.  Ed  effetti- 
vamente con  somiglianti  mezzi  abbiamo  figurato  su’nostri  dise- 
gni in  prospettiva,  le  diverse  superficie  delle  quali  abbiamo  par- 
lato in  questo  capitolo. 

94.  Inoltre,  è ancora  utilissima  cosa  di  segnare  le  tracce  del- 
la superficie,  cioè  le  sue  intersecazioni  co’piani  di  proiezione, 
del  pari  che  i contorni  dentro  o fuori  dei  quali  sarebbero 
proiettati  tutt’  i punti  della  superficie,  almeno  allorché  sienvi  di 
tali  limiti  ; posciachè  questi  contorni  sono  de’  profili , che  sve- 
lano spesso  di  una  maniera  rilevantissima  le  forme  degli  ogget- 
ti : pure  per  apprendere  a determinare  con  esattezza  i contorni 
predetti , ò mestieri  far  parola  de’piani  tangenti. Osserviamo  in- 
tanto , che  quando  la  forma  delia  superficie  ci  sarà  ben  nota  da 
principio,  possiamo  limitaroi,  per  render  chiari  i nostri  disegni, a 
porre  in  uso  solamehté  qualcheduna  delle  maniere  di  descrizio- 
ne onde  abbiamo  dati  i particolari, 

CAPITOLO  II, 

DE*  ri  ARI  TANGENTI  IN  GENERALE 

qK.  Un  pÌRno  si  dice  tangente  ad  una  superficie  in  un  punto 
dato  , quando  contiene  le  tangenti  a tutte  le  curve  che  si  pos- 
sono tracciare  sopr  essa  dal  dato  punto  ; ma  è necessario  di- 
mostrare che  in  generale,  per  ogni  punto  di  una  superficie,  esi- 
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ste  un  piano  suscettivo  di  siffatta  proprietà  ; perciocché  non  sì 
scorge  a priori  la  ragione  onde  queste  diverse  tangenti  non 
formano  in  vece  un  cono  , siccome  avviene  col  fatto  in  certi 
punti  singolari.  Anderemo  dunque  a dimostrare  che  tre  curve 
qualsisieno,  tracciate  sopra  una  superficie  a partire  da  un 
dato  puntOf  hanno  setnpi'e  le  tre  tangenti  situate  in  uno  stesso 
piano. 

FIO,  XXXI  SiaGM^  la  forma  e la  posizione  della  generatrice  (n.qo') 
quando  passa  pel  punto  M ; sia  DAI  d una  curva  tracciata  sulla 
su  perfido,  e sulla  quale  dovrà  scorrere  costantemente  la  genera' 
^ trice,  allorché  col  suo  movimento  descriverà  questo  luogo  geo- 

metrico  : sia  finalmente  MX  una  terza  curva  qualunque  situata 
anche  sulla  superficie.  Trasportata  la  generatrice  in  un’altra  po' 
sizione  G'AI'^' , incontrerà  indubitatamente  la  curva  MX  in  un 
certo  punto  P' , quanto  volto  il  punto  M'  sia  preso  assai  vicino 
ad  M sulla  direttrice  DAI  d.  Allora  congiungcndo  i punti  AI,A1',P* 
con  rette  indefinite  , queste  tre  linee  saranno  secanti  le  curve 
MD,MX,G'g' , e tutte  e tre  giaceranno  evidentemente  in  uno 
stesso  piano. Ora  facciamo  muovere  la  generatrice  G'g'sopraMD, 
ravvicinandola  alla  prima  sua  posizione  Gg;  poi  immaginiamo  che 
il  piano  delle  tre  secanti  giri  intorno  al  punto  M,  di  maniera  che 
passi  contemporaneamente  alla  generatrice  pe’punti  M"  e P", 
M'"  e P'", . . . dove  a mano  a mano  taglierà  le  curve  AID  cd 
MX  ; con  ciò  questo  piano  movibile  conterrà  costantemente 
le  tre  secanti  variabili.  Or  quando  la  generatrice  sarà  ritor» 
nata  nella  posizione  GAIg  , il  punto  M'  movibile  sopra  AID  sarà 
giunto  in  AI  : nello  stesso  tempo  il  punto  P'  della  curva  AIX 
avrà  dovuto  evidentemente  riunirsi  con  AI,  e per  una  conseguen- 
za necessaria  sulla  curva  variabile  G'g'  i punti  P'  ed  AP  si  sa- 
ranno  parimente  congiunti:  dunque  allora  le  tre  secanti  movi' 
bili,  saranno  divenute  rispettivamente  tangenti  alle  curve  AID  , 
AIX  , AIG  ; e tenendo  presente  che  por  ogni  posizione  della  gC' 
ncralrice  ,essc  crau  sempre  situale  in  un  medesimo  piano  , se 
ne  conchiuderà  che  allora  quandosarau  divenute  IctangcnliAlT, 
AIT'jAIT",  saranno  anche  in  un  solo  cd  unico  piano  , il  qualo 
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è il  limite  delle  posizioni  prese  successivamente  dal  piano  mo- 
vibile  delle  Ire  secanti  (*). 


(*)  l'arò  osservare  che  a me  pareva  indispensabile  premettere  que- 
sto  teorema  ( cosi  dimostrato  nelle  mie  lezioni  alla  Scuola  Politecnica 
lin  dal  1S17  ) per  potere  in  seguito  prestare  al  metodo  inlinitesimale 
considerazioni  abbreviate  c cotanto  utili  alle  quali  ricorreremo  noi 
stessi  ( ».  /j'ó’  ).  Infalli,  non  prima  di  aver  provato  rigorosamente 
elle  tutto  Io  tangenti,  allo  ste.'sso  punto  di  una  superficie,  sono  in  un 
piano  unico,  è permesso  di  considerar  la  superficie  come  composta  di 
elemenli  superjìciiilt  piani,  perebè  allora  sono  formati  dagli  clementi 
lineari  comuni  alle  curve  della  superficie  e olle  loro  tangenti.  Alla 
dimostrazione  precedente  si  è obbiettato  che  la  retta  M'P'  rispetto  alla 
curva G'g*  è una  secante  i cui  due  punti  d’incontro  si  sono  riuniti;  ma 
nell’intervallo,  la  linea  G 'g'  non  è rimasta  costante  di  forma,  la  qual 
condizione  è ordinariamente  ammessa  quando  si  definisce  la  tangente 
come  il  limite  di  una  secante.  A ciò  basta  rispondere  che  nella  geome- 
tria piana  si  ammelte  questa  permanenza  di  forma,  quantunque  taci- 
tamente , poiché  non  vi  si  considerano  che  curve  date  invariabil- 
mente ; ma  se  non  uscendo  da  un  piano  si  traccia  un  cerchio  che 
taglia  una  retta,  poscia  se  ne  facesse  dceresccrc  il  raggio  fintan- 
toché i due  punti  di  sezione  si  riunissero,  nou  vi  screbbe  alcun  dubbio 
che  questo  cen  ino  variabile  non  sia  allora  divenuto  tangente  alla  ret- 
ta. Per  lochc  la  permanenza  di  forma  non  è assolutamente  necessaria; 
e volerla  esigere,  sarebbe  un  restringere  senza  bisogno  il  carattere 
generale  della  tangente  ad  una  curva.  Fa  d’  uopo  dunque  definir  la 
tangente  siccome  il  limite  delle  posizioni  che  prende  una  secante  del- 
la quale  i due  punti  di  sezione  si  sono  avvicinali  indefinitamente, pur- 
ché sieno  essi  situati  sullo  stesso  ramo  della  curva  , né  questa  abbia 
variato  di  forma  e di  posizione  che  secondo  una  legge  continua;  e 
'questo  è appunto  ciò  che  avviene  qui  per  la  curva  G'g^,  poiché  la  su- 
perficie è essa  stessa  supposta  continua  : 

Aggiungiamo  finalmente  che  farà  d’uopo  considerare  altresì  come 
tangenti  l’una  dell’altra,  due  curve  qualunque  le  quali  dopo  essere  sfate 
secanti,  abbian  cambiato  posizione  e forma  secondo  una  legge  continua 
fino  a far  coincidere  due  de’ loro  punti  d’incontro,  perciocché  è evi- 
dente che  avranno  acquistato  una /ungente  comune,  la  quale  sarà  il 
limite  delle  posizioni  della  retta  movibilc,  che  passa  pe’duc  punti  co- 
muni alle  curve  secanti. 
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Inoltre,  avendo  la  curva  MX  nel  caso  precedente,  una  posi'* 
zione  arbitraria  sulla  superfìcie, ne  segue  cheli  piano  condotto 
per  le  tangenti  delle  due  linee  MG  ed  MD,  conterrà  la  tangente 
di  ogn’altra  curva  distesa  per  M ; sicché  questo  piano  sarà  an" 
che  tangente  alla  superficie,  secondo  la  definizione  data  al  pria-* 
cipio  di  questo  articolo^ 

96.  Quando  una  superficie  presenta  due  o molte  falde  che 
si  tagliano  , conte  avverrebbe  in  un  cono  la  cui  base  fosse  una 
curva  a nodo , i punti  di  quelle  intersecazioni  sembra  a prima 
giunta  offrano  una  eccezione  alla  proprietà  di  cui  gode  il  piano 
tangente  in  generale  ; ma  si  riconoscerà  che  questa  circostanza 
rientra  nc’casi  ordinari , se  si  osserva  che  tutte  le  tangenti  in 
uno  stesso  punto  dèli’  intersecazione  devono  essere  distribuite 
sulle  due  falde,  come  lo  sarebbero  sopra  due  superficie  indipen- 
denti , le  quali  si  tagliassero  su  questo  luogo  e ciascuna  avrebbe 
il  suo  piano  tangente  distinto  da  quello  dell’altra. 

97.  Non  per  tanto  s’incontrano  qualche  volta  delle  vere. ec- 
cezioni alla  proprietà  del  piano  tangente  ; ma  ciò  non  può  av- 
venire che  ripunti  singolari  della  superficie  , pe’  quali  la  ge- 
neratrice o la  direttrice  venendo  a ridursi  ad  un  punto  unico  , 
non  ammettono  più  alcuna  tangente.  Per  esempio  al  vertice 
di  un  cono,  i diversi  lati  che  vi  si  tagliano , sono  linee  rette  si- 
tuate sulla  superficie  e sono  esse  stesse  le  loro  proprie  tangenti; 
nondimeno  queste  rette  stanno  a due  a due  in  piani  evidente- 
mente distinti.  11  vertice  di  un  cono  è dunque  un  suo  punto 
singolare  pel  quale  non  esiste  piano  tangente.  Ma  laddove  si 
consideri  che  la  generatrice  parallela  alla  base  del  cono  (n.72  ) 
si  reslrignc  sempre  più  all’avvicinarsì  al  Vertice  , e si  riduce 
ad  un  punto  giugendovi , il  quale  a parlar  rigorosamente  più 
non  ammcllc  alcuna  tangente  , si  concepirà  come  la  dimostra- 
zione generale  del  n.  gS  cessa  di  essere  applicabile  a questo 
caso  particolare.  La  stessa  cagione  di  eccezione  s’incontrereb- 
be partendo  dalla  definizione  data  n.  "jl  per  le  superficie  coni- 
che , poiché  allora  una  delle  direttriei  della  retta  movibile  sa 
rebbe  il  punto  unico , detto  vertice  del  cono  , nò  tale  direttri- 
ce ò suscettiva  di  avere  una  tangente. 
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Una  circostanza  analoga  si  presenta  nelle  superficie  (ITrivolu- 
zione,  il  cui  meridiano  taglia  l’asse  sotto  un  angolo  millp  o dif- 
ferente dal  retto  : al  punto  di  una  tale  superficie  situato  sull’as- 
se di  rivoluzione,  non  vi  è più  piano  tangente,  e lo  tangenti  alle 
diverse  posizioni  del  meridiano  formano  al  contrario  un  cono 
retto.  Ciò  che  si  riconoscerà  facendo  girare  un  cerchio  intorno 
ad  una  delle  sue  corde. 

98.  E importantissimo  osservare  che  la  definizione  del  piano 
tangente , data  ».  non  richiede  assolutamente  ch’esso  abbia 
un  solo  punto  comune  colla  superficie.  Ciò  ha  luogo  , in  vero, 
nelle  superficie  interamente  convesse  ; ma  in  altri  casi  può  il 
piano  tangente  incontrare  la  superficie  in  diversi  punti,  ed  an- 
che tagliarla  secondo  una  curva  che  passa  pel  punto  di  contat- 
to, come  ne  vedremo  degli  esempi  nel  toro  ( ».  j38 ) , e nelle 
superficie  storte.  Questo  particolare  non  osterà  che  colai  pia- 
no comprenda  le  tangenti  di  tutte  le  curve  tracciate  sulla  super- 
ficie le  quali  partono  dal  punto  in  qnistione,  c quivi  per  conse- 
guenza toccherà  realmente  la  superficie  ; mentrcchò  negli  altri 
punti  che  avrà  comuni  con  essa  , sarà  generalmente  secante. 

99.  Pur  tuttavolta  sono  alcune  specie  di  superficie , in  cui  il 
piano  eh’ è loro  tangente  in  un  punto,  è necessariamente  tangente 
per  tutta  quanta  la  lunghezza  di  una  retta.  Consideriamo  in  ef- 
fetto il  cilindro  ABC  a base  qualunque  ; se  per  la  generatrice  ria.  xxxii 
AB  e la  tangente  BT  alla  base  , si  conduca  uh  piano  , io  dico  , 

che  non  solo  conterrà  esso  le  tangenti  alle  diverse  curve  che  si 
vorranno  tracciare  sulla  superficie  pel  punto  B (ciocche  si  dedur- 
rebbe dal  teorema  dimostrato  ».  ma  comprenderà  ancora 
le  tangenti  a tutte  le  altre  curve  tracciale  sul  cilindro,  pc’diversi 
punti  della  generatrice  AB  ; e por  giustificare  questa  asserzione, 
basterà  far  vedere  che  il  piano  ABT  contiene  la  tangente  MV 
alla  curva  qualunque  MX.  Or , se  per  AB  ed  un  punto  D vici- 
no a B conduco  il  piano  ABll , questo  taglierà  cvidentemeuto 
il  cilindro  secondo  una  retta  DE  parallela  ad  AB , e la  curva 
MX  in  un  punto  G situato  su  DE;  di  maniera  che  siffatto  pia- 
no conterrà  le  due  secanti  BDR  cd  MGS.  Ora  facciamolo  gira- 

■ IO 
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re  inforno  ad  AB  in  modo  che  il  punto  D si  ayyieini  a B : i 
punii  di  sezione  D e G cambieranno  di  posizione  sulle  curye  , 
ma  sempre  si  troyeranno  insieme  sopra  una  retta  moyibile,  co* 
stantemente  parallela  ad  AB  ; dunque  allora  quando  uno  di 
questi  punti  D sarà  riunito  con  B , l’altro  punto  G coinciderà 
nello  stesso  tempo  con  M;  cioè  quando  il  piano  moyibilc  avrà 
occupato  la  posizione  ABT , la  secante  variabile  MGS^  sempre 
situata  in  questo  piano  diverrà  la  tangente  MV  ; talché  que- 
st’ultima  retta  giacerà  sul  piano  ABT. 

Conchiudiamo  da  ciò  che  un  piano,  il  quale  toeda  un  cilindro 
in  un  punto  qualunque , è necessariamente  tangente  per  tutta 
la  lunghezza  della  generatrice  rettilinea  che  passa  pel  punto 
di  contatto. 

100.  Nelle  superficie  coniche  , il  piano  tangente  gode  an> 
cora  della  stessa  proprietà,  ciocché  si  dimostrerà  d’uua  manie- 
ra conforme  , osservando  che  in  questo  caso  i punti  di  sezione 
D e G sono  situali  costantemente  su  d’una  stessa  retta  variabi- 
le , imperò  incontra  sempre  AB  nel  vertice  del  cono.  Finalmen- 
te , vedremo  più  innanzi  die  questa  stessa  proprietà  sussiste 
non  meno  in  una  classe  di  superficie  denominate  sviluppabili 
delle  quali  i cilindri  ed  i coni  sono  specie  particolari. 

101.  Ciò  non  di  meno  sarebbe  un  errore  il  credere  che  que- 
sto contatto  del  piano  tangente  , per  tutta  la  lunghezza  di  una 
retta  , abbia  luogo  dacché  le  superficie  onde  abbiamo  parlato 
ammettono  generatrici  rettilinee  ; perciocché  incontreremo 
quanto  prima  alcune  superficie  generate  anche  da  una  linea 
retta  , e dinominatc  storte  , nelle  quali  il  piano  tangente  non 
soddisfa  alle  condizioni  del  vero  contatto,  che  persolo  un  pun- 
to , quantunque  esso  contenga  tutta  intera  una  retta  della  su- 
perficie ( vedete  I n.  , e /dC^). 

102.  Il  teorema  , dimostrato  n.  gg  , offre  una  conseguenza 
FiG.  XXEII  importante  che  avremo  spesso  a richiamare  in  seguito  , ed  è 

che  quando  su  di  un  piano  si  proiettano  una  curva  MX  e la 
sua  tangente  JU  V,  le  loro  proiezioni  sono  reciprocamente  tan- 
genti luna  delFaltra.la.  fatti,  per  proiettare  la  curvaMX,  farà 
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mestieri  (n.  4)  immaginare  un  cilindro  MBCX  il  quale  passi 
per  questa  linea  e sia  perpendicolare  al  piano  dato  , che  ta- 
glierà secondo  una  curva  BC  la  quale  sarà  la  proiezione  di  MX . 

In  seguito  per  proiettare  la  retta  MV  , farà  d'uopo  condurre  il 
piano  YMB,  il  quale  poiché  ad  evidenza  è tangente  al  cilindro 
in  M,  dovrà  esserlo  ancora  (n-  gff)  inB,  e per  conseguenza  com- 
prenderà la  tangente  BT  condotta  alla  base  BC:  la  quale  però 
sarà  l’intersecazione  del  piano  proiettante  con  quello  di  que-  ^ 

sta  base,  e quindi  la  proiezione  di  MV. 

La  stessa  conseguenza  sussìsterebbe  eziandio,  se  sì  proiettasse 
la  curva  c la  sua  tangente  con  rette  obbliquoal  piano  dato,  ma 
sempre  parallele  fra  loro. 

io3.  lliassumendo  ciò  ch’è  stato  detto  intorno  a’ piani  tan- 
genti , deve  conchiudersene , che  per  costruire  il  piano  che 
tocca  una  superficie  qualunque  in  un  punto  dato,  basterà  quiu- 
d’innauzi  cercare  le  tangenti  a due  curve  tracciate  sulla  super- 
ficie pel  punto  di  cui  si  tratta  , preferendo  in  ciascuno  esempio 
quelle  che  offriranno  maggior  facilità  ; farvi  di  poi  passare  un 
piano,  ciocché  si  eseguirà  come  al  ( n.  Z2 ).  Come  prima  dare- 
mo alquanti  esempi  di  queste  costruzioni. 

Quando,  pel  punto  dato,  passerà  una  retta  tutta  situata  sulla 
superficie,  sarà  essa  stessa  la  sua  propria  tangente,  e starà  perciò 
sul  piano  tangente;  pure  non  bisognerà  sempre  dedunic , che 
questo  piano  tocca  la  siiporficie  per  tutta  la  lunghezza  di  co- 
tal  retta  ( n.  ioi). 

io4  La  normale  una  superficie  è la  retta  perpendicolare 
al  piano  tangente  condotta  dal  punto  di  contatto  , che  'perciò 
si  costruirà  facilmente  (n.  33)^  determinate  che  saranno  le  trac- 
ce del  piano  che  tocca  la  suporficie  nel  punto  in  quistionc. 

io5.  Or  io  veggo  opportuno  di  esporre  una  regola  generale 
acconcia  a determinare  il  contorno  apparente  di  un  corpo,  cioè  FiG.xxxiit 
la  linea  che  separa  le  parli  della  sua  superficie  visibili  all’osser- 
valore  dalle  invisibili.  Sia  dunque  in  O rocchio  dello  spettato- 
re, immaginiamo  quanti  piani  possibili  si  possan  condurre 
tangenti  alla  superficie  proposta  per  colai  puuto;  essi  la  loc- 
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fileranno  ne’pmili  AjB,C...  che  formeranno  una  curva  cui  ter- 
mineranno tult’i  raggi  visuali  OA  ,OB, OC...  tangenti  alla  su- 
perficie; sicché  questa  linea  ABCD  sarà  il  limite  della  parte  , 
che  può  scorgere  l’osservatore  colà  collocato. ftfa  questo  contor- 
no apparente  cambierebbe  di  forma  , e di  posizione  se  il  punto 
di  veduta'  si  spostassc:ed  in  atto  di  esempio  sia  trasportato  in  O', 
il  contorno  apparente  diverrà  A'B'C'D'.  Farebbe  d'uopo  dun- 
que assegnare  in  ciascun  caso  la  posizione  del  punto  di  veduta, 
determinare  di  poi  in  conseguenza  il  contorno  apparente,  il  cho 
darebbe  luogo  ad  operazioni  grafiche  cho  apprenderemo  , ò 
vero , ad  eseguire  nella  prospettiva , ma  qui  intralcerebbero 
ìnutiimeute  i nostri  disegni;  mentre  conservando  l’ipotesi  già 
ammessa  n.  i6,  secondo  la  quale  il  punto  di  veduta  , in  ogni 
proiezione  orizzontale^  è posto  aduna  distanza  infinita  sulla 
verticale  00'  che  passa  per  un  punto  qualunque  dell’ oggetto, 
i piani  tangenti , i cui  puuti  di  contatto  colla  superficie  facevau 
conoscere  la  curva  ABC...  diverranno  tutti  verticali^  c la  loro 
dclerminaziouó  sarà  eifettuata  per  l’ordinario  di  una  maniera 
semplicissima,  siccome  rileveremo  ne’ disegni  seguenti. 

loG.^llisulta  da  ciò  chei7 contorno  apparente  di  unasupcr- 
ficie  proiettata  sul  piano  orizzontale,  si  conseguisce  cercando 
i punti  di  contatto  di  tutti  quei  piani  tangenti  i quali  son  ver- 
ticali. r 

La  sua  proiezione  verticale  poi,  ha  il  suo  punto  particolare  di 
veduta  , eh’  è supposto  («.  i6)  ad  una  distanza  infinita  sopra 
una  perpendicolare  al  piano  verticale  ; onde  si  deduce  che  il 
contorno  apparente  , relativo  a questa  proiezione  non  sarà  lo 
stesso  di  quello  riferito  al  piano  orizzontale  , ma  si  conseguirà 
cercando  i punti  di  contatto  della  superficie  con  quelli  piani 
tangenti  che  sono  perpendicolari  al  piano  verticale. 

107.  Possiamo  iutanto  dar  compimento  alle  regole  indicate 
(n.  i!>,  e /^),  intorno  il  punteggiamento  delle  linee  principali. 
Da  tutto  quanto  precede  discende  chele  linee  o partidi  esse,  lo 
quali  sopra  una  superficie  qualunque,  staranno  in  su/ con  forno 
apparente  relativo  alla  proicziouc  orizzontale  saranno,  sole  vi- 
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sibili  SU  questa  proiezione;  in  quanto  al  piano  verticale,  le  solo 
parli saranno  quelle  che  giaceranno  aranlidel  contorno 
apparente  relativo  a quest’  ultimo  piano.  Ma  non  si  dovrà  ob- 
Lliarc  che  una  medesima  linea  potrà  essere  visibile  in  una  delle 
proiezioni  ed  invisibile  ncH’altra,  perciocché  il  punto  di  veduta 
è differente  ne’ due  casi:  di  mainiera  che  farà  mestieri  su  cia- 
scun piano,  adoperare  con  discernimento  i due  modi  di  punteg- 
giamento oramai  assegnato  per  le  linee  priticìpali , ricordando 
sempre  che  le  distinzioni  precedenti  non  si  applicano  alle  linee 
ausiliane  (n.  iò%  2.“) 

108.  Inoltre  ogni  volta  che  in  un  disegno  sarà  figurato  un 
piano  indefinito  , tangente  , o secante  non  lo  terremo  siccome 
col  folto  esistesse , ma  supporremo  che  siasi  voluto  solamente 
darne  o trovarne  le  tracce;  poiché  in  diverso  caso  questo  piano 
iiciscoudcrcbbc  quasi  sempre  una  gran  parte,  o tutta  la  super- 
ficie, ciò  che  produrrebbe  il  grave  inconveniente  di  non  lasciare 
più  distinguere  su  di  essa , oggetto  principale  del  disegno  , lo 
parti  superiori , o anteriori  dalle  loro  opposte  : in  guisaché  la 
forma  degli  oggetti  sarebbe  meno  rimarcata  nel  disegno  gra- 
lico.  Questa  reslrizione  dovrà  sempre  sottintendersi  d’ oru  in- 
nanzi , senza  bisogno  di  rammemorarla  volta  per  volta. 


CAPITOLO  III, 

DEI  PIANI  TANGENTI  AI  CILINDIII , En  AI  CONI. 

io<).  Per  un  punto  dato  sulla  superjìcie  dt  un  cilindro  tjua-  fig.xxxix 
Iwifjue,  conduryli  un  pian  i lunrjenle. 

Sia  AECtr  la  direttrice  del  cilindro,  che  supponiamo  situata 
nel  piano  orizzontale,  e quantunque  tal  linea  sia  qui  un  cerchio, 
il  metodo  sara  generale  ed  applicabile  ad  ogni  altra  curva;  sia  . 
ancora  (a^,  a'b')  la  retta  cui  la  generatrice  rettilinea  deve  sor- 
harsi  costauleuieute  parallela  seorrendo  sopra  AECG.  Comlncc- 
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pomo  dal  determinare  il  conlorno  apparente  della  superficie  clic, 
sul  piano  orizzontale,  daranno(/i.  taS)  i punti  di  contatto  di  tut- 
t’i  piani  tangenti  verticali.  Or,  ogni  piano  di  questa  specie  con- 
lenendo  un  lato  (*)  del  cilindro,  avrà  per  traccia  orizzontalo  la 
proiezione  stessa  di  questa  retta,  cioè  una  parallela  ad  ab  ; dip- 
più  detto  piano  toccherà  il  cilindro  per  tutta  la  lunghezza  di 
questa  generatrice  (n.  e per  conseguenza  la  sua  traccia 
dovrà  esser  tangente  alla  base  AECG;  dunque  se  si’ conducano 
a questa  curva  le  tangenti  AB  c CD  parallele  ad  ab,  saran  queste 
le  tracce  dei  piani  tangenti  verticali  , c nello  stesso  tempo  le 
proiezioni  orizzontali  delle  loro  lince  di  contatto,  che  saranno 
le  due  generatrici  (AB,  A'B'  ) c ( CD,  C'D').  Ondechè  queste 
due  linee  formeranno  il  contorno  apparente  del  cilindro  sul 
piano  orizzontale,  ed  ogni  lato  di  esso  che  sarà  al  disotto  di  que- 
Bte  rette , cioè  che  anderà  a terminare  sul  semicerchio  AGC 
sarà  invisibile  in  proiezione  orizzontale. 

Il  contorno  apparente  poi  sul  piano  verticale  , sarà  determi- 
nato ( n.  106  ) dai  piani  tangenti  ad  esso  perpendicolari  ; le 
loro  tracce  orizzontali  dovranno  dunque  esser  perpendicolari 
alla  linea  della  terra  , e tangenti  come  si  è detto  sopra  alla  base 
AECG  , epperò  saranno  EE'  c GG'.  In  seguito  , poiché  questi 
piani  toccheranno  necessariamente  il  cilindro  secondo  le  gene- 
ratrici EE  e GII,  le  cui  proiezioni  verticali  sono  E'F'  e G'II' 


(*)  Qualche  volta,  per  render  semplice  il  linguaggio,  chiameremo  lati 
di  un  cilindro  o di  un  cono  le  diverse  posizioni  della  generatrice  ret- 
tilinea; pure  non  bisogna  mai  dare  a queste  rette  il  nome  di  elementi, 
perciocché  gli  elementi  di  una  grandezza  devono  esser  sempre  ad  essa 
omogenei  : cosi  gli  clementi  di  una  superficie  sono  altre  piccole  super- 
fide  il  cui  a :gicgato  compone  la  superficie  in  quistionc.  Inoltre  sarà 
mestieri  più  innanzi  (n.  di  adoperare  questo  vocabolo  di  e/enienlo 
nella  sua  vera  accezione,  ed  allora  risulterebbe  da  questo  doppio  signi- 
ficato una  confusione  d’idee  assai  nociva  nella  teorica  delle  supcrlicio 
storte. Qualcdie  volta  adopreremo  ancora  il  vocabolo  di  base  per  dino- 
tare la  dircltriio  di  un  cilindro,  o di  un  cono,  particolarmente  quando 
questa  curva  è situata  sul  piano  orizzontale. 
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parallele  ada'i',  queste  due  rette  formeranno  il  contorno  ap- 
parente della  superfìcie  sul  piano  verticale;  di  maniera  che  tutt’i 
lati  indietro  di  queste  rette,  le  quali  termineranno  al  semicerchio 
EAG  saranno  invisibili  in  proiezione  verticale. 

no.  Ora  risolviamo  il  problema  proposto,  assumendo  Mper 
la  proiezione  orizzontale  del  punto  dato,  e poiché  deve  giacere 
sulla  superficie , non  bisognerà  scegliere  arbitrariamente  la 
seconda  proiezione,  perciocché  questa  si  deduce  da  quella.  In 
fatti,  pel  punto  in  quistioncsu!  cilindro,  passa  necessariamente 
uffa  generatrice  che  sarà  proiettata  orizzontalmente  secondo 
RIL  parallela  ad  ab;  ma  ML  muove  ad  incontrare  la  base  del 
cilindro  in  L,  dunque  siffatto  punto  dovrà  essere  la  traccia  oriz- 
zontale di  questo  lato,  la  cui  proiezione  verticale  sarà  per  con- 
seguenza L'R'  parallela  ad  a'b' ; talché,  proiettando  il  punto 
M su  L'K.'  si  conseguiranno  le  due  proiezioni  M ed  M'  del  punto 
assegnato  sul  cilindro. 

Esiste  nonpertanto  una  seconda  soluzione;  poiché  la  retta  ML 
tagliando  la  base  in  due  punti  L c V , possiam  dire  che  V é la 
traccia  di  un  altro  lato  proiettato  egualmente  su  MV,  ma  di  cui 
la  proiezione  verticale  sarebbe  V'iv";  di  guisa  che  se  il  punto 
M vien  riferito  sopr’essa  in  M",vi  sarà  sul  cilindro  un  secondo 
punto  (M,M”)  che  sarà  come  il  primo  (M,M')  proiettato  oriz- 
zontalmente in  M. 

III.  Ciò  premesso,  si  costruisca  il  piano  tangente  pel  punto  fig.ixxix 
(M,M').  Questo  piano  comprenderà  la  generatrice  (ML.M'L' J 
c per  conseguenza  la  sua  traccia  passerà  pel  piede  L di  quella; 
poi  avendo  a toccare  il  cilindro  per  tutta  la  lunghezza  della 
mentovata  generatrice  ( n-  gg  ) ■,  conterrà  necessariamente  la 
tangente  della  base  al  punto  L,  cioè  la  linea  LQ  , che  sarà  pre- 
cisamente la  traccia  orizzontale  del  piano  dimandalo.  Per  otte- 
nere r altra  traccia , si  cercherà  il  punto  R’  in  cui  la  retta 
(ML,  M'L'),  contenuta  in  questo  piano,  va  ad  incontrare  il  ver- 
ticale, e QR'  sarà  la  traccia  verticale  del  piano  tangente.  Ma 
se  avviene  come  nel  nostro  disegno , che  la  traccia  PQ  vada  a 
tagliare  la  linea  della  terra  ad  una  distanza  considerevole,  s’im- 
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masfiiicrà  coiuloUa  nel  piano  langcnlc,  pel  punto (M,M')  una, 
orizzontale  ausiliaria  della  quale  le  proiezioni  saranno  evidcn* 
tc'inenle  MX  parallela  a PL,  cd  M'X'  alla  linea  della  terra;  po- 
scia costruendo  il  punto  X'  in  cui  questa  orizzontale  va  ad  in- 
contrareil  piano  verticale, dovrà  questo  punto  appartenere  ancor.a 
.alla  traccia  verticale  del  piano  tangente  ; la  quale  sarà  X'R'. 
In  tutti  i casi  siffatto  mezzo  è utile  adoperarsi  come  prova. 

In  quanto  al  piano  tangente  relativo  al  punto  si  os- 

serverà che  il  lato  di  contatto  è qui  proiettato  su  MV , M"V'  ; 
dunque  conduccndo  pel  piede  V di  questa  retta  una  tangentb 
VS  alla  base  del  cilindro , sarà  essa  la  traccia  orizzontale  di 
questo  nuovo  piano  tangente.  La  traccia  verticale  SR"  si  de- 
terminerà, come  qui  sopra,  cercando  il  punto  R"  in  cui  il  lato 
di  contatto  incontra  il  piano  verticale  ; ovvero  si  adoprerà  la 
orizzontale  (àlY,M"Y')  che  somministrerà  un  terzo  punto  Y' 
di  questa  traccia. 

11 2.  Osserviamo  inoltre  che  i due  piani  tangenti  PQR'  c 
P.SR'  or  ora  costrutti,  comprendono  due  generatrici  del  cilindro 
che  sono  parallele  tra  loro;  talché  questi  piani  non  potranno 
tagliarsi  che  secondo  una  retta  parallela  a, cosiffatti  lati.  Per 
conseguenza  se  si  costruisco  ( n.  27 ) rintcrsecazione  ( PR,P'R') 
de’prcdetti  due  piani,  questa  retta  dovrà  venire  esattamente  pa- 
rallela ad  (r/i,  a'ò'),  ciocche  profferirà  una  novella  prova 
delle  operazioni  grafiche  precedenti. 

11 3.  Per  le  dettale  cagioni  71.  foS,  ci  siamo  proposti,  nel 
presente  disegno , non  già  di  considerare  come  se  realmente 
esistessero  i piani  tangenti  ; ma  di  costruirne  solamente  le  trac- 
ce, le  ([uali  poiché  sono  esistenti, farà  mestieri  punlegr/iare  le  parti 
che  si  trovano  nascoste  dalla  proiezione  del  cilindro  sul  piano 
orizzontale  c sul  verticale.  Tratt.anlo  dei  diversi  lati  del  cilin- 
dro noi  avremmo  potuto  punteggiare  quelli  che  avevano  servi- 
to come  linee  ausiliarie  per  pervenire  a’ piani  tangenti  ; puro 
abbiamo  preferito  di  riguardare  tutte  queste  rette  come  altret- 
tante genuralrici  il  cui  insieme  meglio  addimostra  la  forma 
della  superficie , c che  perciò  lian  dovuto  esser  segnate  con  un 
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tratto  pieno  o punteggiato , secondochè  erano  visibili  o no , la 
qual  distinzione  si  effettuerà  secondo  la  regola  enunciata  al 
n.  109. 

ii4-  Se  si  vuole  costruire  la  curva  secondo  la  quale  il  ciliii* 
dro  penetra  il  piano  verticale  , basterà  cercare  le  tracce  delle 
diverse  generatrici  di  questa  superGcie , e si  otterrà  cosi  la  linea 
che  nel  tolto  esempio  sarà  un’ellisse,  e dovrà 
toccare  nc’punti  R' , R",  le  tracce  dc’due  piani  tangenti,  poi- 
ché questi  comprendono  ( n-  gg  ) le  tangenti  di  tutte  le  curve! 
situate  sul  cilindro,  c condotte  pei  diversi  punti  del  loro  lato 
di  contatto.  Per  ottenere  il  punto  più  alto  ed  il  più  basso  della 
curva  F'R'D'iP  . . . , sarà  sufficiente  di  costruire  le  due 
generatrici  che  corrispondono  ai  punti  della  base  in  cui  la  tan- 
gente è parallela  alla  linea  della  terra  ; stantechè  per  ciascuna 
di  queste  generatrici  , il  piano  tangente  corrispettivo  taglierà 
il  piano  verticale  secondo  una  retta  evidentemente  parallela 
alla  linea  della  terra  , e per  conseguenza  orizzontale\  di  ma- 
niera che  questa  intersecazione,  che  per  altro  toccherà  necessa- 
riamente la  curva  F'R'D'H' . . . , ne  indicherà  il  punto  più  alto 
o il  più  basso. 

Il 5.  Aggiungiamo  finalmente  che  se  si  fosse  dapprima  asse- 
gnato per  la  direttrice  del  cilindro,  una  curva  qualunque  situata 
nello  spazio  e determinata  dalle  sue  due  proiezioni  su  i piani 
fìssi , si  avrebbe  potuto  ridurre  questo  caso  al  precedente  , ti- 
rando pei  diversi  punti  di  questa  curva  alquante  parallele  alla 
retta  (oà,  a'b‘),  e cercando  le  tracce  di  questi  lati  sul  piano  oriz- 
zontale; e sarebbesi  trovata  la  base  AELG  che  noi  ci  siamo  pro- 
posta immediatamente. 

1 1 6 Condurre  un  piano  tangente  ad  un  cilindro, per  un punto 
dato  fuori  di  esso. 

Conserviamo  pel  cilindro  gli  stessi  dati  precedenti,  e sia(N,'N')  fig.xxxix 
il  punto  assegnato  nello  spazio;  pel  dato  punto  condurremo  pa- 
rallelamente alle  generatrici  una  retta  (NP,N'P')  che  dovrà  evi- 
dentemente esser  contenuta  tutta  nel  piano  tangente  cercato  , 
posciachè,  qual’ esso  sia,  conterrà  un  iato  del  cilindro.  Dunque 

II 
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costruendo  la  traccia  orizzoatale  P di  questa  retta,  si  otterrà  ua 
punto  della  traccia  del  piano  dimandato;  la  quale  dovendo  toc- 
care la  base  del  cilindro  (n.  sarà  una  delle  tangenti  PLQ  e 
PVS,  che  le  si  possoa  condurre  pel  punto  P.  Vi  saranno  però 
due  piani  che  risolveranno  il  problema  , e le  tracce  loro  verti- 
cali si  otterranno  facilmente,  poiché  ciascuno  di  essi  compren- 
derà le  rette  (PN,  P'N')  ed  il  lato  che  parte  dal  punto  di  con- 
tatto L o V (*).  D’ altro  canto  si  potrebbe  ancora  , come  nel 
(»■  ///),  immaginare  pel  punto  dato  (N , N')  una  orizzontale 
situata  nell’  uno  o nell’  altro  de’  piani  tangenti , e costruirne  la 
traccia  verticale. 

1 1 7.  Trovare  un  piano  che  eia  tangente  ad  un  cilindro  e pa- 
rallelo ad  una  retta  data. 

71G.  xxxx  AECG  la  base  del  cilindro  sul  piqpo  orizzontale,  ed  (EF, 
E'F')  una  delle  generatrici  ; si  costruirà  il  contorno  apparente 
di  questa  superbeie  su  i due  piani  fissi  come  al  ».  log  : poscia 
se  si  rappresenti  con  (mn,  m'n')  la  retta  data , farà  d’uopo  per 
un  suo  punto  condurre  una  parallela  (ma,  m'a')  alle  generatrici 
del  cilindro,  e far  passare  un  piano  per  queste  due  rette;  il  quale 
avendo  per  traccia  orizzontale  a»,  dovrà  esser  parallelo  al  piano 
tangente,  perocché  contenendo  questo  un  lato  del  cilindro  è ne- 
cessariamente parallelo  alle  due  rette  proiettate  in  ma  ed  mn  ; 
sicché  la  sua  traccia  sarà  una  delle  due  tangenti  PQ,  o TS  con- 
dotte alla  base  parallelamente  ad  on.Per  la  qual  cosa  vi  saranno 
due  soluzioni  ancora,  e le  tracce  verticali  QR',  SV'  si  otterran- 
no facilmente  per  mezzo  de’  lati  di  contatto  che  saranno  (PR  , 
P'R')  per  uno  de’  piani  , e (TV,  per  l’ altro.  Qui  i duo 


(*)  Avviene  qui  che  i punti  di  contatto  L e V sono  su  di  una  stessa 
parallela  alla  rotta  a b,  poiché  abbiamo  voluto  adoperare  la  figura  del 
problema  precedente;  ma  quando  si  prenderà  il  punto(N,N')  aU’intutto 
arbitrariamente,  questa  circostanza  non  avrà  luogo  generalmente  , nè 
ciò  per  altro  cambierà  nulla  a’ragionomenti  che  ci  han  guidati  a risol- 
evre  questo  problema. 
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piani  tangenti  saranno  evidentemente  paralleli,  e per  conse- 
guenza le  loro  tracce  verticali  dovranno  trovarsi  anche  paral- 
lele l’una  all’altra. 

118.  Nel  terminare  questi  problemi  su  i cilindri,  osserviamo 
non  potersi  esigere  che  un  piano  fosse  tangente  ad  una  tale  su- 
perficie e passasse  nello  stesso  tempo  per  una  retta  data.  Impc- 
■rocchè  se  un  piano  tocca  un  cilindro  in  un  punto  , come  si  è 
veduto»,  gg,  òdi  forza  tangente  lungo  la’generatrice  che  passa 
per  esso;  di  maniera  che  questa  prima  condizione  ne  compren- 
de implicitamente  altre  due  , secondo  le  quali  il  piano  cercato 
deve  aver  contatto  con  due  punti  della  superficie:  che  perciò  se 
vi  si  aggiunga  l’altra  di  passare  anche  per  una  retta  o per  due 
punti  dati  al  di  fuori,  si  avranno  quattro  condizioni  distinte,  lad- 
dove tre  sono  sufficienti  per  determinare  la  posizione  di  un  pia- 
no. Nondimeno,  se  la  retta  data  fosse  parallela  a’iati  del  cilin- 
dro, ciò  varrebbe  lo  stesso  che  se  fosse  assegnato  un  punto  so- 
lo, ed  il  problema  si  ridurrebbe  a quello  del  ».  nS. 

119.  Per  un  punto  dato  topra  una  superficie  conica  con- 
durle un  piano  tangente. 

Sia  ACBD  la  curva  direttrice  che  supponiamo  situata  nel  pia-  nc.  ax.xxr 
no  orizzontale  , ed  (S,  S')  il  vertice  del  cono  ; comiuceremo 
col  determinarne  il  contorno  apparente  sul  piano  orizzontale  , 
cercando  (n.  106)  tutt’i  piani  tangenti  verticali.  Ciascuno  dei 
quali  avendo  per  traccia  orizzontale  la  proiezione  stessa  della 
generatrice,  che  vi  si  conterrà,  passerà  questa  traccia  pel  pun- 
to S;  poscia  avendo  a toccare  la  base,’perciocchè  qui  ancora  ha 
luogo  il  contatto  del  piano  tangente  (n.  100)  per  tutta  la  lun- 
ghezza di  una  generatrice , se  ne  conchiuderà  che  le  tangenti 
SA  , ed  SB,  condotte  dal  punto  .S , son  le  tracce  de’piani  verti-  ■ 
cali  tangenti  il  cono  secondo  i due  lati  (SAi,S'A')  ed(SB,S'B'), 
le  quali  formano  il  contorno  apparente  relativamente  al  p:ana 
orizzontale.  Di  maniera  che  ogni  generatrice  che  sarà  al  di  sot- 
to delle  summentovatc,  cioè  che  terminerà  ncUa  porzione  ADB, 
della  base,  sarà  invisibile  sul  piano  oriezonlmle. 
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Il  contorno  apparente  sul  piano  verticale,  sarà  dato  da’ piani 
tangenti  al  cono  perpendicolari  a questo  piano  di  proiezione 
(n.  to6)  ; sicché  le  tracce  orizzontali  di  colali  piani  dovendo  es- 
sere perpendicolari  alla  linea  della  terra,  c tangenti,  come  si  è 
detto,  alla  base  ACBD,  saranno  le  retto  CC'  o DD'. Inoltro  poi- 
ché questi  piani  toccheranno  evidentemente  il  cono  secondo  le 
generatrici  (CS,  C'S')  e (DS,  D'S') , ne  seguo  che  queste  rette 
formeranno  il  contorno  apparente  della  superficie  proiettala  sul 
piano  verticale;  e per  conseguenza  ogni  lato  che  starà  indietro 
a quelle  o terminerà  nella  porzione  CAD  della  base , sarà  invi- 
sibile in  proiezione  verticale. 

1 20.  Ritorniamo  adesso  al  probletìna  primitivo , e supponia- 
mo che  M sia  la  proiezione  orizzontale  del  punto  dato.  V altra 
proiezione  non  deve  esser  presa  arbitrariamente  ; perocché  il 
punto  in  quistione  appartiene  alla  superficie,  e deve  trovarsi 
su  d’uno  generatrice  la  quale  non  può  essere  proiettala  orizzon- 
talmente che  secondo  SM  ; questa  retta  avrà  dunque  per  trac- 
cia orizzontale  il  punto  E , o 1’  altro  G , e quindi  la  sua  proie- 
zione verliaale  sarà  S'E',  o S'G'.  Se  dunque  vi  si  riferisce  la 
proiezione  Meon  una  perpendicolare  alla  linea  della  terra,  si  ot- 
terranno le  duesoluzioni(M,M')  ed  (M,M")  pel  punto  assegnato. 

121.  Premesso  ciò,  costruiscasi  il  piano  tangente  pel  primo 
di  questi  due  punti, un  tal  piano  comprenderà  la  generatrice  (SE, 
S'E')  o toccherà  il  cono  per  tutta  quanta  la  lunghezza  di  questa 
retta  (a.  too)  ; perlocché  avrà  per  traccia  orizzontale  la  tan- 
gente PEQ  alla  base.  La  sua  traccia  verticale  dovrà  passare 
pel  punto  (F,F')  in  cui  il  lato  di  contatto  va  a penetrare  il  pia- 
no verticale,  e per  l’altro  Q dove  la  traccia  PE  anderebbe  a ta- 
gliare la  linea  della  terra:  ma  siccome  questo  punto  Q é qui  fuo- 
ri del  quadro,  vi  si  supplirà  immaginando,  pel  punto  (M,M') 
e nel  piano  tangente  cercalo,  una  orizzontale  (MX,M'X'),  la 
quale  andando  a penetrare  il  piano  verticale  in  X'  somministre- 
rà cosi  un  nuovo  punto  della  traccia  dimandala  QX'F'. 

Parimente  pel  punto  (M,M"),  il  lato  di  contatto  essendo  (SG, 
S'G'),  la  tangente  GV  sarà  la  traccia orizionlalc  del  piano  lan- 
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genio  altualc  ; e la  verticale  VF"  si  determinerà  cercando  il 
punto  F",  in  cui  il  lato  di  contatto  (GS,G'S')  va  ad  incontrare 
il  piano  verticale:  ovvero  si  farà  uso  come  precedentemente,  di 
una  orizzontale  (àlY,M”Y')  situata  nel  piano  tangente  del  qua- 
le ci  occuppiamo. 

122.  Osserviamo  qui  che  i due  piani  tangenti , da  noi  deter- 
minati, comprendendo  ciascuno  una  generatrice  del  cono,  pas- 
seranno ambedue  per  il  vertice  (S,  S');  da  cui  risulta  che  se  si 
costruisca  («.  27)  la  loro  intersecazione  , la  quale  è proiettata 
secondo  PR,  e P'R'  ne  avverrà  che  la  prima  di  queste  linee 
passa  per  S,  e l’altra  per  S',  ciocche  somministrerà  una  verifi- 
cazione delle  costruzioni  precedenti.  Oltrachè  le  tracce  verti- 
cali dovranno  toccare  in  F'  ed  in  F"  la  curva  secondo  la  quale 
il  cono  è tagliato  dal  piano  verticale,  e che  si  costruirà  cercando 
I punti  in  cui  le  diverse  generatrici  vanno  ad  incontrare  colai 
piano  di  proiezione. 

123.  Condurre  un  piano  tangente  ad  una  superficie  conica 
2>er  un  punto  dato  al  di  fuori. 

Sia  anche  ABC  la  base  del  cono  ed  (S,  S')  il  vertice;  si  delcr-  riG.xxsxH 
minerà, come  si  è praticato  di  sopra  il  contorno  apparente  della  su- 
perficie su  ciascuno  dc’piani  fissi, e rappresenteremo  con(N,N') 
il  punto  assegnalo  nello  spazio.  11  piano  tangente  che  si  cerca, 
dovendo  contenere  una  generatrice,  passerà  pel  vertice  (S,  S') 
e per  conseguenza  conterrà  la  retta  (SN,  S'K')  ; dunque  rin- 
tracciando il  piede  (P,  P')  di  questa,  e conduccndo  le  tangenti 
PEQ,  c PGV  idla  base,  queste  saranno  le  tracce  orizzontali  dei  ' 
due  piani  tangenti  che  soddisferauno  alla  quistione.  Inquanto 
alle  tracce  verticali,  esse  si  determineranno  per  mezzo  della  rellq 
(SIV,S'ì\')contenutane’due  piani, ovvero  per  via  de’latidi  coniano 
co’mcdesimi,  quali  soho  evidentemente  (SE,S'E')cd  (SG,S'G'). 

Si  potrebbe  adoperare  ben  anche  una  oi’izzonlalc  ausiliaria  con- 
dotta da  ciascun  piano  pel  punto  (N,  K')  siccome  abbiamo  già 
fatto  altre  volle. 

1 24.  Trovare  un  piano  che  sia  tangente  ad  un  cono,  e paral- 
lelo ad  una  retta  data. 
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figjXXXxii  Conserviamo  i medesimi  dati  precedenti , e sia  (mn,  m'n')  la 
retta  alla  quale  il  piano  tangente  dev’  essere  parallelo.  Poiché 
questo  piano  passerà  neeessariamente  per  il  vertice,  se  da  questo 
punto  conduciamo  parallelamente  ad(mrt,ff»'n')la  retta  (SP,S'P'), 
sarà  questa  evidentemente  contenuta  nel  piano  dimandato;  per 
conseguenza  la  sua  traccia  (P  , P')  apparterrà  alla  traccia  oriz- 
zontale  del  piano  tangente,  la  quale  sarà  una  delle  due  tangenti 
PEQ  , PGV  condotte  alla  base.  Vi  saranno  dunque  ben  anche 
due  soluzioni , e le  tracce  verticali  di  questi  piani  si  determine- 
ranno come  nel  numero  precedente. 

125.  Poiché  ogni  piano  tangente  ad  una  superlìcie  conica 
in  un  punto  la  tocca  necessariamente  per  tutta  la  lunghezza  di 
una  retta  (».  zoo),  l’osservazione  fatta  al  n.  118  si  applica  qui,  e 
ne  risulta  che  non  potrebbe  richiedersi  che  un  piano  sia  tangente 
ad  un  cono  e passi  nel  tempo  stesso  per  una  vetta  o per  due 
punti  dati,  salvo  che  la  retta  la  quale  riunisce  questi  due  punti 
passasse  pel  vertice;  perocché  allora  non  sarebbe  assegnato  che 
un  punto  solo  (n. 

Terminando  questo  capitolo,  aggiungeremo  qualche  proble- 
ma del  quale  indicheremo  solamente  le  vie  di  soluzione. 

126.  Per  una  retta  data  condurre  un  piano  che  faccia  con 
V orizzontale  un  certo  angolo  a.  Da  un  punto  qualunque  della 
retta  si  abbasserà  sul  piano  orizzontale  una  perpendicolare  cd 
un’  obbliqua , dirigendo  questa  parallelamente  al  piano  verti- 
cale , ed  in  modo  che  la  sua  proiezione  sopr’esso  formi  l’an- 
golo a colla  linea  della  terra.  Allora  immaginando  che  questa 
obbliqua  giri  intorno  della  verticale  , descriverà  un  cono  retto 
la  cui  traccia. orizzontale  sarà  un  cerchio  ben  facile  a determi- 
nare , ed  i cui  lati  saranno  tutti  inclinati  all’  orizzonte  per  una 
quantità  angolare  a;  talché  se  a questo  cono  si  conduce  un  pia- 
no tangente  che  passa  per  la  retta  data  , cioè  rivolgersi  al  pro- 
blema del  n.  123  ; si  otterrà  evidentemente  un  piano  che  sod- 
disferà  alle  condizioni  assegnale  dalla  quislionc. 

127.  Condurre  ad  un  cilindro  dato,  un  piano  tangente  la  cui 
inélinazionc  sul  piano  orizzontale  sia  « Si  costruirà  corno  nel 
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problema  precedente  un  cono  di  rivoluzione  i cui  lati  facciano 
r angolo  » col  piano  orizzontale;  poscia  tirando  pel  vertice  una 
retta  parallela  alle  generatrici  del  cilindro  , e facendo  passare 
per  essa  un  piano  tangente  al  cono  ( n.  iz3  ) , rimarrà  a con- 
durre al  cilindro  un  piano  tangente  parallelo  allo  anzidetto  ; il 
quale  problema  si  risolverà  come  al  n.  / / j , conducendo  alla 
base  del  cilindro  una  tangente  parallela  alla  traccia  orizzontale 
del  piano  che  toccava  il  cono.  Ben  si  comprende  che  il  proble- 
ma diverrà  impossibile  quando  la  parallela,  condotta  pel  vertice 
del  cono  ausiliario  andrà  a cadere  nell’interno  della  sua  base. 

Se  si  proponesse  lo  stesso  quesito  per  un  cono  dato  a base 
qualunque,  farebbe  d’uopo  apportare  de’cambiameiiti  alla  solu- 
zione prendendosi  per  vertice  del  cono  di  rivoluzione  quel  punto 
stesso  che  serve  di  vertice  alla  superfìcie  conica  data  dal  pro- 
blema ; di  poi  si  dovrebbe  condurre  una  tangente  comune  alle 
basi  di  questi  due  coni , la  quale  sarebbe  la  traccia  orizzon- 
tale del  piano  dimandato. 

128.  Per  un  punto  dato  , condurre  una  retta  che  sia  tan- 
gente ad  una  superficie  conica  e parallela  ad  un  piano  dato. 

Si  costruirà  primamente  un  piano  che  tocca  il  cono  e passa 
pel  punto  che  assegna  la  quistione;  in  seguito  si  taglierà  questo 
piano  con  un  altro  condotto  da  quel  punto  stesso  parallelamen- 
te al  dato  ; la  intersecazione  de’ due  piani  cosi  costrutti  sommi- 
nistrerà una  retta  che  soddisferà  al  quesito. 

CAPITOLO  IV. 

DEI  PIAMI  TANGENTI  ALLE  SUPERFICIE  DI  RIVOLUZIONE  , 
DATO  IL  PUNTO  DI  CONTATTO. 

129.  Poiché  per  ogni  punto  M preso  sopra  una  superfìcie  di 
rivoluzione  ( n.  q3)  passa  sempre  un  meridiano  AMD  ed  un 
parallelo FM.G,  se  si  costruiscano  le  tangenti  MT  edMV  a que- 
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Sic  ciii'vc,  c si  conduca  un  piano  per  colali  duo  rette,  sarà  (m. 
io3~)  desso  il  piano  tiingente  alla  superficie  in  M.  Or  la  tan- 
gente MV,  situala  nel  piano  del  cerchio  FMG  è evidentemente 
perpendicolare  tanlo  al  raggio  MO  quanto  all’asse  AO;  epperò 
lo  è ancora  al  piano  meridiano  AOM,  laonde  il  piano  tangente 
che  conterrà  MV  , sarà  perpendidOlare  al  meridiano.  Questa 
conseguenza  essendo  indipendente  dalla  natura  della  curva 
AMD,  c dalla  posizione  del  punto  M,  ne  risulta  questo  teorema 
riguardevole  : In  ogni  superficie  di  rivoluzione,  il  piano  tan- 
gente è sempre  perpendicolare  al  piano  meridiano  che  passa 
pel  punto  di  contatto. 

i3o.  Conducendo  pel  punto  M una  normale^MN  alla  superfi- 
cie , questa  retta  perpendicolare  al  piano  tnugeule,  sarà  neces- 
sariamente compresa  nel  piano  meridiano  AMD;  dunque  in  ogni 
sinierficic  di  rivoluzione  la  normale  va  ad  incontrare  V asse. 

Oltracciò  questo  incontro  avviene  allo  stesso  punto  per  tut- 
te le  normali  MN,PN,FN che  corrispondono  ad  uno  stes- 

so parallelo.  In  effetto  quando  il  piano  meridiano  AMD  gira  in- 
torno dell’  asse  trasportando  seco  le  rette  MN  ed  MT,  la  prima 
non  cessa  di  esser  perpendicolare  all’altra  ; oltrachè  questa  ret- 
ta inovibilc  MN,  sempre  compresa  nel  piano  meridiano,  è come 
questo  ( n.  tzg),  perpendicolare  successivamente  ad  ogni  tan- 
gente MV  del  parallelo;  dunque  MN  è perpendicolare  a due  tan- 
genti, e per  conseguenza  normale  alla  superficie,  in  tulle  le  po- 
sizioni che  piglia  girando  intorno  all’asse  AD.  D’altra  parte  poi- 
ché in  questo  movimento  il  punto  N della  normale  MN  resta  im- 
mobile, ne  risulta  che  tutte  le  normali  condotte  per  la  intera 
lunghezza  di  uno  stesso  parallelo , formano  sempre  un  cono 
retto  il  cui  vertice  è sull’  asse  ; comechè  questo  vertice  vada 
cambiando  nel  passare  da  un  parallelo  all’  altro. 

Dopo  di  aver  fatto  osservare  queste  proprietà  generali  c comuni 
a tutte  le  superficie  di  rivoluzione,  andiamo  ad  Decaparci  della 
costruzione  del  piano  tangente. 

1 3 1 . Per  un  punto  dato  sopra  una  superficie  di  rivoluzione 
nolo  che  n c il  meridiano,  condurle  un  piano  tangente. 
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Per  rendere  semplici  le  costruzioni,  scegliamo- il  nostro  piano 
orizzontale  di  maniera  che  sia  perpendicolare  aH’asse  di  rivolu- 
zione; il  quale  essendo  allora  verticale,  sarà  proiettato  orizzon- 
talmente in  un  punto  0,  e verticalmente  secondo  la  retta  O'Z'. 
Sia  inoltre  A'B'D'  la  proiezione  del  vaeT\dssao,principale\  cioè 
di  quello  ch’ò  parallelo  al  piano  verticale,  e proiettato  orizzon- 
talmente su  di  OB  parallela  alla  linea^dellq^terra.  Qui  cotal  me- 
ridiano è una  ellisse  di  cui  uno  dc’dtèmefl^  principali  coincide 
con  l’asse  di  rotazione  , e per  conseguenza  la  superficie  sarà 
un’ellissoide  di  rivoluzione  (n.  7^);  ma  i ragionamenti  e le  co- 
struzioni sarebbero  interameute  simili  per  tutte  le  altre  curve 
meridiane.  Il  massimo  de’paralleli,  o sia  l’equatore  della  super- 
ficie è evidentemente  il  cerchio  descritto  dal  semi-asse  C'B',  il 
quale  si  proietta  orizzontalmente  su  d’  un  cerchio  BRE  eguale 
al  primo  , e forma  il  contorno  apparente  della  superficie  , re- 
lativamente al  piano  orizzontale  (n.  foS):  coi  fatti  per  tutta  la 
lunghezza  dell’equatore  (B'E' , BRE)  i piani  tangenti  saranno 
verticali,  avvegnaché  ciascuno  conterrà  la  tangente  del  meri- 
diano, la  quale  è una  verticale  come  B'B.  Il  contórno  appàrente 
poi  della  superficie  rispetto  al  piano  verticale , sarà  il  meridia- 
no principale  (A'B'D'E',  BE);  perciocché  dev’essere  formato 
(n.  to6)  da  i punti  di  contatto  di  tutt’  i piani  tangenti  perpen- 
dicolari al  piano  verticale  : i quali  lunghesso  la  curva  meri- 
diana sono  (/{.  /2^)  tutti  perpendicolari  al  suo  piano,  c per  con- 
seguenza al  verticale  di  proiezione.  Non  aggiungeremo  qui 
altre  posizioni  della  generatrice  per  figurare  (n.  qS)  la  forma 
della  superficie  sufficientemente  indicata  da  ciò  che  precede  ; 
‘ma  vedremo  nondimeno  in  seguito  ( n.  tSq  ) la  maniera  di  co- 
struire le  proiezioni  di  altrettanti  meridiani  quanti  se  ne  vor- 
ranno tracciare. 

i3a.  Ciò  posto,  sia  M la  proiezione  orizzontale  de)  punto  dato 
sulla  superficie,  la  seconda  sua  proiezione  non  potrà  esser  presa 
arbitrariamente,  poiché  questo  deve  essere  evidentemente  situato 
all’  incontro  della  verticale  M col  meridiano  proiettato  secondo 
OR.  Il  quale  fatto  girare  intorno  dell’  asse  finché  coincida  col 

it 
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principale  OB  , sarà  allora  proiellato  verticalmenlc  secondo 
A'B'D';  eposciachè  mercè  tal  movimento  la  proiezione  M avrà 
descritto  1’  arco  MG,  se  ne  conchiuderà  che  la  proiezione  ver- 
ticale del  punto  cercato  è di  presente  in  G'  o in  G".  Adesso  se 
si  riconduca  il  meridiano  movibile  nella  posizione  OR.,  il  punto, 
in  quistione  , che  durante  questo  movimento  non  cambierà  di 
altezza,  resterà  proiettato  verticalmente  sull’orizzontale  G'F',  o 
Qiipii . da  cui  segue  ad  evidenza  che,  nella  sua  posizione  pri- 
mitiva, era  proiettato  verticalmente  in  M',  oM",  sicché  vi  sono 
sulla  superficie  due  punti  (M  , M')  ed  (M,  M")  entrambi  pro- 
iettati orizzontalmente  in  M. 

i33.  Consideriamo  il  primo  (M,M')  e per  determinare  il  pia- 
no tangente  che  vi  si  riferisce,  lo  faremo  passare  (n.  to3)  per 
due  tangenti  alla  superficie:  cioè  quella  al  meridiano  e l’altra 
al  parallelo  ; e attesoché  la  proiezione  della  curva  meridiana 
relativa  al  punto  (M,M' ) non  è data  immediatamente,  che 
perciò  non  possiamo  condurle  direttamente  una  tangente , ab- 
bassiamo nuovamente  il  piano  verticade  OMR  sul  meridiano 
principale  OB.  Con  che  il  punto  (M,M')  sarà  trasportato  in 
( G,G'),  ed  allora  sarà  facile  di  costruire  la  tangente  G'H'  che 
verrà  a penetrare  il  piano  orizzontale  nel  punto  H su  di 
OB:  poscia  ricondotto  il  meridiano  movibile  nella  posizione 
OMR,  il  piede  H di  questa  tangente  descriverà  evidentemente  un 
arco  di  cerchio  terminato  in  T,  mentre  il  punto  di  contatto  G' 
ritornerà  in  M';  dunque  proiettando  il  punto  Tsulla  linea  del- 
la terra  , si  otterranno  le  proiezioni  M'T'  ed  MT  della  tangen- 
te al  meridiano  che  passa  per  il  punto  (M,M').  Osserviamo  inol- 
tre che  prolungata  questa  tangente  deve  incontrare  l’asse  della 
superficie  nello  stesso  punto  Z'  in  cui.terminava  la  retta  G'H'. 

In  quanto  al  parallelo  relativo  a questo  punto  ( M,M'),  è 
desso  evidentemente  proiettato  sopra  il  cerchio  GMF,  e su 
G'F';  per  conseguenza  la  sua  tangente  é l’orizzontale  (MV, 
M'V')  perpendicolare  al  piano  meridiano  OMR.  Ora  il  piano 
che  comprenderà  le  due  tangenti  in  tal  guisa  determinate,  avrà 
per  traccia  orizzontale  una  retta  TUche  passa  pel  piede  T delia 
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prima  tangente,  e condotta  parallelamente  ad  MV,  cli’è  una  li- 
nea orizzontale  in  esso  contenuta  ; poscia  se  ne  avrà  la  traccia 
verticale  UV'  costruendo  il  punto  V'  iu  cui  la  retta  (MV,M'V') 
muove  ad  incontrare  il  piano  verticale. 

Il  piano  tangente  relativo  al  punto  (M,M")  si  otterrà  d’  una 
maniera  consimile,  abbassando  in  prima  il  punto  M"  in  G"  sul 
meridiano  principale , e conducendo  a questo  là  tangente  G"L'. 
In  seguito  riportato  il  piede  (L,L')  di  questa  retta  sul  meridia- 
no OR,  verrà  in  R;  e poiché  la  tangente  al  parallelo  è qui 
(MV,  M"V")  , le  tracce  del  piano  tangente  saranno  RS  paral- 
lela ad  MV,  ed  SV«. 

1 34.  Giova  osservare  che,  giusta  la  direzione  della  tangente 
MV  al  parallelo,  ciascun  piano  tangente  ad  una  superCcie  di  ri- 
voluzione, avrà  sempre  la  sua  traccia  orizzontale  perpendico- 
lare a quella  del  piano  meridiano  che  passa  pel  punto  di, con- 
tatto, sempre  che  l’asse  della  superfìcie  sarà  verticale. 

135.  Osserviamo  ancora,  che  i due  piani  tangenti  in  (M,M') 
ed  (M,M"),  avendo  le  loro  tracce  TU,  cd  RS  parallele,  dovran.. 
no  tagliarsi  sécondo  una  orizzontale;  la  quale,  in  conseguenza 
della  simmetria  della  superGcie,  sarà  situata  nel  piano  dell’equa- 
tore E'BG  Co’fatli, siccome  le  tangenti  G'II'e  G"L'all’ellisse  me- 
ridiana s’incontrano  necessariamente  in  un  punto  situalo  so- 
pra il  suo  asse,  questo  punto  trasportato  in  C nel  meridiano  QK 
con  le  due  tangenti,  sarà  loro  sempre  comune,  e resterà  nel  pia- 
no dell’  equatore  E'B'  : dunque  l’ orizzontale  eh’  è l’interseca- 
zione de’due  piani  tangeuti,  passerà  pel  punto  C , ed  anche  per 
questa  ragione  le  loro  tracce  verticali  devono  tagliarsi  iu  un 
punto  P'situato  sulla  retta  E'B'C  prolungata. 

136.  Per  ottenere  la  normale  della  superficie  di  rivoluzione 
al  punto  (.M,M')  si  terrà  a memoria  (n.  i3o.)  che  tutte  le  nor- 
mali lungo  uno  stesso  parallelo  , tagliano  1’  asse  al  medesi- 
mo punto,  e ciascuna  è inoltre  contenuta  nel  piano  meridia- 
no che  passa  per  il  punto  di  contatto  ; sicché  aht],assato  sul  me- 
ridiano principale  il  punto  M'iuG',  si  condurrà  per  questo  una 
retta  G'N' perpendicolare  alla  tangente  G'H';  e congiungeu- 
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do  il  piede  N'  di  sifialla  normale  col  punto  dato  M',  si  otterrà 
la  normale  N'M'relativa  e quest’  ultimo  punto.  Dessac  almeno 
la  sua  proiezione  verticale  : la  orizzontale  poi  cade  evidente- 
mente sopra  OM. 

Osserviamo  qui  che  questa  normale  essendo  perpendicolare 
al  piano  tangente  TUV',  le  tracce  di  questo  dovranno  essere 
(n.33)  rispettivamente  perpendicolari  alle  rette  OM  ed  N'M'y  ; 
ciò  clic  offrirà  una  verifica  delle  costruzioni  di  già  effettuate  per 
il  piano  tangente  , o anche  se  si  vuole  un  mezzo  da  trovarne  a 
priori  le  tracce  ; perciocché  allora  farebbe  mestieri  condurre 
,per  un  punto  conosciuto  (M  ,M' ) un  piano  perpendicolare  alla 
retta  (MO,M'N').  Vedete  n.  36. 

1 Sy.  Si  ò osservato  n.  t32  esser  facile,  partendo  dalla  proiezio- 
ne orizzontale  M d’un  punto  della  superficie,  ricavarne  la  pro- 
iezione verticale  M',  o M”:  epperò  se  si  applica  il  medesimo 
artifizio  a’  diversi  punti  K , M , Q.  . . presi  nel  piano  meridia- 
no OR,  si  potrà  cosi  costruire  la  proiezione  verticale  della  cur- 
va meridiana  quivi  contenuta  , la  quale  dovrà  esser  tangen- 
te alle  rette  T'M',  ed  R'M".  Quindi  ripetendo  la  medesima  ope- 
razione per  gli  altri  piani  meridiani  come  OR,  sì  otterrebbero 
quante  posizioni  si  vogliano  dell’  ellisse  movibile  A'B'D',  che 
servirebbero  a compiere  la  rappresentazione  grafica  della  su- 
perficie. 

Parimenti  con  operazioni  simili,  date  le  proiezioni  di  qualun- 
que ^enem/rica  d’una  superficie  di  rivoluzione  , so  ne  dedur- 
rebbe facilmente  il  meridiano  principale,  o qualsivoglia  altra  se- 
zione meridiana.  Si  potrà  proporre  ad  esempio,  il  caso  che  que- 
sta generatrice  sia  una  retta  che  non  incontri  l’asse , ed  allora 
si  troverà  essere  una  iperbole  il  meridiano , come  andremo  ad 
osservare  più  innanzi  («.  f43). 

.xxxxv  i38.  Del  piano  tangente  al  toro.  Se  si  fa  girare  un  cerchio 
(A'B'C'B",ABC)  intorno  ad  una  retta  (0"Z',0)  che  non  passa 
pel  suo  centro,  ma  situala  nel  suo  piano,  questo  meridiano  cir- 
colare genererà  una  specie  di  superjicie  anulare,  che  appellasi 
toro,  i-cui  punti  saran  tutti  proiettati  orizzontalmente,  fra  l'e^ 
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guatare  descritto  col  raggio  0C=0'C',  ed  il  cìrcolo  Sella  gola 
descritto  col  raggio  0A=0'A':mafa  mestieri  osservar  bene  che 
i due  semicerchi  B'C'B",  e B'A'B"  genereranno  due  falde  dif- 
ferenti assai  di  forma,  quantunque  l’una  e l’altra  vengano  a riu- 
nirsi lungo  le  circonferenze  percorse  dalle  estremità  B',  e B" 
del  diametro  verticale.  La  falda  esteriore  è convessa,  vale  a di- 
re tutte  le  curve  tracciate  da  uno  stesso  punto  ( N,N'  ) sareb- 
J!>ero  situate  da  un  medesimo  lato  del  piano  tangente  a que- 
sto punto.  In  eifeìto  per  determinare  il  piano  suddetto  biso- 
gna costruire  la  tangente  N'P'  del  meridiano,  e pel  suo  pie- 
de P,  condurre  una  perpendicolare  PP'  alla  traccia  ON  del 
meridiano  ( ».  t34  ) ; ora  si  vede  che  il  meridiano  B'N'B"ed 
il  parallelo  N'P  sono  tutte  c due  a sinistra  del  piano  tangente 
N'P'P;  e quantunque  abbiamo  preso  il  punto  (N,N')  sul  meri- 
diano principale,  a Gue  di  rendere  più  semplice  la  costruzione  del 
piano  tangente,  è evidentissimo  che  le  medesime  circostanze  si 
veriGcheranuo  per  ogni  altro  punto  della  falda  esteriore,  essen- 
do di  rivoluzione , e per  conseguenza  simmetrica  intorno  al- 
r asse  0"Z'. 

Al  contrario  se  prendiamo  un  punto  ( M,M'  ) sulla  falda  in- 
terna , il  piano  M'T'T,  tangente  in  questo  punto,  traverserà 
la  superGciq , poiché  il  meridiano  B'M'B"  sarà  evidentemente 
a dritta  di  questo  piano,  mentre  il  parallelo  M'V'  sarà  a si- 
nistra , talché  il  piano  M'T'T  taglierà  il  toro  secondo  una 
curva  a nodo,  rappresentata  in  proiezione  orizzontale  da  (MHE 
GE"MAe^e"M)  , e che  apprenderemo  quanto  prima  a co- 
struire (».2^tf).  Ma  questa  intersecazione  non  impedisce  al  pia- 
no M'T'T  di  comprendere  le  tangenti  del  meridiano  , del  pa- 
rallelo , e di  tutte  le  altre  curve  tracciate  sulla  superGcie  dal 
punto  (M,M');  di  maniera  che  questo  piano  é realmente  tangente 
al  toro  in  questo  sito,  e secante  in  tutti  gli  altri  punti  comuni; 
per  la  ragione  che  la  falda  interna  è una  superficie  non  con- 
vessa , o a curvature  opposte , interamente  paragonabile  alla 
gola  di  una  girella. 

i3q.  Nel  disegno  attuale,  col  quale  abbiamo  voluto  rappre- 
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seutare  i principali  paralleli  della  superGcie  , una  parte  della 
traccia  verticale  M'T'del  piano  tangente  alla  falda  interna,  gia- 
ce è vero,  nascosta  dal  loro;  ma  noi  abbiamo  dKivuto  nondime- 
no lasciarla  con  tratto  pieno , posciachè  essa  riceve  la  proiezio- 
ne verticale  della  curva  d’intersecazione  , il  cui  ramo  interno 
hrejg  è visibile  sul  piano  verticale. 

\ 1^0.  Iperboloide  di  rivoluzione  ad  una  falda.  Così  abbiamo 
chiamata  ( n.  4'^)  1®  superficie  descritta  da  una  semiperbole 
girante  intorno  del  suo  asse  immaginario;  la  quale  gode  di  molte 
proprietà  riguardevoli,e  puòaiiche  essere  generata  t/rt  una  retta 
assoggettata  a girare  con  un  movimento  di  rivoluzione  , intor- 
no ad  un  altra  Jigsa  , che  non  giace  nel  medesimo  piano  della 
prima. 

Rappresentiamo  la  retta  fissa  conOZ  elamovibile  conADM: 
sia  OD  la  loro  piu  corta  distanza  che  sarà  orizzontale,  se  si  tie- 
ne r asse  OZ  come  verticale.  La  linea  OD  descriverà  col  suo 
movimento  di  rivoluzione  intorno  ad  OZ,uii  cerchio  orizzontale 
EDF,che  sarà  evidentemente  il  più  piccolo  de’paralleli,  ossia  il 
circolo  della  gola  HeWa.  superficie,  e la  tangente  DP  a questo  cir- 
colo sarà  necessariamente  la  proiezione  orizzontale  della  retta 
movibile  ADIVI  ; la  quale  perciò  anderà  ad  incontrare  un  piano 
meridiano  qualunque  ZOX,  in  un  punto  M situato  sulla  verti- 
cale innalzata  dal  punto  P (*).  Ora  se  si  coslrui^ero  cosi  tutt’i 

punti  M,1\1',F, ne’quali  il  piano  fissoZOXc  successivamente 

incontrato  dalla  retta  movibile  ADIVI  nelle  sue  diverse  posizioni, 
si  otterrebbe  la  curva  meridiana  MM'F  della  superficie  gene- 
rata da  questa  retta  ; e per  conseguenza  la  quistione  è ridotta  a 
provare  che  questa  curva  MM'F  è una  iperbole,  cheà  per  semi- 


(•)La  figura  si  suppone  costruita  in  prospettiva  in  ZOX  come  piano 
del  quadro;  e per  conseguenza  le  lince  principali  situate  dietro  di  esso 
sono  state  punteggiate  (i). 

(1)  11  piano  ZOX  dicesi  ancora  piano  della  prospettiva , o della  pa- 
rete. 
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asse  reale  la  disianza  OF  = OD.  Per  pervenirvi  riferiamo  un 
punto  r|uaiunque  iM  con  coordinale  parallele  agli  assi  OX,  OZ: 
e allesochè  la  disianza  OD  resta  invariabile  durante  il  movi- 
mento della  retta,  del  jiari  che  l’angolo  MDP  formalo  dalla  stes- 
sa coir  orizzonte,  poniamo 

OP  = a-,PM  = -,OD  = S , lang.  MDP  = a 
allora  i triangoli  rettangoli  MPD  ed  ODP,  daranno 


. vino 
taug.MDP=—  = 


MP 


^/OP'_ OD- 

e sostituendovi  le  notazioni  precedenti 

X 


* j/j.* ovvero  a;® — s®  = “® 

la  quale  equazione  prova  essere  la  curva  meridiana  una  iperbole 
che  à per  semi-asse  reale  ar  = a;  dunque  il  luogo  percorso  dalla 
retta  movibile  ADM  è effettivamente  un’  iperboloide  di  rivolu- 
zione ad  una  falda. 

i4i-  Quosta  superficie  ammette  una  seconda  genertitrice  ret- 
tilinea; di  fatto  se  nel  piano  verticale  MDP  fangcnto  al  circola 
della  gola, si  tracci  una  retta  BDN  che  faccia  con  la  verticale  DV, 
un  angoIoNDV  egualea  VDM, questa  linea  BD\ girando  anche 
intorno  di  OZ  genererà  la  medesima  superjicie  di  .\DM  , pe- 
rocché due  punti  qualunque  MedN, prosi allamedesima  altezza 
sopra  queste  rette,  descriveranno  il  medesimo  circolo  MNL.  Per 
giustificare  qucst’ultima  asserzione,  basterà  congiungere  a due 
a due  i punti  M,N,Z,V,  in  cui  uno  stesso  piano  orizzontale  in- 
contra le  diverse  linee  delle  quali  abbiamo  testé  cennato,  e colla 
ispezione  de’triangoli  rettangoli  MVD,NVD,  che  sono  evidente- 
mente uguali,  si  di  mostrerà  che  i triangoli  rettangoli  ZVM,ZVN 
lo  sono  ancora;  per  cui  si  conchiuderà  che  ZM=Z1V,  perlochè 
i due  punti  M,  ed  N sono  alla  medesima  distanza  dall’asse  OZ. 
Risulta  da  ciò  che  sull’iperboloide  stanno  due  ordini  di  linee 
rette. 


AjAjiiÀj. . .. * . . e B,Ba,B, 


U primo  delle  quali  si  compone  delle  posizioni  successive  che 
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prende  la  generatrice  AD,  ed  il  secondo  da  quelle  occupate  da 
BD.  Inoltre  poiché  tutte  queste  rette  sono  a due  a due  in  piani 
verticali , tali  che  MDN,  se  ne  deduce  che  tutte  le  generatrici 
de'due  sistemi  si  proiettano  sul  circolo  della  gola  in  linee  tan- 
genti  alla  sua  circonferenza. 

i4-2.  Per  ciascun  punto  R.  della  superfìcie  vi  passano  due  di 
tali  rette  ; stanteché  le  generatrici  AD  e BD  passeranno  in 
due  tempi  dilTcrenti  della  loro  rivoluzione  , pel  suddetto  punto 
R,e  vi  occuperanno  due  posizioni  necessariamente  distinte  R A,, 
RBa  , perocché  la  prima  sarà  situata  a sinistra  , e la  seconda  a 
dritta  del  piano  meridiano  ZOR.  Segue  da  ciò  che  il  piano  tan- 
gente in  R sarà  determinato  (n.  to3)  dall’assieme  delle  due  rette 
RA,,  e RBa,  poiché  queste  stanno  sulla  superficie,  e sono  esse 
stesse  le  proprie  tangenti.  Pure  é importante  di  osservare,  che 
quantunque  il  piano  AjRBz  contiene  la  retta  RB,  tutta  quanta  , 
non  sarà  tangente  in  niun  altro  punto  di  essa\  imperciocché  in 
Da  per  esempio,  il  piano  tangente  sarà  per  la  stessa  ragione  di 
sopra  AaDaB^;  ma  questo  non  può  coincidere  con  A,RBa,  perchè 
le  due  generatrici  A,R,  ed  AaUa  appartenendo  al  medesimo  siste- 
ma , non  potrebbero  essere  contenute  in  un  medesimo  piano  , 
la  qual  cosa  or  ora  dimostreremo. 

143.  Due  rette  AD,  ed  AaD»  che  appartengono  al  medesimo 
sistema  di  generatrici,  non  sono  giammai  in  un  medesimo  pia- 
no. In  fatti  queste  rette  proiettate  orizzontalmente  sulle  tangen- 
ti DT,  e DaT  che  si  tagliano  in  T,  non  potrebbero  avere  di  co- 
mune che  i punti  situati  sulla  verticale  TS;  la  quale  avendo  ad 
incontrare  evidentemente  BjDa  in  S al  di  sopra  del  circolo  della 
gola , ed  A D al  di  sotto  in  S',  perché  le  parti  inferiori  di  queste  due 
generatrici  dello  stesso  sistema  sono  entrambe  inclinate  a sinistra 
de’  loro  meridiani  rispettivi  ZODa  e ZOD  , ed  il  punto  T é fra 
essi:  dunque  i.°  le  rette  AD  ed  A»Da  non  possono  incontrar- 
si ; 2.°  neppur  sono  parallele  , perchè  le  loro  proiezioni  oriz- 
zontali si  tagliano  in  T ; per  la  qual  cosa  resta  dimostrato  che 
due  generatrici  del  sistema  A , non  sono  giammai  in  un  mede- 
simo piano. 
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In  vero,  le  proiezioni  orizzontali  di  due  di  queste  rette  saran- 
no parallele,  quando  si  paragoneranno  quelle  che  passano  per  le 
estremità  d’uno  stesso  diametro  del  circolo  della  gola;  ma  nello 
spazio,  una  delle  due  generatrici  sarà  inclinata  a dritta,  e l’altra  a 
sinistra  del  piano  meridiano  condotto  per  questo  diametro , in 
guisa  che  saranno  ben  lungi  dall’  essere  parallele  Era  loro  ; nè 
allora,  siccome  è chiaro,  potranno  anche  tagliarsi. 

Si  dimostrerà  di  una  maniera  simile  che  le  rette  

del  secondo  sistema  non  sono  giammai  a due  a due  in  un  me- 
desimo piano. 

i44-  Ciascuna  retta  del  sistema  A taglia  (senza  cangiare  di 
posizione)  tutte  le  rette  B„B2,B,,. . . . dell'altro  sistema.  “È  ciò  evi- 
dente per  AD  , e BD  che  sono  nel  medesimo  piano  verticale  , 
ma  paragoniamo  ora  AD  con  una  retta  qualunque  B^D,  dell’al- 
tro sistema.  Queste  due  lince  sono  anche  proiettate  sulle  tangenti 
al  cerchio  della  gola  DT,  e D2T , le  quali  poiché  si  tagliano  in 
T,  la  verticale  TS'  dovrà  necessariamente  incontrare  le  rette  in 
quislione  AD,eBaD2;  ma  questo  incontro  avrà  luogo  per  ognuna 
di  esse  al  di  sotto  del  circolo  della  gola , atteso  che  DA  è incli- 
nata a sinistra  del  meridiano  ZOD  , e DgBa  a dritta  dell’  altro 
ZOD2,  laddove  il  punto  T sta  fra’due.  Inoltre  è evidente,  per  la 
forma  della  meridiana,  che  una  retta  qual’è  TS'  parallela  all’asse 
OZ,  non  può  penetrare  la  superficie  che  in  due  punti, di  cui  un 
solo  S' sarà  sulla  falda  inferiore  al  circolo  della  gola, il  quale  per 
conseguenza  dovrà  coincidere  con  quelli  in  cui  la  verticale  TS'  ha 
già  incoutrato  le  generatrici  DA, e DaB.  che  sono  in  su  questa  falda; 
dunque  queste  generatrici  si  tagliano  elTettivamentenel  punto  S'. 

Bisogna  solamente  osservare  che , quando  si  paragoneranno 
due  rette  appartenenti  una  al  sistema  A,  l’altra  al  sistema  B,  e 
passanti  per  le  estremità  d’un  medesimo  diametro  del  circolo  della 
gola , esse  avranno  proiezioni  parallele,  e nello  spazio  saranno 
esse  stesse  parallele  V una  alt  altra',  di  maniera  che  il  loro  incon- 
tro non  avrà  più  luogo  che  ad  una  distanza  infinita , e saranno 
ancora  in  un  medesimo  piano. 

Si  dimostrerà  in  una  maniera  conforme  che  ogni  generatrice 

x3 
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del  sistema  B taglia,  senza  cambiare  di  posizione  tutte  le  gene- 
ratrici del  sistema  A,o  almeno  è nello  stesso  piano  con  ciascu- 
na di  esse. 

i45.  Si  annoverano  sotto  il  nome  generale  di  superficie 
storte  tutte  le  superfìcie  generate  da  una  retta  che  si  muove 
in  maniera  che  le  sue  consecutive  posizioni  noti  sono  a due  a 
due  in  un  medesimo  piano-  Ora  considerando  l’iperboloide  at- 
tuale , o come  luogo  delle  diverse  posizioni  A , , A, , . . . . 

che  prendo  la  generatrice  AD  nel  suo  movimento  di  rivoluzione 
intorno  ad  OZ  , ovvero  come  il  luogo  delle  diverse  rette  B , 
Bj,  Bj  . . . dell’  altro  sistema  , si  vede  ( n.  i43  ) che  sod- 
disferà  alla  definizione  precedente  ; per  conseguenza  l’ iperbo- 
loide di  rivoluzione  ad  una  falda  appartiene  a questa  classe  ge- 
nerale di  superficie  che  si  denominano  storte,  onde  ci  occupe- 
remo in  maniera  particolare  nel  libro  vii. 

i46  Se  per  il  centro  0 dell’iperboloide,  si  conducano  paral- 
lelamente alle  generatrici  DA  e DB  due  rette  Oo  ed  OA,  que- 
ste formeranno  angoli  eguali  colla  verticale  OZ,  e però,  giran- 
do intorno  ad  OZ,  descriveranno  un  solo  ed  identico  cono  retto, 
i cui  lati  saranno  tutti  rispettivamente  paralleli  alle  generatrici 
A,  Aa,  Aj,  . . . e B,  Ba,  B,,  . . . . dell’iperboloide.  Sarà  es- 
so il  cono  di  questa  ultima  superficie;  poiché  per 

dedurlo  da  quella,  basta  evidentemente  di  assumere. 

OD=  J = 0ina®.2?*—  5*  =3 

che  rappresentava  ( n.  *4o  ) il  meridiano  dcU’iperboloide  ; ora 
in  questa  ipotesi,  si  ottiene  ; pel  meridiano  del  cono  retto  z = 
+ <*  a;  ; cioè  due  rette  che  sono  con  effetti  gli  assintoti  dell’iper- 
bole precedente, 

14.7.  Inoltre,  quando  si  fa  variare  la  distanza  J , senza  cambia- 
re « o l’inclinazione  della  generatrice  AD  , si  ottengono  succes- 
sivamente diversi  iperboloidi  che  hanno  per  meridiani  curvo 
simili;  perciocché  gli  assi  della  iperbole  souo$,ed«^ed 
il  loro  rapporto  é a , quantità  indipendente  dalla  distanza 
Risulta  da  ciò  che  tutti  quest’  iperboloidi  sono  superficie  simili 
e concentriche;  la  qual  similitudine  poiché  devo  estendersi  an- 
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cora  al  cono  assintotico  pel  quale  S è nulla  , si  potrà  affermare 
che  quando  un  medesimo  piano  taglierà  l’iperboloide,  ed  il  co- 
no assintotico,  le  sezioni  fattevi,  saranno  curve  simili  e conceti' 
triche  (*)  Questa  osservazione  ci  sarà  utile  quanto  prima. 

14.8.  Dopo  di  aver  fatto  conoscere  la  natura , e le  principali 
proprietà  dell’iperboloide  generato  d.illa  rivoluzione  di  una  ret- 
ta, occupiamoci  ora  della  sua  rappresentazione  esatta  per  mez- 
zo de’due  piani  di  proiezione.  Noi  riguarderemo  sempre  l’asso 
fisso  come  verticale,  le  sue  proiezioni  saranno  0,  ed  lO'Z';  in- 
quanto alla  retta  movibile  prendiamola  in  una  posizione  qualun- 
que in  cui  sia  questa  proiettata  secondo  ADB,  e A'D'  dopo  si 
costruisca  il  mcridianodclla  superficie,  cercando  i puntine’qua- 
li  il  piano  verticale  O G è incontrato  dalle  posizioni  successive 
della  retta  (AB,A'C).  Oramai  siffatta  retta  ncll’alluale  posizione- 
incontra  il  piano  OG  nel  punto  ( M,M"  ) , appartenente  alla 
curva  dimandata  , la  quale  dovrà  toccare  in  questo  punto 
la  proiezione  A'M"C.  Di  vero  , quantunque  nello  spazio  la 
tangente  al  meridiano  eia  retta  (AB,  A'^)  sieno  mollo  di- 
stinte l’una  dall’  altra  , nondimeno  sono  amendue  situate  nel 
piano  tangente  alla  superficie  nel  punto  ( M,M")  ; e siccome 
questo  piano  è necessariamente  perpendicolare  (n.  al  piano 
meridiano  OG,  c per  conseguenza  al  verticale  di  proiezione,  si 
verificherà  qui  che  A'  e si  confonderà  con  la  proiezione  verti- 
cale della  tangente  , cosicché  la  retta  A'  c toccherà  essa  stes- 
sa la  proiezione  della  curva  meridiana  in  M''. 

In  seguito , un  punto  qualunque  ( n,  n'  ) di  AB , descriverà 
durante  il  movimento  di  rivoluzione , un  arco  di  cerchio  proiet- 
tato sopra  «Ne  sull’orizzontale  n'  N'  : dunque  questo  punto 
( n,n'J,  quando  arriverà  nel  piano  verticale  OG,  si  troverà  pro- 
iettato in  ( N,  N'  ) ; il  quale  sarà  un  nuovo  punto  della  curva 
meridiana  G'M'N'G":  c tutti  gli  altri  si  costruiranno  della  stes- 
sa maniera.  Applicando  questo  andamento  all’ estremità  (D,D') 


(*)  Vedi  l’analisi  applicata  alla  geometrìa  dello  tre  dimensioni.  Co- 
pifolo  JX. 
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deU’orizzontale  ( 0D,0'D',  } ch’è  nel  medesimo  tempo  perpen- 
dicolare all’  asse  ed  alla  generatrice,  e che  misura  la  loro  più 
corta  distanza , si  otterrà  il  punto  ( F,F'  ) della  meridiana  il 
più  vicino  all’asse;  il  quale  è quello  che,  nella  rivoluzione  com- 
piuta della  retta  movibile , descriverà  il  più  piccolo  de’paralleli 
della  superGcie,  o sia  il  circolo  della  gola,  proiettalo  qui  su  DFE 
e su  di  E'F'.  Parimenti  il  piede  ( A, A'  ) della  generatrice  , 
descrivendo  un  cerchio  ALG  , che  sarà  la  traccia  orizzon- 
tale della  superficie , darà  il  punto  ( G,G'  ) del  meridiano  ; e 
quantunque  questa  curva  deve  evidentemente  estendersi  d’una 
maniera  illimitata  , poiché  la  retta  generatrice  è di  una  lun- 
ghezza indefinita  , nondimeno  , per  dare  un’  idea  più  netta 
della  superficie , ammetteremo  che  la  retta  movibile  sia  termi- 
nata ai  due  punti  ( A, A'  ) e (B,  c)  equidistanti  dal  punto  (D,D') 
che  descrive  il  cerchio  della  gola  ; in  guisa  che  la  parte  di  su- 
perficie che  qui  consideriamo  sarà  terminata  da  due  cerchi 
eguali  proiettati  orizzontalmente  sopra  GAH,  c verticalmente  su 
G'H',  e G”H".  Del  resto  noi  abbiamo  dimostrato  (n.  /4o) 
il  meridiano  G'F'G"  era  un  ramo  d’iperbole  che  aveva  per  asse 
reale  il  diametro  E'F'  del  cerchio  della  gola  ; e sarà  di  mestieri 
osservare  che  qui,  come  tn  ogni  superficie  di  rivoluzione,  il 
meridiano  principale  G'F'G"  forma  precisamente  il  contorno 
apparente  della  superficie  per  rispetto  al  piano  verticale,  peroc- 
ché tutt’i  piani  tangenti  per  la  lunghezza  di  questo  meridiano  gli 
sono  perpendicolari  («.  i2g.)  Per  eguale  ragione  il  contorno 
apparente  dell’iperboloide  relativamente  al  piano  orizzontale , è 
il  cerchio  della  gola  DFE  , per  tutta  la  lunghezza  del  quale  i 
piani  tangenti  sono  evidentemente  verticali. 

14.9.  Per  compiere  la  rappresentazione  grafica  di  quest’iper- 
boloide, secondo  la  maniera  di  generazione  prodotta  da  una  li- 
nea retta,  fa  d’uopo  costruire  un  certo  numero  di  posizioni  della 
generatrice  rettilinea.  Or  poi  che  questa  deve  restare  ad  una  di- 
stanza costante  dall’asse,  la  sua  proiezione  orizzontale  sarà  sem- 
pre tangente  al  cerchio  DFE;  conduciamo  adunque  a volontà 
la  tangente  AaDgBg,  dopo  proiettiamo  il  piede  Ag  sulla  linea  del- 
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la  terra  in  A'*, ed  il  punto  di  contatto  D*  sopra  E'F'  in  D'*;  allo- 
ra otterremo  per  la  proiezione  verticale  della  retta  che 

era  proiettata  orizzontalmente  secondo  A,B*.  Inoltre,  restremità 

eh’ è sul  cerchio  superiore  G"H",  dovrà  evidentemente  tro- 
varsi proiettata  in  ciò  che  offrirà  un  mezzo  di  verifica.  Le 
altre  posizioni  della  generatrice  si  costruiranno  d'una  maniera 
simile, e le  proiezioni  verticali  loro  dovranno  altresì  toccare  Yi- 
perbole  meridiana,  siccome  l’ abbiamo  dimostrato  nel  nume- 
ro precedente  per  la  prima  retta  ADB;  solamente  fa  mestieri  os- 
servare, che  quando  si  sceglierà  la  proiezione  orizzontale  paral- 
lela alla  linea  della  terra,  come  KL,la  verticale  corrispondente 
Q'C  sarà  Yassintoto  dell’  iperbole  , poiché  in  effetto  una  genera- 
trice siffatta  non  incontrerà  il  piano  meridiano  OG  che  ad  una 
distanza  infinita,  senza  che  cessi  di  essere,  in  proiezione  verticale, 
tangente  aU’iperbolc  meridiana. 

150.  Per  ottenere  risultamenti  più  simmetrici,  neirattuale.di- 
segno,  si  è diviso  il  cerchio  GAH  in  quattordici  parti  eguali,  e 
sonosi  tracciate  le  corde  AB,  A^B,,  A,B,, ....  di  maniera  che 
sottendanoun  medesimo  numero  di  archi  parziali;  sicché  queste, 
già  eguali  necessariamente  , son  risultate  tangenti  ad  un  me- 
desimo cerchio  EDP,  se  ne  son  poi  dedotte  le  proiezioni  ver- 
ticali, come  sié  detto  al  numero  precedente.  Inoltre,  quantunque 
tali  corde  terminassero  a due  a due  a’  medesimi  punti  di  divi- 
sione sul  cerchio  GAH,  si  distingueranno  facilmente  le  parli  si- 
tuate al  dì  sotto  del  cerchio  della  gola  da  quelle  al  di  sopra , poi- 
ché le  prime  essendo  invisibili  sul  piano  orizzontale,  sono 
qui  rappresentate  da  linee  putUeggiaie-  In  quanto  al  piano  ver- 
ticale, le  parti  delle  generatrici  situate  di  là  del  piano  meridia- 
no GOH  che  contiene  il  contorno  apparente  della  superficie  (». 
t4S)  rispetto  a questo  piano  di  proiezione,  sono  le  sole  che  di- 
venute invisibili  han  dovalo  punteggiarsi. 

151.  Si  sa  (n.  i4i)  che  Tìperboloìde  ammette  un  altro  siste- 
ma di  generatrici  rettilinee  , proiettate  egualmente  sulle  tangenti 

al  cerchio  della  gola  AB,  A^Bj , ma  nello  spazio  hanno  esse 

una  posiziono  inversa  in  faccia  alla  verticale.  A ragion  d’escin- 
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pio  quella  di  queste  nuove  rette,  la  quale  fosse  proiettata  secon- 
do BDA  (*)  , avrebbe  il  suo  piede  in  ( B,B')  e la  estremità  su- 
periore in  ( A,a)  , mentre  taglierebbe  la  retta  ADB  del  primo 
sistema  nel  punto  (D,D');  cosi  avrebbe  per  proiezione  verticale 
linea  che  ha  già  ricevuta  la  proiezione  di  una  retta  LMG 
del  primo  sistema.  Per  evitare  questa  coincidenza  , non  abbia- 
mo voluto  rappresentare  sul  disegno  tutte  insieme  le  generatrici 
de'due  sistemi;  posciachò  altrimenti  facendo,  le  parti  piene  delle 
une,  cadendo  sulle  punteggiate  delle  altre,  non  avrebbero  fatto 
più  distinguere  le  parti  visibili  o invisibili  di  ciascuno  de’  siste- 
mi. Al  più,  sarà  sempre  facile,  anche  sul  disegno  attuale,  di  ri- 
trovare le  rette  del  sistema  B quando  se  ne  avrà  bisogno,  poiché 
basterà  di  prendere  le  parti  piene  per  le  punteggiate  , c reci- 
procamente , come  abbiam  noi  ora  indicato  per  la  retta  BDA. 
Si  potranno  cosi  moltiplicare  di  più  le  generatrici,  a line  di  otte- 
nere maggior  effetto  nel  disegno  ; ma  qui  si  è creduto  miglior 
consiglio  di  sacrificare  qualche  cosa  sotto  quest’ultima  veduta, 
per  olfrire  più  nettezza  nella  posizione  de’ punti  e delle  linee  ri- 
marchevoli che  bisognava  indicare  al  lettore. 
fig.  ibn.  Del  piano  tangente  alt  iperboloide.  Sia  R la  proiezio- 
XXXXVI  ne  orizzontale  del  punto  di  contatto , assegnato  dalla  quistione  ; 

per  ottener  l’altra  osservo  che,  pel  punto  considerato  sulla  su- 
perficie, passa  una  generatrice  del  sistema  A,  la  quale  è proiet- 
tata orizzontalmente  secondo  una  tangente  PRA  al  cerchio  della 
gola  , c verticalmente  secondo  P'a  ; se  dunque  proietto  R in  R' 
su  quest’ultima  retta,  avrò  compiutamente  determinato  il  punto 
di  contatto  ( R,  R').  Ma  vi  è una  seconda  soluzione;  perocché 
{ potendo  condurre  da  R un’altra  tangente  BRQ  al  cerchio  della 
gola  , la  quale  rappresenterà  cosi  una  generatrice  del  sistema 
A proiettata  verticalmente  secondo  B'Q'' , non  avrò  che  a pro- 
iettare R in  R"su  quesl’ultiraa  linea,  ed  otterrò  un  secondo  pun- 


(*)  Per  indicare  più  chinramento  la  situazione  delle  diverse  rette  , 
avremo  cura  di  citare  sempre  in  primo  luogo  la  lettera  che  dimostra 
r estremità  inferiore  della  retta,  onde  avremo  a parlare. 
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to  (RjR")  che  sarà  situato  sull’  iperboloide,  cd  avrà  similmente 
la  sua  proiezione  orizzontale  in  R. 

ib3.  Ciò  posto  , consideriamo  il  punto  (R,R')  e ricordia- 
nioei  ( n.  142  ) che  per  quest’unico  punto  devono  passare  due 
generatrici  deiriperboloide;  una  è la  retta  (I’llA,P'R'a)  oramai 
adoperata  cd  appartenente  al  sistema  A;  l’altra  appartenente  al 
sistema  B , proiettata  secondo  ( QllB,Q'R'c  ).  Per  conseguen- 
za il  piano  tangente  in  (R,R'  ) dovrà  contenere  queste  due  rette, 
e quindi. la  sua  traccia  orizzontale  sarà  QPS.  Per  determinarne 
l’altra  SV' , basterà  immaginare  in  esso  e pel  punto  ( R,R'  ),. 
una  orizzontale  le  cui  proiezioni  saranno  RV  parallela  alla  trac- 
cia QPS  , cd  R'V'  alla  linea  della  terra  ; poscia  costruire  il 
punto  ( V,Y'  ) dov’essa  penetra  il  piano  verticale. 

In  quanto  al  piano  tangente  relativo  al  punto  ( R,ll"  ) , esso 
sarà  determinato  per  mezzo  delle  due  rette  di  sistemi  opposti  , 
che  quivi  si  tagliano.  Una  è (BRQ,B'R"Q")  pel  sistema  .à. l'altra 
è (ARP,A'R"P")  pel  sistema  B ; e però  la  traccia  orizzontale  di 
questo  pianosarà  la  linea  AB,  c la  verticale  si  otterrà  come  qui 
sopra,  mediante  una  orizzontale  condottavi  a partire  dal  punto 

(R,R"). 

i54.  Ritorniamo  iil  piano  tangente  PSV'  che  tocca  l’iperbo- 
loide nel  punto  (R,R'),  cd  osserviamo  che  la  sua  traccia  orizzon- 
tale PQ  è perpendicolare  al  piano  meridiano  OR  che  passereb- 
be pel  punto  di  contatto,  ciò  che  deve  verificarsi  (n.  /34-)  per 
ogni  superficie  di  rivoluzione  il  cui  asse  è verticale.  ]\Ia  questo 
piano  PSV'  non  è tangente  all’iperboloide  in  ogni  altro  punto, 
tale  qual’è  (T,T')  della  retta  (PRAjP'R'jj)  contenutavi  ; poiché 
la  sua  traccia  orizzontale  PQ  non  sarebbe  perpendicolare  al  me- 
ridiano OT.  Inoltre,  per  questo  punto  (T,T')  della  retta  (PR  A, 
P'R'*)  che  appartiene  al  sistema  A , passa  una  generatrice 
(HTBa,H'T'c»)  del  sistema  B,  la  quale  è evidentemente  situata 
Juori  del  piano  di  cui  e parola  ; avvegnaché  il  suo  piede  è in  II 
fuori  della  direzione  PQ.  Per  conseguenza  il  piano  PSV'  non 
soddisfa  pel  punto  (T,T')  alla  definizione  del  vero  contatto,  che 
consiste  nel  contenere  le  tangenti  a tutte  le  lince  situate  sulla  su- 


Fir.. 
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perficie  ; mentre  nel  punto  (R,  R')  contiene  non  pure  le  due  ge* 
ncratrici  che  si  tagliano , ma  eziandio  la  tangente  del  parallelo 
ch’ò  precisamente  (RV,R'V'),  quella  del  meridiano,  e la  tan- 
gente di  ogni  altra  curva  tracciata  per  questo  punto  sull’ iper- 
boloide. 

Noi  parlando  dell’iperboloide  storto  abbiamo  già  dimostrato 
questa  proprietà  singolare  del  piano  tangente  (n./^s.)  ; ma  cre- 
demmo dovere  insistere  su  tale  circostanza  e convalidarla  qui 
con  novelle  considerazioni,  perciocché  è importante  di  formarsi 
un  idea  ben  chiara  della  posizione  di  un  piano  il  quale  in  tal 
guisa  c tangente  in  un  punto  (R,R'),  e secante  in  tutti  gli  al- 
tri comuni  con  la  superlicie  , che  taglia  qui  secondo  le  due  ret- 
te (P1U,P'11'«)  e (QRB,Q'R'c). 

iSS.  Tult’i  problemi  relativi  a’piani  tangenti,  che  abbiamo  ri- 
soluto in  questo  libro,  si  sono  aggirati  intorno  a superficie  cilin- 
driche , coniche , o di  rivoluzione.  Noi  non  aggiungeremo  ora 
nuovi  esempi  per  altri  generi  di  superficie,  perchè  il  metodo  si 
riduce  in  tutt’i  casi  a servirsi  del  magistero  seguito  al  (».  /oJ), 
che  spesso  avremo  in  seguito,  opportunità  di  applicare  in  va- 
rie e molte  congiunture;  resterebbe  fradittanto  a trattarsi  la  qui- 
stione  del  piano  tangente  allorché  il  punto  di  contatto  non  è dato 
sulla  superficie.  Noi  l’abbiamo  fatto  immediatamente  pe’cilindri 
ed  i coni,  perchè  la  soluzione  era  semplice  , nè  vi  era  motivo  da 
differirla;  ma  non  avviene  lo  stesso  per  le  altre  superficie,  ondo 
qualche  volta  fa  mestieri  di  ricorrere  a’mctodi  relativi  alle  inter- 
secazioni delle  superficie.  Laonde  riferiremo!  problemi  di  que- 
sto genere  in  uno  de’  seguenti  libri. 
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CAPITOLO  PRIMO. 

DELLE  SCPEariClB  STILEPPABILl. 

i!)6.  Una  superficie  è detta  sviluppabile  allorché  sujiposUt 
flessibile  ma  non  estensiva,  può  essere  svolta  e distesa  sopra  uil 
piano  senza  lacerazione  o piegatura  alcuna.  Or  bene  si  compren- 
de che  non  ogni  superficie , cornea  modo  d’esempio  una  porzio- 
ne di  slera , gode  di  questa  proprietà  ; cppcrò  nella  mauicra  di 
generazione  di  una  superficie  sviluppabile  dee  concorrervi  qual- 
che parficolarc  condizione  perche  si  renda  accomodata  a questa 
trasformazione,  la  qual  cosa  spiegheremo  ben  tosto  (n.  tjS).  Ma 
avanti  di  condurci  a tali  considerazioni  generali  ci  sembra  utile  esa- 
minare in  prima  due  specie  particolari  di  superficie,  le  quali  pos- 
sono in  sifiatto  modo  essere  sviluppate  su  di  un  piano;  cioè  i ci- 
lindri ed  i coni.  Ed  è qui  tempo  d’introdurre  le  considerazioni  del 
metodo  infinitesimale  , che  ben  capito  , presenterà  tutto  il  ri- 
gore desiderabile,  ed  offrìrà  quindi  il  doppio  vantaggio  di  render 
brevi  ì ragionamenti  e facili  le  costruzioni  grafiche  della  geome- 
tria descrittiva. 

iSy.  Ija  tangente  di  una  curva  essendo  il  limile  dello  posi- 
zioni che  prende  una  secante , due  punti  della  quale  si  approssi- 
mano indefiuitaincute , si  può  considerare  come  una  retta  che 

j4 
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' passa  per  due  punii  infinitamente  vicini  sulla  curra , o che 

abbia  un  elemento  comune  con  essa;  con  ciò  si  sostituisce  in  ve- 
ro alla  curva  proposta  un  poligono  iscrìtto  i cui  lati  e gli  angoli 
esteriori  sono  infinitamente  piccoli , e ciascun  lato  prolungato  fa 
le  voci  di  una  tangente;  ma  tutto  le  proprietà,  che  in  tale  poligo- 
no sarai!  vere  indipendentemente  dalla  grandezza  assoluta  de’ suoi 
lati  c dogli  angoli  compresi,  sussisteranno  egualmente  se  si  mol- 
tiplicheranno sempre  più  questo  piccole  corde,  ravvicinandole  alla 
curva;  per  consegnenza  avranno  luogo  imeora  quando  si  giungerà 
al  limito , cioè  quando  andremo  considerando  la  curva  in  qui- 
slione  e le  sue  vere  tangenti. 

i58.  Inoltre  abbiamo  rigorosamente  dimostralo  ( n.  che 
in  ogni  superficie  le  diverse  curve  tracciale  da  un  medesimo  pun- 
to avevano  le  tangenti  situate  in  un  piano  unico  ; dunque  que- 
sto piano,  che  abbiamo  dmominato  tangente,  potrà  esser  riguar- 
dalo come  avente  di  comune  con  la  superficie  un  elemento  super- 
ficiale formato  dall’ insieme  degli  elementi  lineari  comuni  alle 
curvo  ed  alle  rispettive  tangenti;  c sarà  l’ elemento  di  contatto, 
eh’ è m gmersAe  infinitamente  piccolo  in  tutti  i versi,  salvo 
che  la  superficie  non  sia  di  tal  genere , che  abbia  lo  stesso  piano 
tangente  per  più  punti  consecutivi. 

rie.  iSg.  In  un  cilindro,  per  esempio , sappiamo  (n.  gg)  che  il 
XX  w vili,  piano  BAT  è tangente  per  tutta  la  lunghezza  di  una  stessa  gene- 
ratrice AMB.  Laonde  questo  piano  avrà  di  comune  colla  super- 
ficie un  elemento  superficiale  ABB'A'  indefinito  in  lunghezza , 
mà  compreso  fra  le  due  generatrici  infinitamente  vicine,  che  pas- 
sano pe’  punti  A ed  A'  comuni  alla  base  AC  ed  alla  sua  tangente 
AT.  Si  vede  che  abbiam  fallo  qui  distinzione,  come  nella  nota  del 
«.  log,  fia  V elemento  della  superficie  e la  generatrice  ; e ciò 
è essenziale , perchè  nelle  superficie  storte  riconosceremo  esser 
quest’ ultima  retta  comune  alla  superficie  ed  al  piano  tangente , 
laddove  l’elemento  superficiale  indefinito  in  lunghezza  non  sarà 
lutto  in  questo  piano. 

Parimenti  una  superficie  conica,  la  quale  è toccata  dal  suo 
piano  tangente  per  tutta  la  lunghezza  di  unagcneralrice(u./(Jo), 
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avrà  comuae  con  esso  iin  elemento  superficiale  di  lunghezza 
iiidefiaila  , ma  compreso  fra  due  generatrici  infinitamente 
vicine. 

i6o.  Una  mperjicie  cilindrica  è sempre  sviluppabiles^toc- 
che  facciam  conto , che  sia  stata  tagliata  da  un  piano  perpendicolare  FIO . 

alle  sue  generatrici,  secondo  una  curva  CA  che  si  chiama  la  se-  XXKXviil. 
sione  retta  del  cilindro.(*),e  che  riguarderemo  come  la  sua  base, 
o come  la  direttrice-  della  retta  movibile,  dalla  quale  è stata  ge- 
nerata : poscia  si  sostituisca  per  poco  alla  curva  testò  connata  un  fig. 
poh'gono  iscritto  CAA'A",  ciocché  permuterà  il  cilindro  in  un  pri-  xxxxix.. 
sma  retto.  Allora  si  potrà  far  girare  la  fiaiccia  B"A"A'£'  intorno 
dello  spigolo  B' A'come  asse  di  rotazione , sin  tanto  che  vada  a collo- 
■*  carsi  sul  piano  della  faccia  B'A'AB  ; sk<^ò  il  lato  A'A",  traspor- 
tato in  A'a",  sarà  situato  sul  prolungamento  di  AA',  perciocché 
continueranno  ad  esser  ambidue  perpendicolari  allo  spigolo  A'B'. 

In  seguito  si  potrà  far  girare  la  faccia  cosi  composta  BAa"à"  in-. 
torno  di  AB,  sin  tanto  che  arrivi  sul  piano  della  faccia  contigua; 
e coù  continuando  perverremo  a collocare  tutte  le  facce  del  pri- 
sma in.  un  piano  unico  le  uno  accosto  delle  altre,  di  maniera  che 
la'  superficie  prismatica  sarà  sviluppata  senza  aver  cambiato  di 
grandezza.  Inoltre  osserviamo  che  tutt’i  lati  del  poligono  CAA'A" 
formeranno,  dopo,  lo  sviluppo,  una  sola  linea  retta  continuata  alla 
quale  tutti  gli  spigoli  del  prisma  rimarranno  perpendicolari , co- 
me Tabbiam  dimostrato  pe’due  primi  lati  AA'  ed  A'A";  e la  sua  ^ 
lunghezza  sarà  eguale  alla  somma  de’  lati  del  poligono  primitivo, 
frattanto  i diversi  spigoli  AB,  A'B'. . . . avran  conservato  le  lun- 
ghezze che  avevano  prima. 


(*)  Spes»  per  brevità  cliiameremo  cilindro  retto  quello  il  quale  avrà 
per  base  o per  direttrice  la  sezione  retta,  senza  che  s’intenda  dover 
questa  essere  un  ccrcliio.  E però  tale  denominazione  non  indicherà  par- 
ticolarità alcuna  nella  natura  del  cilindro , poiché  ben  si  comprende  che 
ogni  superficie  cilindrica  può  esser  riportata  al  caso  mentovato , taglian- 
dola con  un  piano  perpendicolare  allo  sue  generatrici. 
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161.  Ora  è ben  chiaro,  che  lullc  queste  conseguenze  saranno 
egualmente  vere , qualunque  sia  la  grandezza  degli  angoli  e de’ 
lati  del  poligono  sostituito  alla  curva  CAA';  per  conseguenza  a- 
vranno  luogo  ancora  in  un  cilindro  il  quale  è il  limite  de’ prismi 
iscritti,  o se  vogliasi  differentemente  esprimere  la  medesima  idea, 
in  un  cilindro  il  quale  altro  non  è che  un  prisma  avente  per 
base  un  poligono  infinitesimale.  Si  può  dunque  conchiudere 
1 .**  che  ogni  superficie  cilindrica  è svituppabile ; 2.°  che  dietro 
siffatta  trasformazione,  la  sezione  perpendicolare  alle  genera- 
trici diviene  una  linea  retta  la  cui  lunghezza  uguaglia  il  peri- 
metro di  quella  ; 3.°  che  le  generatrici  restano  perpendicolari 
a questa  retta , conservando  inoltre  le  loro  lunghezze  primitive 
tanto  al  di  sopra,  quanto  al  di  sotto  di  questa  base. 

162.  Se  sul  cilindro  stesse  una  curva  qualunque  GMM',  sa- 
rebb’essa  surrogata  sul  prisma  da  un  poligono  GMM'M"  i cui 
iati  non  varierebbero  di  lunghezza , quando  fossero  trasportati 
colle  facce  del  prisma  nei  loro  movimenti  di  rotazione  intorno  de- 
gli spigoli  successivi;  ma  questo  poligono  cambierebbe  di  forma, 
poiché  l’angolo  MM'M"  (*)  diverrebbe  MM'm".  Pur  tuttavia, 
poiché  in  questo  spiegamento  il  lato  M'M"  girerà  intorno  all’asse 
B'M',  ne  segue  che  l’angolo  B'M'M"  rimarrà  costante  ed  eguale 
a B'M*ot":  lo  stesso  avverrà  por  l’angolo  BMM'  o TMA  che  re- 

■ sterà  invariabile,  e del  quale  un  lato  TMM' diverrà  nel  caso  del  li- 
mite la  tangente  della  curva  cui  si  è attualmente  sostituito  il  po- 
ligono GMM'.  Se  inoltre  si  osservi  che  tutte  queste  proprietà  sono 
indipendenti  dalla  piociolezia  maggiore  o minore  delle  facce  del 
prisma,  e che  perciò  devono  esser  vere  altresì  nel  caso  del  suo 
limite , o sia  per  il  cilindro  della  figura  se  ne  conchiuderà  ; 
I che  quando  si  sviluppia  un  cilindro  sul  quale  è tracciata  una 


(*)  Il  supplemento  di  quest’angolo, cioèM"M'/,ilquaIesarebbecompreso 
fra  due  tangenti  contigue , si  addimanda  angolo  di  contano  , e può  ser- 
vire a valutare  la  curvatura  della  curva  in  questo  sito , come  spieghe- 
remo nel  { n.  tgSJ. 
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curva  qualunque  GM,  questa  linea  si  cambia  in  un’altra  che  chia- 
meremo la  trasformata  della  prima,  i cui  archi  hanno  la  stes- 
sa  lunghezza  assoluta  di  quelli  della  curva  primitiva;  a.®le  por-  Xx.xx\ m, 
zioni  delle  generatrici  MA  , M'A'  . . . , comprese  fra  questa 
curva  e la  sezione  retta  CAA',  restano  della  grandezza  medesima, 
e sempre  perpendicolari  alla  retta  secondo  la  quale  si  svolge  la 
base  CAA';  3.°  ciascima  tangente  MT  alla  curva  primitiva  forma 
con  la  generatrice  MA  un  angolo  che  resta  invariabile,  cd  inoltro 
dopo  lo  sviluppo  sarà  tangente  alla  trasformata.  Questa  ultima 
proposizione  vien  dimostrata,  osservando  che  nello  spiegare  le  fac- 
ce del  prisma,  la  linea  MT  è sempre  il  prolungamento  di  un  lato 
del  poligono  trasformato. 

Vedremo  tosto  su  vari  disegni  la  maniera  di  far  uso  di  queste 
diverse  proprietà , per  compiere  graficamente  lo  spiegamento  di 
una  superficie  cilindrica,  e per  costruirvi  le  trasformato  delle  cur- 
ve innanzi  traociate  sulla  superficie. 

i63.  Abbiamo  enunciato  che  una  curva  qualunque  GIIIM', 
segnata  su  di  un  cilindro , Cangiavasi , dopo  averlo  sviluppato, 
in  un’  altra  linea  che  generalmente  era  anche  curva  ; non  per- 
tanto vi  sono  alcuni  casi  particolari  in  cui  questa  trasformata  può 
essere  rettilinea,  e per  indagare  più  facilmente  le  condizioni  che 
si  riferiscono  a tali  casi  sostituiscasi  ancora  al  cilindro  cd  alla 

s 

curva,  il  prisma  retto  cd  il  poligono  GMM'  della  figura  4$.  Al- 
lora, affinchè  il  lato  M'M"  trasportato  in  M'm"  stia  sul  prò-  j n;. 
lungamento  di  MM' , fa  d’uopo,  ed  è evidentemente  bastevole,  xvxxi.v. 
che  si  abbia 

angolo  B'MW'=A'M'M=BMM'; 
e poiché  abbiamo  osservato  (^n.  1S2)  che  il  primo  di  questi  an- 
goli si  conservava  eguale  all’angolo  primitivo  B'M'M",  la  condi- 
zione precedente  si  riduce  a quest’ altra  : 

angolo  B'M'M"=BMM'; 

Io  stesso  6 a dirsi  degli  altri  lati  consecutivi  paragonati  fra  loro; 
per  conseguenza  tutt’i  lati  del  poligono  GMM'M"  devono  taglia- 
re gli  spigoli  del  prisma  sotto  un  angolo  costante.  Ora  so  queste 
fclazjoui  dm  devono  sempre  aver  luogo  ad  prisma,  per  quanto 
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jiiccole  si  fodero  le  sue  facce,  sì  riferìscauo  al  cilindro,  e si  tenga 
presente  ( n.  ) che  i prolungamenti  de’  lati  del  poligono  di- 
vengono, al  limite,  le  tangenti  della  curva  contìnua  verso  la  quale 
converge  questo  poligono , se  ne  dedurrà  il  teorema  seguente  : 
Perchè  una  curva  GM,  iracciafa  sopra  un  cilindro,  divenga 
retliiinea  dojyo  lo  spiegamento  di  questa  sttperjicie,  fa  d’uopo 
ed  è bastevole  che  tutte  le  sue  tangenti  facciwto  un  angolo 
costante  con  le  generatrici  del  cilindro. 

Le  curve  che  soddisfano  a quest’ ultima  condizione  si  addiman- 
dano  eliche , qualunque  sia  la  base  del  cilindro  sul  quale  sono 
tracciale:  talché  le  eliche  sono  le  sole  curve  che  divengono  rettili- 
nee nello  sviluppo  della  superficie  cilindrica,  su  cui  stanno. 

i64-  Ksse  godono  inoltre  di  quest’ altra  proprietà  ragguarde- 
vole cioè:  un  arco  qualunque  ai  elica  GM  è la  lima  più  corta, 
che  si  possa  tracciare  sul  cilindro  fra  i suoi  estremi  G ed  M. 
Infatti , se  ad  esso  si  paragona  un’altra  curva  compresa  fra  gli 
stessi  punti,  quest’arco,  poiché  non  diverrà  rettilineo  quando 
sarà  sviluppato  il  cilindro,  è più  lungo  dì  quello  dell’elica,  che 
si  cambia  in  una  linea  retta:  ma  noi  abbiamo  osservato  (n.  162) 
che  in  questo  spiegamento  le  trasformate  conservavano  la  stessa 
lunghezza  delle  curve  primitive,  dunque  anche  prima  l’arco  di 
elica  doveva  esser  più  corto  di  ogni  altra  lìnea  oongiungeute 
i punti  G ed  M. 

i65.  Osserviamo  qui  che  tutte  le  curve  le  quali,  sviluppato  il 
cilindro,  divengono  rettilinee,  eranoda  prima  a doppia  curvatura, 
cioè  tali  che  tre  tangenti  vicine,  ovvero  tre  elementi  consecutivi 
non  posavano  su  Io  stesso  piano.  Infatti  ritorniamo  al  polìgono 
della  fg.  4g  del  quale  consideriamo  i tre  lati  consecutivi  KM, 
MM',  M'M",  e facciam  conto  che  sien  diretti  in  maniera  da  for- 
mare coi  lati  del  prisma  angoli  eguali  fra  loro  e dinotati  con  ». 
Se  questi  tre  iati  potessero  staro  in  un  piano  unico,  vi  starebbero 
per  certo  (re  rette  condotte  da  un  punto  qualunque  G parallella- 
mente  ad  essi , ma  ciascuna  di  tali  rette  formando  parimenti 
un  angolo  « col  lato  GD , sarà  situata  sulla  superficie  dì  un  cono 
rotto  di  cui  GDsarà  l’assej  c però  una  tale  superficie  non  potrebbe 
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avere  tre  sue  generatrici  in  un  medesimo  piano,  perocché  in 
questo  caso  tre  punti  della  circonferenza  che  le  serve  di  base  sa- 
rebbero in  linea  retta.  Dunque  è del  pari  impossibile  che  i tre 
lati  consecutivi  KM  , MM' , M'M"  giacciano  in  uno  stesso  piano; 
la  quale  proposizione  avendo  luogo,  qualunque  sia  la  picciolezza 
de’ lati,  rimane  egualmente  vera  pe’ prolungamenti  loro,  quando 
il  poligono  degenera  in  una  curva  continua,  nel  qual  caso  i pro- 
lungamenti teste  cennali  sono  le  stesse  tangenti  della  curva.  Per- 
ciò le  eliche  sono  mai  sempre  linee  a doppia  curvatura. 

166.  Solamente  fa  mestieri  eccettuare  da  questa  conchiusione 
generale  un  caso  unico,  eh’ è quello  in  cui  l’angolo  » sia  retto; 
perchè  allora  il  cono  che  ha  servito  non  ha  guari  a stabilire  la 
proposizione  precedente  si  riduce  esso  stesso  in  un  piano.  Inoltre 
l’elica  particolare  che  corrisponde  all’ipòtesi  attuale  «=90°,  è 
evidentemente  la  sezione  retta CAA';  ed  infatti  sappiamo  ( n.  ì6t) 
che  questa  sezione  diviene  rettilinea  dopo  lo  spiegamento  del  ci- 
lindro ; non  pertanto  possiamo  affermare  che  di  tutte  le  curve 
piane  tracciate  sopra  un  cilindro  la  sola  sezione  retta  diviene 
rettilinea  dopo  il  suo  sviluppo. 

167.  A proposito  delle  diche , le  quali  siccome  abbiamo  osser-  Fi(>. 
vato  non  sono  curve  piane , faremo  rilevare  che  se  tre  elementi  xx.vxix 
vicini  RM , MM' , M'M"  in  ogni  linea  a doppia  curvatura  GRM 
comunque  situata  nello  spazio  non  sono  in  un  medesimo  piano, 

ve  ne  saranno  almeno  due  MM' , M'M";  ed  il  piano  MM'M" 
si  chiama  il  piano  osculatore  della  curva  al  punto  M.  Per  il 
punto  K poi  il  piano  osculatore  sarebbe  RMM' , e cosi  di  se- 
guito ; di  maniera  che  i diversi  piani  osculatori  si  fagliano 
a due  a due  secondo  un  elemento  intermedio , e non  coinci- 
dono tutti  quanti  se  non  quando  la  curva  è piana.  Inoltre  per  le 
considerazioni  di  sopra  esposte , possiamo  evidentemente  defi- 
nire per  piano  osculatore,  quello  che  passa  per  due  tangenti  infi- 
nitamente vicine. 

168.  Osserviamo  ancora  che  una  linea  curva  continua,  sia  pia- 
na o pur  no,  ha  una  sola  tangente  in  un  punto  dato:  pur  non  di 
meno  ammette  visibilmente  un’infinità  di  normali,  vale  a dire 
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rette  perpendicolari  alla  tangente  condotte  dal  suo  punto  di  con- 
tatto: le  quali  formano  per  necessità  un  piano  pcqicndidolare  alla 
tangente,  che  si  denomina  piano  normale  della  curva  nel  punto 
mentovato.  E questo  appunto  il  contrario  di  quello  che  avvie- 
ne per  una  superficie  la  quale  in  ciascuno  de’  suoi  punti  ammette 
un’infinità  di  tangenti  che  formano  il  piano  tangente,  ed  una 
sola  normale  ad  esso  perpendicolare. 

i6g.  Una  snpcrjicie  conica  è sempre  sviluppabile.  Senza 
svolgere  qui  tutta  la  serie  delle  considerazioni  che  abbiamo  cre- 
duto dover  faro  pel  cilindro , riguarderemo  immediatamente  la 
base  dei  cono , qualunque  sia , come  un  poligono  infinitesimale 
riti.  L.  CAA'A"j  ed  il  cono  poi  quale  piramide  di  cui  ciascuna  faccia 
SAA'  sarà  un  elemento  superficiale  infinitamente  stretto,  comu- 
ne (n.  alla  superficie  ed  al  suo  piano  tangente  per  tutta  la 
lunghezza  della  generatrice  SA.  Allora  si  potrà  far  girare  la 
faccia  SA 'A"  intorno  dello  spigolo  SA',  sin  tanto  che  venga  a 
collocarsi  accosto  c nello  stesso  piano  della  faccia  SA' A;  poscia  tut- 
t’e  due  queste  facce  intorno  allo  «pigolo  SA  per  portarle  sul  piano 
della  faccia  precedente.  Continuando  nella  stessa  guisa  si  otterrà 
un  settore  jHJligono  (*)  composto  di  tutte  le  facce  della  piramide, 
messe  le  une  allato  delle  altre  in  un  medesimo  piano  , la  cui 
superficie  uguaglierà  per  conseguenza  quella  di  detta  piramide; 
inoltre  è evidente,  che  in  questa  trasformazione  i lati  e gli  angoli 
. delle  facce  SA' A",  SA.A'.  ; . . ; resteranno  invariabili,  siccome 

«[uelli  de’ triangoli  qualunque  SM'M",SMM' laddove  gli 

angoli  AA'A",MM'M'' cambieranno  di  grandezza;  e poichò  que- 
ste diverse  particolarità  sono  ugualmente  vere , qualunque  sin  la 
picciolczza  delle  facce  della  piramide , esse  sussisteranno  egual- 
mente nel  caso  del  limite , cioè  per  un  cono  sul  quale  i poligoni 
CAA'A",  o GMM'M"  diverranno  curve  continue,  le  cui  tangenti 
saranno  i prolungamenti  degli  elementi  .AA'  ed  MAI'. 


(*)  0 piuttosto  H sistema  di  due  settori  opposti  al  vertice , se  si  spiega 
Dello  stesso  tempo  la  piramide  sufieriorc  SUB'lt"  che  surroga  la  seconda 
falda  del  cono. 
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170.  Da  ciò  si  deducono  evidentemente  le  conseguenzescgucntl. 

1. ”  Ogni  superficie  conica  è sviluppabile,  ed  in  questa  tra- 
srormazione  le  generatrici  o qualunque  lor  parte  non  cangiano 
di  lunghezza^ 

2. ”  La  base  del  cono,  0 qualsivoglia  altracurva  tracciata  sulta 
sua  superficie,  diviene  Una  linea,  la  cui  curvatura  non  ò più  la 
stessa  di  quella  della  curva  primitiva,  e si  chiama  la  trasforma- 
ta della  prima;  ma  i suoi  archi  conservano  la  medesima  lun- 
ghezza assoluta  di  quelli  della  curva  primitiva.  Se  quest’ ultima 
aveva  da  prima  tutti  i suoi  punti  ad  una  distanza  costante  dal 
vertice,  la  trasformala  sarebbe  un  arco  di  cerchio  descritto  dori  uh 
raggio  uguale  a questa  distanza. 

3. °  Ciascuna  tangente  della  curva  primitiva  forma  con  la  gc* 
tieratrice  del  cono,  un  angolo  che  resta  invariabile  nello  sviluppo 
della  supcriicie  ; c questa  prima  retta  passa  ad  essere  tangente 
alla  trasformata^ 

Vedremo  più  in  là  comesi  faccia  uso  di questediverseproprietà, 
per  eseguire  graficamente  lo  spiegamento  di  una  superficie  conica. 

1 71 . Perchè  u/ia  curva  GMIVP,  tracciata  sopra  un  cono,  divenga 
rettilinea,  dojH)  lo  sviluppo  della  superfìcie , fa  mestieri  eviden- 
temente nè  d’altro  è bisogilo , che  due  elementi  contigui  MM', 

M'M'^ , sieno  diretti  in  maniera  che 

angolo  SM'!M"=*:  SM^/ ; 

c polche  i prolungamenti  degli  elementi  additati  non  ha  guati 

sono  le  tangenti  della  curva  primitiva , ciò  vale  lo  stesso  di  dire 

che  due  tangenti  consecutive  di  questa  curva  devono  forttiare 

angoli  eguali  con  ta  generatrice  intétmedia:  ma  questi  angoli  • 

non  sono  però  costanti  per  tutte  le  tangenti , come  avveniva  nel 

caso  del  cilindro  ( n.  l63 ).  l 

172.  Ogni  curva  in  cui  si  verificherà  la  condizione  precedente.  Piti.  L-  ji 
avrà  ancora  la  proprietà  di  essere  la  linea  più  corta  che  si  possa 
condurre  fra  duo  de’ suoi  piunti  sulla  superficie  conica;  e ciò 

per  le  medesime  ragioni  addotte  al  n.  /ffi:  ma  essa  non  of- 
frirà la  forma  di  una  spiralo,  fa  quale  si  eleverebbe  sempre 
più  verso  il  vertice  S del  cono.  Infatti  l’angolo  SMM'  sarà  mi* 

i;> 
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nore  di  SM'M",  pcrcioccliè q^ueslo  uguaglierà  SM'/;  sicché  l’iu- 
elinnzione  SM/  di  ciascuna  tangente  sulla  generatrice  corrispon- 
dente formando  da  prima  un  angolo  acuto  che  va  sempre  au- 
mentando , la  distanza  SM  diverrà  minima  allorché  quest’an- 
golo sarà  retto , ed  allora  si  otterrà  il  punto  della  curva  più  vi- 
cino ol  vertice  S ; e di  là  poi , questa  se  ne  allontanerà  sempre 
più,  poiché  l’angolo  SM/ diverrà  ottuso  e continuerà  a crescere. 
Clia  perciò  sopra  un  cono  di  rivoluzione , a modo  di  esempio,  la 
linea  più  corta  fra  i due  punti  della  base  circolare,  non  é l’arco  di 
questo  cerchio  compresovi;  ma  una  specie  di  curva  iperbolica  il 
cui  vertice  è ad  eguale  distanza  da’ due  punti  in  quistione,  la 
quale  dopo  lo  svolgimento  del  cono  diverrebbe  una  corda  del  cer- 
chio in  cui  sarebbesi  trasformata  la  base  primitiva.  I due  raggi 
paralleli  a questa  corda  sarebbero  sul  cono  primitivo  lo  gene- 
ratrici (7S£t»/o/i  della  curva  in  quistione. 

173.  Al  contrario  una  curva  tracciata  sopra  una  superCcie  co- 
nica qualunque , la  quale  fosse  dolala  di  una  proprietà  simile  a 
quella  dell’elica  (u./ff.?),cioé  che  ciascuna  tangente  facesse  un 
angolo  costante  con  la  generatrice  che  passa  pel  punto  di  con- 
iano, avrebbe  la  forma  di  una  spirale  che  si  approssimerebbe 
indefinitamente  al  vertice,  il  quale  sarebbe  per  essa  un  putito 
ussintotico  : poscia  nello  spiegamento  questa  curva  diverrebbe 
evidentemente  una  spirale  logaritmica,  poiché  si  sa  che  que- 
sta à la  proprietà  di  tagliare  lult’i  suoi  raggi  vettori  sotto  un 
angolo  costante.  Il  quale  se  fosse  retto,  la  trasformata  sareb- 
b<;  un  cerchio  i cui  raggi  vettori  essendo  uguali , la  curva  pri- 
mitiva tracciata  sql  cono  sarebbe  una  curva  sferica , cioè  ri- 
sullautc  dall’ iiilersecazione  del  cono  proposto  con  una  sfera 
avente  per  centro  il  vertice.  ( redi  n.  3ig  ). 

174-  Superficie  sviluppabili  qualunque.  Ora  rendiam  genera- 
li le  osservazioni  che  abbiam  fatte  po’ cilindri  e pe’ coni,  ed  imma- 
Tir,  IT.  gioiamo  che  una  superficie  sia  generata  danno  rettala  quale  si 
muova  in  maniera  che  due  posiziotti consecutive,  o infinitamen  te 
vicine,  stiano  sempre  in  un  medesimo  piano.  Indicheremo  quan- 
to prima  ( n,  1S0  ) diversi  moili  di  soddisfare  a questa  con- 
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dizione  ; ma  per  ora  sarà  bastevole  ammellcré  che  sia  stala 

adempiuta  di  una  maniera  qualunque,  cd  

sieno  le  posizioni  iiiGnilamentc  vicine  della  retta  movibile.  Allora 
secondo  la  definizione  della  superficie,  le  due  generatrici  conse- 
cutive AB  ed  A'B'  si  taglieranno  necessariamente  (*)  in  un  certo 
punto  M';  parimenti  la  generatrice  A'B' sarà  incontrata  da  A"B" 
in  un  punto  M",  e quest’iiltima  dalla  seguente  in  un  punto  M'",ec; 
di  maniera  che  queste  intersecazioni  successive  formeranno  un 
poligono  ....  ; o piuttosto , poiché  si  suppone  es- 

sere le  generatrici  infinitamente  vicine , una  curva  continua 
VMM'M"U  cui  tulle  queste  rette  saranno  evidentemente  tan- 
genti, la  quale  appellasi  spìgolo  di  regresso  della  superficie 
per  una  ragione  che  tosto  spiegheremo  ( n.  ijS). 

1 75.  Ciò  posto,  dico  che  la  superficie  generata  secondo  la  legge 
precedente  è sviluppabile.  Infatti , jioicbè  due  generatrici  con- 
secutive AMB , A'M'B' sono  sempre  in  un  medesimo  piano,  com- 
prendono fra  loro  sulla  superficie  una  zona  angolare  di  lunghez- 
za indefinita , ma  infinitamente  stretta , la  quale  è senza  dubbio 
piana;  perocché  rispetto  alle  diverse  curve  tracciale  sulla  su- 
perficie gli  elementi  lineari  AA',PP'.  . . , avendo  due  punti  co- 
muni con  le  rette  AM  ed  A'M',  stanno  tutti  noi  piano  di  que- 
ste due  generatrici.  Parimenti  le  generatrici  A'M'B' ed  A"M"B" 
comprendono  un  altro  elemento  superficiale  eh’ è piano,  c di 
una  lunghezza  indefinita,  e cosi  le  altre.  Allora  se  si  fa  gi- 
rare il  primo  elemento  intorno  della  retta  A'M'B'  come  asse  di 
rotazione , finché  vada  a collocarsi  nel  piano  stesso  accosto  al 
secondo  elemento;  e poscia  si  fa  rivolgere  intorno  A“B^'  '1 
sistema  di  questi  due  elementi  o si  abbassa  sul  piano  del  terzo, 
si  gìugneià,  cosi  continuando,  ad  isvolgere  su  di  un  piano 
unico  tutta  la  superficie  proposta , senza  interruzione  o alic- 


(*)  Esso  potrebbero  esser  parallele  ; ma  risguardando  allora  il  punto  di 
scuono  loro  come  situato  oU’ infinito , rientrerà  sempre  questo  caso  parti- 
colare nella  specie  generale. 


. LI. 
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razione  alcuna.  Inoltre  è ben  chiaro,  i .®  che  con  questa  trasfor- 
mazione non  si  sono  cambiate  per  nulla  le  lunghezze  delle  por- 
zioni delle  generatrici  MA, M'A'. . . . , non  che  quelle  degli  archi 
AA'.A'A"  , a.®  che  gli  angoli  MAA'  o MAT,MA'A"  o 

MA'T' , . . . formati  dalle  generatrici  colle  tangenti  ad  una 
curva  qualunque  AD  tracciata  sulla  superGcie  resteranno  altresi 
invariabili;  3.<>  che  al  contrario  gli  angoli  di  contallo  come 
TA'T',0  i loro  supplementi  come  AA'A",  cambieranno  di  gran- 
dezza , sicché  la  curva  AD  avrà  per  trasformata  una  linea , la 
cui  curvatura  non  sarà  più  la  stessa  di  prima.  Per  la  qual  cosa 
resta  dimostrato  che  ogni  superficie  la  quale  soddisferà  alla  con- 
dizione del  n.  1^4  ì sarà  sviluppabile. 

176.  D’altra  parte  questa  condizione  è necessaria;  imperoc- 
ché una  superficie  per  essere  distesa  sopra  un  piano  senza  la- 
cerazioni né  piegature,  fa  d’uopo  evidentemente  che  sia  composta 
di  elementi  superficiali  piani , i quali  sieno  riuniti  solamente  a 
due  a due  in  orli  rettilinei  indefiniti , aifinebé  cotali  rette  pos- 
sano servire  per  assi  di  rotazione  a questi  clementi  superfi- 
ciali, i quali  si  potranno  cosi  ridurre  in  un  piano  stesso  gli  uni 
accosto  degli  altri  ; laddove,  se  la  retta  d’intersecazione  di  due 
elementi  contigui  fosse  limitata  dall’incontro  di  un  altro  ele- 
mento , vi  sarebbe  in  questo  sito  un  angolo  triedro  o poliedro , 
le  cui  facce  non  potrebbero  essere  spiegate  su  di  un  piano  senza 
lasciar  interstizi  fra  loro  ; e poiché  questo  si  ripeterebbe  per  ogni 
punto  in  cui  si  riunissero  più  di  due  elementi  superficiali , non  yi 
sarebbe  più  continuità  nello  sviluppo  della  superficie,  e quindi 
rimarrebbe  alterata. 

177.  Ne  segue  immediatamente,  che  il  piano  il  quale  toc- 
ca una  superficie  strappabile  in  un  punto  qualunque  P è 
tangente  per  tutta  la  lunghezza  delta  generatrice  APMB  che 
passa  per  questo  punto.  Co’ fatti,  poiché  ( n.  /7A’)  tutte  le  curve 
AD,PX,BC,  . . . ànno  i loro  clementi  lineari  AA',PP',BB',  . . . 
situati  nel  piano  delle  due  rette  infinitamente  vicine  AM’B, 
A'M'B',  se  ne  deduce  che  questo  piano  comprende  tutte  le  tan- 
genti in  A,P,B , c per  conseguenza  non  v’  ò che  un  solo  cd 
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islosso  piano  AM' A'  o BAT,  che  tocca  la  superficie  sviluppabile 
per  (ulta  la  lunghezza  della  generatrice  AMO,  Laonde  da  ora  in- 
nanzi, quando  si  vorrà  costruire  il  piano  tangente  relativo  ad  un 
punto  Q dato  sopra  una  di  siffatte  superCcie , basterà_/àr/o  pas- 
sare per  la  generatrice  AQB  e per  la  tangente  AT  ad  una 
turca  qualunque  tracciata  su  quella. 

Questa  proposizione,  che  ahhiauio  già  dimostrato (n.  gg,  too) 
pe’cilindri  e pe'coui,  compete  dumpie  a tutte  le  superficie  svilup- 
pahili  ; c merita  tanta  maggiore  attenzione , perchè  non  si  ve- 
ri Celierà  nelle  quantunque  anche  queste  aiiiinct- 

lessero  generatrici  rettilinee  ; oltreché  ci  servirà  quanto  prima 
ad  indicare  una  nuova  maniera  di  generazione  delle  superCcie 
sviluppahili,  considerandole  come  inviluppi  di  un  piano  movibiio 
( n.  tSS). 

178.  Abbiamo  dello  che  la  curva  VMU  formata  dalle  interseca-  n, 
zioni  successive  delle  generatrici  chiamavasi  spigolo  di  regresso 
della  superCcie  sviluppabile  , e per  intendere  la  convenevOr 
lezza  di  questa  dcniminazione  si  à da  riguardare  ciascuna  gene- 
ratrice AB  come  composta  di  due  parti  MA  ed  MB,  una  situala  al 
di  sotto  e l'altra  al  di  sopra  del  punto  di  contatto  M ; poscia 
dinotare  col  nome  di  falda  inferiore  la  porzione  di  superCcie 
generala  dalle  parti  MA,M'A',M"A" e di  falda  supe- 

riore quella  formata  dalle  altre  MB,M'B',M'fB"  ....  (*).  Al- 
lorché si  vuole  passare  da  una  falda  all’altra,  percorrendo  la  su- 
pcrCcie  di  una  maniera  continua  ed  in  una  direzione  qualunque 
(eccetto  quella  delle  generatrici), si  scorgerà  facilmenteche  que- 
sto passaggio  non  può  aver  luogo  che  secondo  una  curva  c N « , 
la  quale  presautérà  un  punto  di  regresso  là  dove  incontrerà  la 
linea  VMU. 


(*)  Queste  porzioni  di  generatrici  si  prolungherebbero  indeCnitamcnlc, 
ma  per  rendere  più  manifesta  la  forma  opposta  delle  due  falde,  suppor. 
remo  che  vadano  a terminare  in  due  piani  orizzontali  secanti  la  superlicie 
secondo  lo  curve  AD  e BC , delle  quali  la  prima  volga  la  sua  convessità  , 
^ (a  seconda  la  concavità  verso  l’osservatore. 
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Poiché  questa  proprietà  ò importantissima  a tenersi  presente, 
vediamo  di  renderla  più  manifesta,  proiettando  tutta  la  figura 
sopra  un  piano  orizzontale  qualunque:  ]>erciò  sia  vnu  {Jig-  ^2) 
la  baso  del  cilindro  verticale  che  passa  per  la  curva  VNU,  ed  ai, 
FIO.  o'i*  ....  le  proiezioni  delle  generatrici , le  quali  saranno  nc- 
I.  e L|l,  cessariaincnte  tangenti  a ì72M,  E però  niuna  di  queste  rette  pe> 
netrerà  nel  cilindro  verticale  rnu,  sicché  le  due  falde  della  super* 
ficic  Sviluppabile  ne  restano  al  di  fuori  e sopr'  esso  vanno  ap- 
poggiandosi per  tutta  la  lunghezza  della  curva  VNU.  Inoltre 
^c  il  cilindro  testé  mentovato  si  tiene  come  un  corpo  soli- 
do , e la  generatrice  proiettata  sopra  ai  come  una  retta  inj!es-> 
siiile  che  giri  senza  strisciare  sul  cilindro , rimanendo  tan- 
gente alla  curva  VNU,  è evidente  che  questa  retta  raovibile  per- 
correrà la  superficie  sviluppabile  mentovata.  Ora  ben  si  ravvisa 
che  in  questo  movimento  un  punto  qualunque  i fissato  alla  parte 
superiore  mi  della  generatrice , andrà  primieramente  avvicinan- 
dosi al  cilindro,  e verrà  in  ('quando  la  generatrice  si  proietterà  in 
a'i',  indi  in  » allorché  sarà  proiettata  in  a"i".  Ma  al  di  là 
di  questa  posizione  il  punto  descrivente  si  troverà  al  di  sotto 
del punto  di  contatto  della  generatrice,  quando  continuerà  questa 
a girare  sul  cilindro  verticale  ; di  maniera  che  il  punto  movibile 
comincerà  allora  ad  allontanarsi  sempre  più  da  questo  cilindro, 
e verrà.in  nella  posizione  a"'i"',  in  nella  a""i"".  • . . 
Oiuleché  si  vedo  chiaramente  che  la  curva  cc'n«'",  descritta  dal 
punto  C , si  comporrà  di  due  rami , i quali  offriranno  un  punto 
di  regresso  in  n,  il  primo  de*  quali  cc'n  sarà  situato  sulla  laida  su- 
pcriore della  superficie,  e l’ altro  n»'"  sulla  inferiore. 

Se  la  curva  VNU  fosse  un’elica  (n.  i63),  la  generatrice  mo- 
vihile  che  le  rimane  tangente  conserverebbe  un’inclinazione 
costante  sul  piano  orizzontale , e per  conseguenza  il  punto  C re- 
sterebbe sempre  alla  medesima  altezza , e la  curva  sa- 
rebbe una  sviluppante  della  base  vnu,  come  si  osserverà  più  in- 
nanzi ( n.  43g  ) in  un  disegno  pel  quale  adotteremo  cOcttiva- 
nicnte  un’elica  jicr  lo  spigolo  di  recesso  VNU. 

179.  Riassuincudu  ciò  clic  precede  se  uc  deducono  le  conse- 


Digitized  by  Googl 


CaPITOT.0  I.  •—  DEllE  STrPBBTIfllE  SVIItPPAUttl.  1 If( 
guenze  seguenti:  j.°una  sìtperfaìc  è sviluppabile,  quando  è ge- 
nerala da  una  reità  che  si  muove  di  maniera  che  due  posizio- 
ni consecutive  sono  sempre  in  un  medesimo  piano.  Questa  è ima 
proprietà  caratteristica  di  tutte  le  superficie  sviluppabili,  le  quali 
evidentemente  comprendono  i due  generi  particolari  dei  cilindri 
e dei  coni,  essendo  che  nel  primo  le  generatrici  rettilinee  son 
sempre  parallelo , e nel  secondo  si  tagliano  tutte  al  medesimo 
punto. 

2. “  Il  piano  tangente  di  una  tale  superficie  c comune  per 
tutti  i punti  di  una  stessa  generatrice  rettilinea. 

3. °  Una  superficie  sviluppabile  ha  sempre  uno  spigolo  di 
regresso  formato  dalle  intersecazioni  successive  delle  diverse 
generatrici  rettilinee',  queste  retto  sono  tangenti  allo  spigolo 
di  regresso,  il  quale  divide  la  superficie  in  due  falde  distinte. 

Nelle  superficie  coniche  lo  spigolo  di  regresso  si  riduce  ad  un 
punto  unico , ch’è  il  vertice;  e ne’cilindri  è trasportato  per  in- 
tero ad  una  distanza  infinita. 

4..°  Nello  sviluppo  della  superficie  le  porzioni  delle  ge- 
neratrici del  pari  che  gli  archi  di  una  curva  qualunque  trac- 
ciata sopr’cssa  non  cambiano  di  lunghezza  assoluta,  e le 
tangenti  a questa  curva  formano  colle  generatrici  angoli  che 
restano  costanti:  ma  non  è cosi  degli  angoli  di  contatto , 
compresi  fra  due  di  questo  tangenti  consecutive , e per  conse- 
guenza la  suddetta  curva  à per  trasformata  una  linea  la  cui  cur- 
vatura non  è più  quella  che  aveva  prima  (*). 

i8o.  Osserviamo  intanto  in  qual  maniera  potrà  essere  adem-  piG. 
piuta  la  condizione  ch’è  servita  ( n.  tq4  ) ^ piantare  la  defini- 
zione delle  superficie  sviluppabili.  Prendiamo  due  curve  qualun- 
que AD  e BC  fisse  nello  spazio,  poscia  soggettiamo  una  retta 


(♦)  Devesi  eccettuare  però  lo  spigolo  di  regresso , pel  quale  gli  angoli 
di  contatto  restano  invariabili,  poiché  sono  formati  dalle  generatrici, 
le  quali  servono  appunto  per  assi  di  rotazione  nell’ elTettuare  lo  sviluppo: 
cosi,  per  esempio,  l’angolo  AM'.V  rosta  costante  del  pari  che  il  suo  sup- 
plemento MM'M". 
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movibile  a scorrervi  sopra , ma  in  guisa  che  due  posizioni  conti* 
glie  Siena  sempre  in  un  medesimo  piano.  Scelto  che  sia- 
si sulla  prima  curva  un  punto  qualunque  A',  non  decsi  con- 
giungcre  con  un  altro  qualunque  della  seconda  per  ottenere 
la  posizione  di  una  generatrice,  posciachè  non  saremmo  sicu- 
ri che  la  retta  cosi  tracciata  starebbe  in  un  medesimo  piano 
con  la  posizione  che  andrebbe  a prendere  immediatamente 
dopo  (*)  ; ma  figuriamo  col  pensiero  una  superficie  cònica  la 
quale  abbia  per  vertice  il  punto  A'  e per  base  la  curva  BC,  dopo 
conduciamo  un  plano  tangente  che  passi  ( ».  120)  per  la  retta 
A'T'  tangente  al  punto  A'  della  direttrice  AD;  allora  se  si  co- 
slrufgce  la  retta  A'B',  secondo  la  qutde  questo  piano  toccherà  il 
cono  ausiliario , dico  che  A'B'  sarà  la  posizione  che  deve  pren- 
dere la  generatrice  della  superficie  sviluppabile,  passando  pel 
punto  A' della  direttrice;  eie  altre  posizioni  A"B",A'"B'”..ìj. 
si  otterranno  in  simil  guisa.  Per  render  ragione  di  questa  costru- 
zione basta  osservare,  che  quando  la  retta  movibile  passerà  dalla 
posizione  A'B'  all’ altra  infinitamente  vicina  A"B",  potrà  esser 
considerata  strisciare  sulle  tangenti  A' A"T'  e B'B"S',  che  coin- 
cidono con  le  vere  direttrici  nello  intervallo  degli  clementi  A'A" 
c B'B"  : ma  queste  due  tangenti  sono  evidentemente  situate  in 
un  piai\o  nnico , vale  a diro  in  quello  che  abbiamo  condotto 
tangente  al  cono  ausiliario;  dunque  le  due  generati ici  A'B'  ed 
A"B"  stnr.inno  in  questo  stesso  piano. 

. 1 8 1 . Basterebbe  anche  assegnare  una  sola  dìrcUrlee  per  de- 

terminare compiutamente  la  superficie  sviluppabile , se  si  sog- 
gettasse la  retta  movibile  a rimanere  costantemente  tangente  a 
questa  curva.  Sia  in  effetto  VNU una  linea  qualunque  fissa  nello 
spazio,  che  bisogna  assumere  a doppia  curvatura  quando 
non  si  voglia  ricadere  sulla  generazione  di  un  semplice  piano; 


(*)  A meno  che  ilon  si  volesse  lasciare  immobile  il  punto  ilclla  retta  si- 
tuata in  A',  c fare  strisciare  solamente  l’altra  estremità  sulla  curva  BC; 
ma  cosi  otlerrcbbcsi  una  supcficie  conica , specie  assai  particolare  di  su- 
perficie sviluppabile,  per  fermarci  su  di  essa. 


Digilized  by  Gopgfe 


i2r 


Ci  moto  I.  DEttE  girPERFlClB  SmiTFPiBtU. 

si  costruiscano  lo  tangenti  AMB , A'M'B',  A"M"B" , po’ 
punti  ....  assai  vicini  sulla  curva;  queste  saranno 

alirettantc  posizioni  della  reltamovibiIe,cdio  dico  che  la  siipcrfl* 
eie,  luogo  geometrico  di  tutte  queste  posizioni  sarà  sviluppabile. 

Perciocché  Icdue  generatrici  infinitamente  vicine  AMB  ed  A'M'B' 
avendo  di  comune  con  la  curva , una  l’ elemento  MM',  l’ altra 
l’elemento  si  tagliano  al  punto  M*,  e per  conseguenza 

sono  situale  in  un  medesimo  piano.  Un  ragionamento  simile  si 
applicherebbe  alle  altre  generatrici  consecutive;  talché  siam  certi 
che  la  superficie  contenente  tutte  queste  tangenti , è sviluppabi- 
le ; e nel  caso  aliuale  la  curva  direttrice  VNU  è precisamente  lo 
spigolo  di  regresso,  che  A sempre  per  piani  oscttlalori  (n. 
i piani  tangenti  ( n.  t'j'j  ) della  superficie  sviluppabile.  ' 

Ecco  qui  ancora  diverse  altre  maniere  di  generare  una  super- 
ficie sviluppabile. 

182.  Se  sopra  una  data  superficie  che  dinoteremo  semplice- 
mente con  S,  si  tracci  una  curva  fissa  qualunque  CND ; riG.  LUI. 

indi  per  alcuni  punti  molto  vicini  N,N', N". . . .,  presi  sopra 
questa  linea,  si  conducano  alla  superficie  i piani  tangenti  P ,P', 

P" che  sono  qui  figurati  solamente  dalle  rette  NP,N'P'..., 

questi  pianisi  taglieranno  consecutivamente  secondo  le  rette  AM, 
A'M',A"M" le  quali  saranno  a due  a due  in  un  medesi- 

mo piano.  In  effetto  le  due  prime,  per  esempio,  risultano  dal- 
r intersecazione  del  piano  P'  col  piano  P che  lo  precede  c col 
seguente  P" , 0 sono  ambidue  evidentemente  situate  nel  pia- 
no P'  ; nel  modo  stesso  le  rette  A'M'  ed  A"M"  sono  eziandio 
nel  piano P"c  così  di  seguito.  D’onde  risulta  che  queste  diverse 
intersecazioni  determinano  una  serio  di  facce  piane  ed  angolari 
AMA' , A'M'A",  A"M"A'" che  si  approssimeranno  a for- 

mare una  superficie  continua  ed  evidentemente  sviluppabile , 
con  tanta  maggiore  esattezza , quanto  più  vicini  si  prendono 
sulla  curva  CD  i punti  di  contatto  N , N'  , N"  ....  Ora  per 
giungere  a questo  limite,  basta  far  conto  che  il  pianoPgiri  sulla 
superlicie  S con  un  movimento  continuo , rimanendo  sempre 
ad  ossa  tangente  per  tutta  la  lunghezza  della  data  curva  CND; 

iG 
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nllora  Jiccsi  clic  la  snpcrficié  sviluppabile  suminenlovata  è l’ in- 
vilvpjìo  delle  jMsizioni  che  prende  il  piano  movibile,  poiché 
eirellivaraento  essa  c toccata  da  qiieslo  piano  ili  ciascuna  delle 
suo  posizioni,  le  quali  non  sono  che  i prolungamenti  de’ piccoli 

«‘lenienli  superficiali  AMA' , A'M'A" che  compongono  la 

superficie. 

, 1 83 . Ciò  non  é particolare  a Ila  superficie  ond’è  parola;  ma  si  può 
asserire  in  generale  che  ogni  stiperjicie  sviluppabile  è V in- 
uo.  LI.  viluppo  delle  posizioni  di  un  piano  movibile  obbligato  a 
muoversi  secondo  una  legge  determinata.  In  fatti  nel  caso  ge- 
nerale abbiamo  veduto  ( n.  in  ) che  la  superficie  era  toccata 
per  tutta  la  Iniighezza  della  generatrice  AB  da  Un  piano  uni- 
co , elio  conteneva  la  generatrice  infinitamento  vicina  A'B' , e 
per  conseguenza  era  il  prolungamento  dell’elemento  superfii 
ciale  AM'A'  ; parimenti  il  piano  tangente  consecutivo  sarebbe 
il  prolungamento  dell’ elemento  A'M"A",  e questi  due  piani  si 
taglierebbero  secondo  la  retta  A'M'B';  di  maniera  che  le  di- 
verse generatrici  essendo  le  intersecazioni  de’ piani  tangenti  con- 
secutivi , si  possono  ottenere , cioè  si  può  generare  la  superficie 
sviluppabile^  facendo  muovere  un  piano  indefinito  sicché  prenda 

successivamente  le  posizioni  AM'A',A'M"A" Ma  in  ogni 

superficie  particolare , il  Corso  del  piano  movibile  dovrà  essere 
regolato  da  una  legge  determinata,  vale  a dire  da  condizioni 
siffatte , che  questo  piano  non  possa  prendere  se  non  una  pos^ 
zione  unica,  per  ciascun  punto  dello  spazio  per  dove  passerà. 

184.  Cosi,  per  esempio,  potrà  il  piano  movibile  farsi  girare  so- 
pra due  superficie  fisse , rimanendovi  costantemente  tangente, 
semprechè  nè  l’una  nè  l’altra  sieno  sviluppabili;  perocché  è 
chiaro  che  la  condizione  di  toccare  una  superficie  di  quest’ultimo 
genere,  anche  in  un  punto  indeterminato,  sarebbe  equivalente 
a due  condizioni  distinte,  poiché  il  contatto  si  estenderebbe  ne- 
cessariamente per  tuttala  lunghezza  d’una  stessa  generatrice 
( n.  in  )•  Questa  restrizione  è analoga  a ciò  che  abbiam  detto 
pe’ cilindri  e po’ coni  nei  «.•'  11B  e izS. 

185.  Si  può  anche  richiedere  che  il  piano  movibile  sia  coslan» 
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temente  osculatore  ( n.  t6j  ) ad  una  curva  fissa  , tal  quale  la  li- 
nea VNU  della  Jìg.  Si  ; cioè  che  passi  sempre  per  due  elc- 
nienli  consecutivi  di  questa  linea  , sicché  diverrà  evidentemente 
lo  spigolo  di  {lesso  contrario  della  superficie  sviluppabile,  for- 
mata dalle  intersecazioni  successive  del  piano  niovibile. 

186.  In  fine,  si  può  far  muovere  questo  piano  di  maniera  che 
resti  continuamente  normale  (n.  168')  ad  una  curva  data  VIVU; 
perocché  si  riconoscerà  come  al  n.  i8a , che  le  sue  diverse  posi- 
zioni si  taglieranno  a mano  a maDO,secondoalcune  rette  le  quali 
staranno  a due  a due  in  un  medesimo  piauo^  c formeranno  così 
una  superficie  sviluppabile.  Laquale  si  ridurrebbe  evidentemente 
ad  un  cilindro,  se  la  curva  data  YNU  fosse  piana , poiché  allora 
tutte  le  sezioni  de’ piani  normali  sarebbero  rette  perpendicolari  al 
piano  di  VNU  e per  conseguenza  parallele  fra  loro, 

187.  Esaminiamo  ora,  a quale  condizione  deve  soddisfare  una 

curva  PP'X  tracciata  sopra  una  suporficiesviluppabile  qualunque, 
affinchè  sia  la  linea  più  corta  fra  due  de’  suoi  punti  P ed  X . Acck> 
sia  tale  fa  mestieri  ed  è sufficiente  che  dopo  lo  sviluppo  della  su- 
perficie divenga  re//<7/nea;  perocché  in  questa  operazione  sappia- 
mo (n.  che  ciascuna  trasformata  conserva  la  medesima 

lunghezza  della  curva  primitiva;  o quando  la  superficie  è distesa 
sopra  un  piano , si  è ben  certi  che  una  retta  c la  più  corta  linea 
fra  due  de’ suoi  punti  : dunque  occ. 

Ora  perchè  la  curva PP'X ammetta  una  trasformata  rettilinea, 
è necessario  che  due  elementi  consecutivi  facciano  sempre  an- 
goli uguali  con  la  generatrice  intermedia,  vale  a dire  si  ab- 
bia per  ciascun  punto  della  curva , la  relazione 
angolo  MP'a=MP'P". 

Di  &tti  , poiché  questi  due  angoli  restano  invariati  nella  gran- 
dezza, quando  si  fa  girare  il  primeatlorno  del  lato  comune MP', 
è evidente , che  quando  saranno  ridotti  nel  medesimo  piano , i 
due  elementi  PP'  e P'P"  saranno  uno  in  prolungamento  dell’al  tio , 
se  la  relazione  precedente  siasi  verificata.  Tale  è dunque  la  con- 
dizione che  devo  avere  la  curva  PX  per  essere  un  minimo;  pure 
ne  risulta  ancora  uu’alljra  projirielà  che  merita  dessero  osserv^ato. 


riG.  i.K 
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188.  La  curva  nùmtna  PX  ha  tuli' 1 suoi  piani  osculatori 
normali  alla  superficie  sviluppabile  sulla  quale  è tracciata.  Per 
dimostrarlo,  osservo  che  giusta  la  relazione  ammessa  nel  numero 
precedente , lo  duo  tangenti  consecutive  PP'R  c PT"R'  fanno 
angoli  uguali  con  la  generatrice  A'M*  ; sicché  queste  tangenti 
sonò  due  lati  di  un  cono  retto  che  avrebbe  per  asse  la  linea  A^hP;  e 
poiché  sono  infinitamente  vicine,  dobbiam  tenere  il  piano  RP'R' 
come  tangente  il  cono  suddetto , per  tutta  la  lunghezza  del  lato 
RP'.  Ma  in  ogni  superficie  di  rivoluzione  il  piano  tangente(n./a^) 
è perpendicolare  al  piano  meridiano  che  passa  per  il  punto  di 
contatto  ; dunque  il  piano  RP'R'  é qui  perpendicolare  suH’allro 
AM'A'  che  contiene  l’asse  del  cono  ed  il  lato  di  contatto  P'R. 
Ora  il  primo  di  questi  è il  piano  osculatore  PP'P"  della  cur- 
va proposta,  ed  il  secondo  è precisamente  il  piano  tangente  della 
superficie  sviluppabile;  per  conseguenza  si  può  asserire  che 
ciascun  piano  osculatore  della  curva  minima  è normale  a que- 
st’ ultima  superficie. 

189.  Questa  proprietà  che  gode  la  curva  minima  è tanto  più 
notabile  dacché  sempre  si  verifica  , qualunque  siasi  la  superfi- 

riG.  LUI.  eie  sulla  quale  è tracciata.  Sia  in  fatti  CND  la  linea  più  corta 
fra  tutte  quelle  che  sopra  una  medesima  superficie  S riuniscono 
i due  punti  C e D : se  per  tutti  i punti  N,N',  N". ...  di  questa 
curva , conduciamo  i piani  tangenti  ad  S , formeran  questi , sic- 
come l’abbiamo  osservato  (n.  i8a)  una  superficie  sviluppabile 
S'  circoscrìtta  ad  S,  la  quale  avrà  i medesimi  piani  tangenti  che 
quest’  ultima  per  tutta  la  lunghezza  della  curva  minima.  Da  ciò 
segue  che  nella  direzione  CND,  ciascuno  elemento  superficiale 
(infinitamente  piccolo  in  tutt’i  versi)  appartenente  alla  superfi- 
cie S sarà  comune  alla  superficie  S',  e però  la  curva  CND  sup- 
posta minima  sulla  prima,  dovrà  trovarsi  minima  sulla  seconda: 
ma  per  quest’  ultima  condizione  la  curva  CND  avrà  i suoi  piani 
osculatori  (».  t88)  perpendicolari  a’ piani  tangenti  della  super- 
ficie sviluppabile S';  c posciachè  sonessi  gli  stessi  piani  tangenti 
di  S,  possiamo  conchiudere  che  sopra  una  superficie  qualunque 
la  curva  minima  ha  tutti  i piani  osculatori  ad  essa  normali. 
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igo.  Si  chiama  superjìcic  invilupjjanie , o speditamente  in- 
nluppo , il  luogo  delle  intersecazioni  consecutive  di  un’altra 
superficie  movibile , che  varia  di  posizione  e talvolta  anche  di 
forma,  secondo  una  legge  determinata.  Questo  luogo  aven- 
do, come  abbiamo  veduto,  la  proprietà  di  toccare  lungo  una 
curva  ciascheduna  posizione  della  superficie  movibile,  con 
ragione  si  addimauda  inviluppo  di  tutte  queste  posizioni,  lad- 
dove queste  si  appellano  le  inviluppate.  D’altronde  per  una 
ragione  che  spiegheremo  più  innanzi  ( n.  20J)  si  dà  il  nome  di 
caratteristica  all’intersecazione  di  due  inviluppate  consecutive, 
lungo  la  quale  avviene  il  contatto  dell’inviluppo  con  la  invi- 
luppata. Perlochè  allorquando  un  piano  si  muove  secondo  una 
certa  legge  (n.»  182  — 186),  ammette  imr  inviluppo  una  su- 
perficie sviluppabile , la  quale  è il  luogo  delle  sue  intersecazio- 
ni successive  che  sono  qui  delle  rette , e sono  appunto  le  ca- 
ratteristiche ; mentre  le  inviluppate  segnano  le  diverse  posizioni 
del  piano  movibile,  ciascuna  delle  quali  tocca  l’inviluppo  se- 
condo una  di  tali  caratteristiche.  Ma  per  chiarire  queste  no- 
zioni generali  giova  studiare  alcuni  esempi  meno  particolari , 
ne’ quali  le  inviluppate  sieno  superficie  curve. 

191 . Facdam  conto  che  una  sfera  movibile  percorra  col  centro 
O la  verticale  OZ,  ed  il  raggio  OA  vada  cangiando  secondo  una  riti.  LV. 
certa  legge;  di  maniera  che  successivaménte  coincida,  per  esempio, 
con  lo  diverse  ordinate  0X,0' ,0" A" , . , , di  una  curva  AA'X. 
tracciata  nel  piano  verticale  della  figura;  Allora  due  sfere  in- 
finitamente vicine  0 ed  0',  si  taglieranno  evidentemente  secondo 
un  cerchio  orizzontale  proiettato  sulla  corda  BC;  nel  modo  istesso 
la  sfera  0'  taglierà  la  tem  0"  secondo  il  cerchio  B'C'  J c cosi 
le  altre.  Ora  tutti  questi  cerchi  stando  co’  centri  sopra  OZ  c 
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CO*  piani  perpendicolari  a questa  retta , apparterranno  ad  una 
superficie  di  rivoluzione  che  toccherà , inviluppandole , tutte  le 
sfere  movibili.  Infatti  i due  cerchi  infinitamente  vicini  BC  e B'C' 
poiché  stanno  simultaneamente  sulla  superficie  di  rivoluzione  e 
sulla  sfera  , ànno  comuni  tutti  gli  elementi  superficiali  situati 
sulla  zona  infinitamente  stretta  BB'C'C  : per  conseguenza  ànno 
l’una  e l’altra  i medesimi  piani  tangenti , ovvero  si  toccano  per 
tutta  la  lunghezza  di  questa  zona.  Del  pari,  la  superficie  di  rivo- 
luzione sarà  tangente  alla  sfera  O"  per  tutta  la  lunghezza  della 
zona  B'B"C"C^5  talché  questa  superficie  generale  è l’ invilup- 
po di  tutte  le  sfere,  le  quali  sono  le  inviluppate,  eA  il  contatto 
con  ciascuna  di  esse  avviene  lungo  uno  de’ cerchi  BC, B'C', .... 
i quali  sono  le  cerattmstì/eho  o le  iatersecazioai  di  due  iavilup' 
paté  contigue. 

iga.  Con^derando  per  un  istante  i soli  cerchi  massimi,  che 
son  situati  nel  piano  verticale  della  figura,  si  scorgerà  che  le  loro 
circonferenze  formano , intersecandosi , una  serie  d’archi  BB' , 
B'B", . . . de’ quali  la  linea  inviluppante  sommiuistreDà  eviden- 
temente il  meridiano  DBB^F  della  superficie  di  rivoluzione.  La 
forma  di  questo  meridiano  dipenderà  dalla  legge  con  cui  varie- 
ranno i raggi  OA , (VA'  ....  ; ì quali  se , a modo  di  esempio  , 
fossero  tutti  di  grandezza  costante , tutte  le  caratteristiche  sareb- 
bero cerchi  massimi  uguali  fra  loro,  ed  il  meridiauo  una  retta  pa- 
rallela ad  OZ.  Cosi  allorché  una  sfera  di  raggio  costante  si  muove 
col  suo  centro  sopra  ima  retta,  l’  inviluppo  dello  spazio  da  quella 
percorso  é un  cilindro  di  rivoluzione. 

193.  Allorché  al  contrario  il  meridiano  DBZ  d’una  superficie 
di  rivoluzione  è assegnato  innanzi  tratto,  fa  mestieri  evidentemen- 
te rendere  ciascuna  delle  inviluppate  sferiche  tangente  a questo 
meridiano,  prendendo  le  normali  B0,B'0' ....  per  raggi  di 
queste  differenti  sfere;  sicché,  possiamo  dire  in  generale  che  o^nt 
superjtcie  di  rivoluzione  è l’inviluppo  dello  spazio  percorso 
da  una  sfera  movibUe,  che  ha  per  raggio  variabile  la  porzione 
di  ciascuna  normale  compresa  fra  il  meridiano  e l’asse. 

194.  Le  superficie  di  moUuioufi  (Uameitoao  ancora  per  invi- 
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luppata,  ua’ altra  superlicie  generatrice  che  per  la  fonua  sempli- 
cissima è assai  utilmente  adoperata  in  certe  arti.  Imniugiiiiamo che 

pe’ punti  molto  vicini  presi  sul  meridiano  FDY 

si  conducano  le  tangenti  MT,M'T',M”T",  le  quali  si  facciano 
girare  col  meridiano  intorno  dell’asse  YZ.  Queste  tangenti  gene- 
reranno de’ coni  retti  che  toccheranno  la  superficie  di  rivoluzione 
per  tutta  la  lunghezza  di  un  parallelo  ; poiché  la  tangente  MT 
avendo  comune  col  meridiano  l’elemento  MM' , tutti  gli  ele- 
menti superficiali  situati  sulla  zona  infinitamente  stretta  MM'N'N 
saranno  comuni  al  conoTMN  ed  alla  superficie  generale;  dunque 
questo  due  superficie  saranno  tangenti  l’una  all’altra  per  tutta 
la  lunghezza  di  questa  zona.  Inoltre  due  coni  consecutivi  TMN, 
T'M'N',  si  taglieranno  evidentemente  secondo  il  parallelo  M'N' 
che  riunisce  le  due  zone  di  contatto  ; da  ciò  risulta  che  ogni 
superficie  dì  rivoluzione  può  esser  riguardata  come  inviluppo  (*) 
dello  spazio  percorso  da  un  cono  retto  variabile  TMN,  il  qua- 
le si  muove  di  maniera  che  il  suo  vertice  resta  sull’asse,  men- 
tre la  sua  generatrice  rettilinea  rimane  tangente  al  meridiano, 

195. Con  questa  manieradi  generazione  i tornieri costruiscono 
le  varie  superficie  di  rivoluzione.  In  cfiello  allorch’essi  presentano 
al  solido  animato  da  una  celerità  di  rotazione  il  taglio  retti- 
lineo del  loro  scalpello , producono  su  di  esso  un  tronco  di  cono 
eh’  è una  delle  inviluppate  della  superficie  generale  che  si  vuole 
ottenere,  indi  variando  convenevobnente  l’inclinazione  dcll’istm- 
meuto,  generano  una  serie  di  zone  coniche , che  sanno  unire  le 
une  alle  altre,  frapponendovi  nuove  inviluppale,  sin  tanto  che  ar- 
rivano ad  una  superficie  sensibilmente  continua. 

Parimenti  per  mezzo  degl’  inviluppi  gli  stagnai  eseguono  certe 
superficie  sviluppabili;  c perciò  essi  si  servono  di  una  incudine  ci- 
lindrica o conica,  per  piegare  a poco  a poco  la  foglia  di  lalia 


(*)  Non  ia  d’uopo  afiìggcre  al  vocabolo  imiluppo  l’idea  dì  una  super- 
ficie, che  ne  racchiuda  altre  noi  suo  interno.  L’inviluppo  può  stare  in 
fuori,  o in  dentro  delle  inviluppate,  e vuoisi  ospriniorc  solamente  che 
tocca  ciascuna  di  qucslo  lungo  una  1 cria  curva. 
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lungo  una  scric  di  rellc  tracciate  nel  suo  piano;  c questo  diviene 
allora  rinviliippata  movibilc  di  cui  le  piccole  zone  elementari 
compongono  la  superficie  generale,  la  quale  diviene  cosi  l’invi- 
luppo di  tutte  le  posizioni  prese  dal  piano  movibilo  della  lamina 
di  metallo. 

196.  Le  superficie  di  rivoluzione, |oltre  ad  ammettere  le  invi- 
luppate sferiche  o coniche,  potrebbero  essere  ancora  prodotte  dal 
movimento  di  un  cilindro.  In  f«tti,  se  per  tuti’i  punti  del  me- 
ridiano si  conducano  alcune  rette  perpendicolari  al  suo  piano,  c 
si  faccia  girare  questo  cilindro  intorno  dell’asse,  l’inviluppo  di 
tutte  le  sue  posizioni  sar.à  necessariamente  la  stessa  superficie  di  ri- 
voluzione che  produrrebbe  la  rotazione  del  meridiano;  poiché 
ciascun  lato  di  questo  cilindro  movibilo  à evidentemente  per 
curva  inviluppante  di  tutte  le  sue  posizioni  speciali , il  parallelo 
della  superficie  che  avrebbe  descritto  il  punto  corrispondente  del 
meridiano. 

Prima  di  passare  ad  ima  specie  mollo  generale  di  superficie 
inviluppanti , che  manifesterà  un  caso  molto  osservabile  prodotto 
dalle  intersecazioni  delle  caratteristiche , studieremo  alcune  pro- 
prietà delle  linee  inviluppanti  relativamente  alle  curve  piane. 

Fifi.  i.vii  igy.  Sviluppate  delle  curve  piane.  Sia  ABXuna  curva  qua- 
lunque tracciata  in  un  piano  ; supponiamola  divisa  in  elementi 
eguali  ....  dal  mezzo  de’ quali  meniamo 

le  normali  infinitamente  vicine MC,M'C',M"C",...  le  quali  col- 
le loro  intersecazioni  successive  formeranno  una  curva CC'C"... 
cui  saran  tutte  tangenti.  Questa  curva  DCY,  inviluppo  di  tutte 
le  normali  alla  linea  primitiva  ABX , si  chiama  la  sua  svilup- 
pata, ed  ABX  riceve  in  vece  il  nome  di  sviluppante  rispetto  alla 
curva  DCY  ; tali  denominazioni  saranno  giustificate  dalle  sposi- 
zioni seguenti. 

11  punto  C in  cui  si  tagliano  le  due  normali  MC  ed  M'C' ele- 
vate in  mezzo  degli  elementi  uguali  BB'c  B'B" , sta  evidentemen- 
te ad  egiwlc  distanza  da’ tre  punti  B , B' , B”;  per  conseguenza 
C è il  centro  d’un  cerchio  che  avrebbe  con  la  curva  AX  due  cle- 
menti coiiiiiiii  BlJ'e  B'B''.  E poiché  non  si  jìotrebbe  far  passare 
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una  circonferenza  per  più  di  tre  punii,  è quello  il  cerchio  che  fra 
tutti  gli  altri  è più  vicino  a confondersi  con  la  curva  AX  nei  d’in- 
torni di  B,  e perciò  si  chiama  il  cerchio  osculatore  di  questa  li- 
nea nel  punto  B.  Il  raggio  poi  di  questo  cerchio  osculatore,  sa- 
rebbe a rigore  una  delle  tre  linee  CB=CB'=CB";  ma  vi  si  può 
sostituire  CM=CM',  perchè  queste  diverse  rette  sono  i raggi  dei 
due  cerchi  uno  circoscritto  e l’altro  iscritto  al  medesimo  poligono 
BB'B" , e si  sa  che  nel  limite , o nel  caso  di  elementi  infinita- 
mente piccoli,  queste  due  circonferenze  coincidono  (*).  Onde  ri- 
sulta che  il  centro  C ed  il  raggio  MC  del  cerchio  osculatore,  sono 
determinati  dall’incontro  di  due  nornicili  infinitamente  vicine. 

198.  Questa  retta  MC  si  addimanda  ancora  il  raggio  di  cur- 
vatura della  linea  ABX  pel  punto M,  perocché  la  sua  lunghezza 
più  o meno  grande  indicherà  una  curvatura  meno  o più  pro- 
nunciata. In  fatti  se  vogliamo  avere  una  giusta  idea  della  curva- 
tura di  una  linea  ABX,  riguardiamola  come  un  poligono  che  siasi 
formato  piegando  successivamente  una  retta  V,Wb"b"'  ...  in- 
torno de’ punti  B',  A",  A"'...;  in  tal  modo  è evidente  che  la  cur- 
vatura nel  punto  B'sarà  espressa  dalla  divergenza  data  agli  cle- 
menti B'^"  e B'B",  vale  a dire  dall’ a«^o/o  di  contatto  TB'T', 
o piuttosto  dall’arco  s che  misurerebbe  quest’angolo  in  un  cer- 
chio il  cui  raggio  è uguale  all’unità.  Ora  Tangolo  TB'T'  ugua- 
glia r angolo  MCM',  il  quale  comprende  un  arco  di  curva  MB'M' 
che  si  confonde  col  cerchio  osculatore  descritto  col  raggio  MC  ; 


'(*)  Le  rette  CM  c CM'  sono  eguali , atteso  che  gli  elementi  BB'  e B'B" 
avendo  la  stessa  lunghezza,  i triangoli  rettangoli  CMB'  e CM'B'  risul- 
tano eguali.  Ora  il  primo  di  questi  triangoli  dà 

z A-CB'A 

CB'  —MB'  ^ — CB  — J 

e sviluppando  si  vede  che  quando  MB'  sarà  infinitesimo,  la  difTerenza  tra 
CM  e CB'  sarà  un  infinitesimo  di  secondo  ordine . e però  trascurabile  a 
fronte  dello  stesso  MB'. 

^7 


4 
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dunque  l’arco  s siinilé  ad  MB'M'.  c descritto  con  un  raggio  eguale 
all’  unità  , avrà  per  valore 

-Ma  poiché  la  curva  ABX  è divisa  in  elementi  lutti  eguali  fra 
loro,  la  quantità  </s  sarà  costante;  c però  risulta  dal  valore  pre- 
cedente, che  la  curvatura  misurata  da  s varierà  da  un  punto  ad 
un  altro  della  linea  ABX  in  ragione  inversa  del  raggio  p=MC. 

FIG.  i.Tl.  199.  Ora,  se  si  pieghi  un  filo  llessibile  MCC'C"Ylughesso  la 
sviluppata  , ed  indi , fermalo  uno  de’  suoi  punti , per  esempio 
Y,  si  dia  alla  parte  rettilinea  CM  silfatia  lunghezza,  che  l’ estre- 
mità M termini  stilla  sviluppante  ABX;  questa  estremità  percor- 
rerà esiiltamenle  la  linea  ABX  , allorehò  si  svolgerà  successiva- 
mente il  filo  lenendosi  imperò  sempre  disteso.  In  fatti  allorché  il 
contano  di  esso  con  la  sviluppata  siirà  passato  da  C inC',  la  parte 
rcliilinea  del  filo  ^lC=j’\l'C  si  sarà  acerescinta  di  CC',  ed  avrà  al- 
lor.a  per  lunghezza  totale  M'C-;-C'C  = M'C' ; ma  poiché  que- 
sl’ultima  linea  (n.  tgj)!:  eguale  adM''C',  ne  segue  chel’estre- 
niità  movibile  M giiignerà  precisamente  in  M".  Sarà  loTstesso 
per  tutte  le  consecutive  posizioni  del  filo , in  guisa  che  svolgcii- 
dosid’insu  la  sviluppala  può  servire  a descrivere  la  sviluppan- 
te: ed  inoltre  risulta  da  ciò,  che  un  arco  qualunque  CC'C"  della 
sviluppata,  è eguale  alla  differenza  de’  due  raggi  di  curvatu- 
ra MC , M"C"  che  terminano  a’ suoi  estremi.  ' 

Osserviamo  ancora,  che  una  curva  determinata  ABX  ammette 
una  sola  sviluppala;  mentre  una  medesima  sviluppala  DCY  cor- 
risponde ad  una  infinità  di  sviluppanti,  posciaché  prendendo  sul 
filo  MCC'Y  diversi  punti  M,w , . . . essi  descriveranno  curve  dif- 
ferenti , che  saranno  altrettante  sviluppanti  della  medesima  svi- 
luppata DCY,  le  quali  avranno  evidentemente  comuni  le  norma- 
li , e saranno  da  per  tutto  equidistanti  nella  direzione  di  esse. 

5100.  Per  additare  alcuni  esempi  ben  facili  riguardanti  la  teorica 
delle  sviluppale,  diremo  che  se  la  curva  ABX  fosse  una  parabola 
di  secondo  grado,  la  sua  sviluppala  avrebbe  due  rami  indefiniti, 
siccome  DCY'  e DY',  situati  uno  al  di  sopra,  l’altro  al  di  sotto 
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dell’asse  AD,  i quali  audrebbero  a riunirvisi  formando  un  punto 
di  regresso  in  D.  Il  quale  è lontano  dal  vertice  A della  qnnntilà 
AD  = aAP  eguale  al  semiparamelro , c la  retta  AD  c il  raggio 
di  curvatura  della  parabola  corrispondente  al  vertice  A. 

In  una  ellisse  ABDE  {Jig-  7^))  * cui  semi-assi  sono  OA==fl, 
OB=i,  la  sviluppata  è una  curva  <x(5s  composta  da  quattro 
rami  i quali  danno  altrettanti  punti  di  regresso  situali  alle  di- 
stanze 

A*  = Di5  = --,  Bc=Es  = ^-, 
a 0 

che  sono  del  pari  le  grandezze  de’  raggi  di  curvatura  corrispon- 
denti ai  vertici  A e B , perciocché  i due  rami  »c  c Cò  servono  a 
descrivere  la  mezza  ellisse  ABD , mentre  le  due  altre  ed  sò  si 
riferiscono  alla  porzione  inferiore  AED. 

In  un  cerchio  la  sviluppata  si  riduce  ad  un  punto  unico,  ch’è 
il  centro , ed  il  raggio  di  curvatura  è costautemcntc  eguale  al 
suo  raggio. 

201 . Ma  per  ottenere  risultamenti  più  interessanti  nelle  appli- 
cazioni che  faremo  alle  superficie  inviluppanti,  ammetteremo  qui 
siccome  data  immediatamente  una  sviluppata  circolare  YDFE  , FK'- 
dalla  quale  si  sia  dedotta  la  sviluppante  Y0"0'0%. , con  isvol- 
gere  un  filo  piegato  sul  cerchio,  la  cui  estremità  inovibile  ab- 
bia in  prima  coinciso  col  punto  Y.  Per  tracciare  graficamente 
questa  curva,  si  dividerà  la  circonferenza  ii.  dodici  parli  eguali, 
a modo  di  esempio,  indi  portando  sulle  tangenti  FO  , F'O'  , 
F"0" , . . . • le  lunghezze  uguali  a , yV  > A • • • • 
circonferenza , si  otterranno  («.  fgg)  i diversi  punti  0,0',0".... 
della  sviluppante  YOX,  la  quale  sarà  una  spirale  indefinita  avente 
per  origine  il  punto  Y ; c del  pari  si  deve  riguardare  la  spiralo 
Yo"ox  simmetrica  alla  precedente , siccome  un  secondo  ramo 
della  medesima  sviluppante,  che  forma  col  primo  una  sola  curva, 
di  cui  tutte  le  parti  sono  dcscriltedal  movimculo  continuo  di  un 
punto  unico.  In  effetto,  se  in  vece  di  un  filo  piegalo  sulla  svilup- 
j>ala  si  concepisce  una  retta  inflessibile  ed  indefinita  AB1'«^,  la 
quale  rimanendo  tangente  al  cerchio  CY , giri  senza  slnscwre 
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sulla  sua  circonferenza , è chiaro  che  un  punto  O , (isso  su  que- 
sta retta,  verrà  da  mano  in  mano  a posarsi  in  0',0"  ed  Y;  indi 
se  la  rotazione  della  retta  prosegue  nel  medesimo  verso,  questo 
punto  O si  troverà  indietro  del  punto  di  contatto , e descriverà 
senza  interruzione  il  ramo  Yox.  Si  avverta  inoltre , che  que- 
sta maniera  di  descrivere  una  sviluppante  qualunque  per  mezzo 
della  rotaziouedi  una  retta  inflessibile  sulla  sviluppata,  equivale 
alla  generazione  indicata  ( n.  ) ; ma  il  modo  attuale  è più 
generale , e diviene  necessario , quando  la  sviluppata  offre  dei 
punti  di  regresso,  come  nell’ ellisse,  nella  parabola,  ecc.  poiché 
diversamente  bisognerebbe  cambiare  sovente  il  punto  in  cui  il 
filo  è stato  fissato  per  trasportarlo  da  un  ramo  all’altro. 

202.  Superjicie  a canale.  Ciò  posto,  supponiamo  che  una 
riG.  Liv.  sfora  di  raggio  costante,  rappresentato  da  OA  = OB,  si  muova 
di  maniera  che  il  suo  centro  segua  la  curva  orizzontale  XOYoar; 

' l’inviluppo  di  tutto  le  posizioni  di  questa  sfera  movil?ile  sarà  for- 

mato ( «.  igo  ) dalle  intersecazioni  delle  consecutive  inviluppa- 
le; e però  esaminiamo  qui  che  cosa  sono  queste  intersecazioni. 
Per  due  posizioni  vicine  0 ed  0'  del  centro  movibile , le  due 
sfere  eguali  si  taglierebbero  secondo  un  cerchio  minore , il  cui 
piano  sarebbe  evidentemente  perpendicolare  nel  mezzo  della 
retta  00'  che  congiunge  i loro  centri  ; per  conseguenza  questo 
cerchio  sarebbe  proiettato  sul  piano  del  nostro  disegno  cb’è  oriz- 
zontale , secondo  una  retta  perpendicolare  alla  corda  00' , che 
passa  per  il  suo  mezzo.  Ora  a misura  che  il  centro 0' si  avvicina 
ad  O , la  corda  00',  indefinitamente  prolungata , si  approssima 
sempre  più  alla  tangente  della  curva  XOY,con  la  quale  coincide 
nel  caso  del  limite  ; dunque  per  due  sfere  infinitamente  vicine, 
la  cui'va  d’intersecazione  è un  cerchio  massimo  proiettato  sulla 
normale  AOB  alla  direttrice XOY.  Segue  da  ciò  che  l’inviluppo 
può  essere  considerato  come  prodotto  da  un  cerchio  massimo  ver- 
ticale AOB , il  cui  centro  percorra  la  linea  XOY , mentre  il  suo . 
piano  resta  ad  essa  normale  ; cosi  tale  inviluppo  presenterà  la 
forma  di  un  canale  curvilineo  il  cui  asse  sarà  la  curva  direttrice 
XOY,  e tutte  le  sezioni  normali  a quest’asse  saranno  cerchi  di  un 
raggio  costante. 
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2o3.  Queste  conseguenze  continueranno  evìdentemeute  ad 
avverarsi,  qualunque  sia  la  natura  della  linea  XOY;  vale  a 
dire  che  se  si  adottano  successivamente  diverse  curve  per  diret- 
trici del  centro  della  sfera  movibile , si  otterranno  inviluppi 
di  forma  molto  variabile,  ma  ciascuno  avrà  per  sezione  normale 
un  cerchio  di  raggio  OA.  Il  quale  diviene  una  generatrice  di 
Jormainvartabile,  comune  a tutte  le  superficie  che  inviluppano 

10  spazio  percorso  da  una  sfera  di  raggio  costante,  ed  esso  dà 
a tutte  queste  maniere  d’inviluppi  un  carattere  distintivo  ed  in- 
dipendente dalla  natura  della  direttrice  XOY;  per  questa  ragione 

11  Monge  ha  dato  nome  di  caratteristica  a questo  cerchio  mas- 
simo normale, e cosi  generalmente  denomina  le  intersecazioni 
di  due  inviluppate  consecutive,  in  ciascuna  specie  d’inviluppi  ge- 
nerati da  una  medesima  superficie  movibile,  qualunque  siane  la 
legge  di  movimento. 

204..  Noi  abbiamo  detto  (n.tgo)  che  Tinviluppo  toccherebbe 
ciascuna  delle  inviluppate  particolari  precisamente  lungo  la  carat- 
teristica, che  qui  è il  cerchio  massimo  verticale  e movibile  A013. 

In  effetto  tre  posizioni  infinitamente  vicine  S,S',S"  della  sfera 
movibile  si  taglieranno  secondo  due  cerchi  situati  entrambi  sulla 
sfera S',i  quali  comprenderanno  una  zona  infinitamente  stretta, 
di  larghezza  ineguale,  che  sarà  comune  ad  S‘  ed  all’  inviluppo; 
di  maniera  che  queste  due  ultime  superficie  avendo  i medesimi 
elementi  superficiali,  o i medesimi  piani  tangenti  per  tutta  la  lun- 
ghezza di  questa  zona,  saranno  tangenti  l’ una  all’altra  in  questa 
parte  comune,  che  inoltre  comprenderà  nel  suo  mezzo  la  vera 
caratteristica  o il  cerchio  massimo  normale  alla  curva  XOY; 
talché  può  dirsi  aver  luogo  il  contatto  per  Jtutta  la  lunghezza  di 
questa  caratteristica. 

2o5.  Intanto  paragoniamo  qui  fra  loro  le  diverse  caratteristi- 
che proiettate  sopra  A0B,A'0'B',....  e per  fare  meglio  spiccare  piG.  tiv, 
le  circostanze  molto  delicate  delle  intersecazioni  loro,  imitiamo 
la  maniera  additata  alia  fine  del  n.  zof  per  descrivere  la  svilup- 
pante ; cioè  a dire,  immaginiamo  che  il  piano  verticale  AOBF 
della  caratteristica  sia  inflessibile  ed  indefinitamente  prolungato; 
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indi  fitcci.nmolo  girare , senza  strisciare , sul  cilindro  verticale 
FDYE  al  quale  rimarrà  tangente;  allora  il  cerchio  AOB,  traspor- 
tato coi  piano  movihilo  , percorrerà  necessariamente  l’ invi- 
luppo di  cui  si  tratta,  posciachè  le  condizioni  precedenti  si  ridu- 
cono evidentemente  a dire  che  il  centro  di  detto  cerchio  si 
niuovcrà  sulla  sviluppante  XOY,  mentre  il  suo  piano  resterà 
normale  a questa  curva.  Inoltre  tutt’i  punti  di  questa  circonfe- 
renza movibile  proiettati  in  B,R, . . A , descriveranno  altre  spi- 
rali BD,RL,....  AA'E,  che  saranno  altrettante  sviluppanti  del 
cerchio  FDY,  la  prima  e l’ ultima  delle  quali  formeranno  il  con- 
torno apparente  dell’inviluppo. 

206.  Ciò  posto,  sin  tanto  che  per  la  rotazione  del  piano  verti- 
cale AF  sul  cilindro  FDY  l’estremità  B del  diametro  del  cerchio 
movibile  non  avrà  raggiunto  la  sviluppata,  due  caratteristiche  con- 
secutive non  si  taglieranno;  perocché  è noto  ( n.  ig’j)  che  una 
normale  qualunque  A'F'  alla  curva  XOY , non  sarà  incontrata 
dall’altra  infinitamente  vicina  che  nel  punto  F'  situato  sulla  svi- 
luppata, il  quale  é al  di  fuori  del  diametro  A'B',  che  limita  la 
proiezione  della  caratteristica.  Ma  quando  il  punto  B avrà  toc- 
cato il  cilindro  in  D , le  caratteristiche  consecutive  cominccranno 
a tagliarsi:  in  fatti  la  normale  GLy,  per  esempio,  incontrerà  quel- 
la infinitamente  vicina  nel  punto  L situato  sulla  sviluppata  : e 
siccome  questo  punto  si  trova  al  di  dentro  del  diametro AB, 
ne  risulta  che  le  due  caratteristiche  proiettate  sopra  Gy  e sulla 
normale  infinitamente  vicina,  si  taglieranno  in  due  punti  proiet- 
tati in  L,  e situati  uno  al  di  sopra,  l’altro  al  di  sotto  del  piano 
orizzontale  del  disegno.  Per  chiarire  compiutamente  quest’asser- 
zione , fa  d’uopo  aggiungere  che  queste  due  caratteristiche  sono 
situate  (n.  2o4)  sopra  una  medesima  posizione  della  sfera  movi- 
hilc  ; altrimenti  i piani  di  questi  due  cerchi  potrebbero  tagliarsi 
secondo  la  verticale  L,  senza  che  le  loro  circonferenze  s’ incon- 
trassero. 

Risulta  da  ciò  che  partendo  dalla  posizione  DI,  le  diverse  ca-< 
nillcristichc  circolari  rimarranno  divise  dalle  loro  intersecazioni 
consecutive , ciascuna  in  due  segmenti  proiettali 
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sopra  LG,M1I,  YP,VQ,UT,  (N)  , 

c sopra  Ly  , MA  , Y/j , Vy  , (») . 

I segmenti  della  prima  serie  formeranno  una  falda  che  indiche- 
remo con  (N) , ed  alla  quale  apparterranno  le  caratterisliclie  totali 
AB  , A'B'.  e quelli  dell’ altra  serie  daranno  luogo  ad  una 
seconda  falda  (n)  che  comincerà  ad  essere  contenuta  dentro  alla 
prima , e ne  uscirà  per  estendersi  indefìnitamente  sino  alle  ca- 
ratteristiche totali  a'ò'  ,aò Inoltre  tutte  e due  queste  fal- 

de dell’  inviluppo  si  riuniranno  lungo  una  linea  a doppia  curva- 
tura proiettata  sopra  DLMYVUE,  la  quale  non  è altra  cosa  che 
il  cerchio  verticale  AB , il  cui  piano  sarebbe  piegato  ed  avvolto 
sul  cilindro  della  sviluppata. 

207.  Osserviamo  nondimeno,  che  questa  linea  a doppia  curva- 
tura DYE  è un  vero  spigolo  di  regresso  per  Tinviliippo  to-  nr.,  i iv. 
tale.  Poiché  rammemorandosi  (n.  20^)  che  un  punto  qualun- 
que Z della  caratteristica  movibile , descrive  i due  rami  ZacM  ed 

MvSz  di  una  spirale  il  cui  regresso  è in  M , si  scorge  che  quan- 
do il  punto  descrivente  Z è in  « o in  € , si  trova  ancora  sulla  fal- 
da (N)  situala  al  di  là  de’  punti  di  contatto  D o L ; c quando  6 
arrivato  in  y o S , è posto  su  quella  («)  situala  al  di  qua  de’ 
punti  di  contatto  Y o Y;  per  conseguenza  il  passaggio  di  questo 
punto  movibile  da  una  falda  all’ altra  avviene  precisamente  in 
M,  e la  forma  della  spirale  in  questo  sito  prova  che  questo  passag- 
gio si  effettua  per  un  punto  di  regresso.  E poiché  può  dirsi 
lo  stesso  pe’ diversi  punti  della  caratteristica  AB,  si  può  ron- 
chiudere  che  la  curva  proiettata  sopra  DMYE  è una  linea  di  re- 
gresso per  le  due  falde  dell’ inviluppo. 

Un  caso  simile  si  riprodurrebbe  in  tutti  gl’inviluppi;  qualun- 
que fosse  la  superfìcie  movibile  che  li  genera,  e per  questo  Mongc 
ha  dato  il  nome  generale  di  spigolo  di  regresso  di  un  in- 
viluppo alla  linea  formala  dalle  intersecazioni  consccuiivc 
dellediverse  caralterislicAe,  enei  ne  abbiamo  già  avuto  (n.  rjS) 
un  esempio  notabile  nelle  superficie  sviluppabili  le  cui  caraneri- 
stiche erano  linee  rette  ( n.  igo  ). 

208.  Ritorniamo  all’inviluppo  particolare  del  quale  trallnva- 
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Ilio,  ed  osserviamo  che  i segmenti  di  caraUerisliche 
che  appartengono  alla  falda  (n)  devono  essere  punteggiati,  per- 
chè sono  invisibili  essendo  contenuti  nell’interno  della  falda (N). 
In  effetto  si  ha  evidentemente 

Le  = LM  <;  La  -j-  «M  ; 
da  cui  togliendo  la  parte  comune  L«,  si  ha 

£ C <]  eM  ; 

per  conseguenza  se  si  riconducessero  sul  cerchio  AOB  i due  punti 
proiettati  in  s i quali  appartengono  uno  al  segmento  LG,  e l’altro 
al  segmento  M/i,  il  primo  verrebbe  ad  occupare  una  posizione  a' 
più  vicina  al  punto  Z e per  conseguenza  al  centro  0,  che  non 
è la  posizione  a",  in  cui  verrebbe  a cadere  il  secondo,  dunque 
il  punto  a' è più  elevato  di  a",  e per  conseguenza  il  segmento  LG 
passa  al  di  sopra  del  segmento  MA.  Si  spiegheranno,  con  simili 
considerazioni,  i diversi  modi  di  punteggiamento  adottati  nel  di- 
segno; nondimeno  faremo  ancora  osservare  che  i punti  R e p,  Z 
c { . , . . del  cerchio  movibile  AOB,  trovandosi  rispettivamente 
alla  medesima  altezza,  descriveranno  linee  spirali  che  s’incontre- 
ranno a due  a due;  di  maniera  che  le  due  falde  (N)  ed  (n)  del- 
l’inviluppo si  taglieranno  scambievolmente  lungo  una  linea  d’in- 
tersecazione proiettata  sulla. retta  YW. 

Le  superCcie  che  abbiamo  esaminate  in  questo  capitolo,  e par- 
ticolarmente l’ultima,  che  abbiamo  teste  discussa  minutamente 
perchè  presentava  alcuni  particolari  rilevanti , basteranno  senza 
dubbio  a dare  al  lettore  una  idea  compiuta  degrinviliippi  e delle 
particolarità  loro;  passeremo  perciò  al  problema  importante  delle 
intersecazioni  delle  superficie. 
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CAPITOLO  PRIMO 

f 

PRINCIPII  GSNERAI.I. 

209.  Per  dare  un’idea  generale  de’ melodi  co’ quali  si  perviene 
a determinare  l’ intersecazione  di  due  superficie,  svolgiamo  pri- 
mieramente un  caso  semplicissimo,  quello  cioè  in  cui  una  super- 
ficie S sia  tagliata  da  un  dato  piano  orizzontale  P.  E poiché  la 
superficie  è supposta  cognita  e definita,  si  conoscerà  la  forma 
della  generatrice  ( n.  70  ) , e la  legge  secondo  la  quale  essa 
varia  ; per  conseguenza  si  potranno  costruire  su’ due  piani  di  pro- 
iezione diverse  sue  posizioni  quanto  più  numerose  e ravvicinate 
si  vorrà.  Dinotiamo  le  proiezioni  di  queste  linee  con  (G  ,G') , 
(GjjG'a ),(Gg,G', )....,  quindi  osserviamo  che  il  piano  se- 
cante P,  ch’è  perpendicolare  al  piano  verticale , taglia  la  linea 
(G  ,G')  in  un  punto,  che  debb’ essere  proiettalo  verticalmente 
laddove  G'  incontra  la  traccia  del  piano  P;  sicché,  se  si  ri- 
porla questo  punto  sulla  linea  G con  una  perpendicolare  alla 
linea  della  terra , si  otterrà  la  proiezione  orizzontale di  un  pun- 
to dell’ intersecazione  di  S con  P.  Ripetendo  le  stesse  operazioni 
por  ogni  generatrice,  si  avrà  una  serie  di  puntj  ,m,  , 

18 
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>;<.j ....  ; i qu.ili  se  sono  assai  vicini  poiranno  facilincnie  coih 
giungersi  con  un  trafio  continuato  (*)  che  farà  conoscere  sul 
piano  orizzonlalc  la  curva  secondo  la  quale  la  superficie  S ò ta- 
gliata dal  piano  P : la  proiezione  verticale  poi  evidentemente  si 
riduce,  nel  caso  attuale,  alla  traccia  stessa  del  piano  secante  P. 
aio.  Consideriamo  ora  due  superficie  qualunque  S ed  S*";  e 


(*)  Fa  mestieri  senza  iluWiio  avere  acquistata  una  certa  abitudine  per 
rlnnlro  così  de' punti  situati  ad  una  data  distanza,  con  una  linea  che  non 
olTra  nè  denti,  nè  cambiamenti  istantanei  di  curvatura:  ma  non  si  deve 
omettere  cosa  alcuna  per  assuefare  Toccliio  e la  mano  con  frequenti  eser- 
cizi , da  acquistare  il  tatto  della  continuità  nelle  curve , attesoché  la  co- 
struzione delle  intersecazioni  dello  superficie  è uno  de’ problemi  più  uti- 
li, sia  come  mezzo  di  ricerca,  sia  nello  applicazioni  pratiche  della  geo- 
metria dcfcriltiva  alla  prospettiva,  al  taglio  delle  pietre,  all’arte  del  fale- 
gname ec.  Nondimanco  faremo  osservare  qui  che  non  è semprevantaggioso 
moltiplicare  grandemente  lo  costruzioni  ausiliaric,  che  determinano  i 
diversi  punti  ma  , »z , perciocché  i piccoli  errori  inseparabili  da 
ogni  operazione  manuale,  cadendo  allora  su  punti  vicinissimi,  producono 
delle  sinuosità  ed  altri  diiclli  considerevoli,  che  non  sarebbero  stati  sensi- 
bili a distanze  maggiori.  Fa  d’uopo  quindi  ripartire  questo  costruzioni  con 
misura,  consultando  buoni  modelli,  e moltiplicandole  maggiormente  nelle 
parti  in  cui  la  curva  sembra  presentare  qualche  forma  singolare  clic  ha 
bisogno  di  essere  veriiieala.  Si  debbono  ancora  porrcaprofittolenozioni  che 
si  possono  avere  anticipatamente  sulla  naturadella  Intersecazione  cercata; 
se  ]>er  modo  di  esempio  si  prevede  che  la  proiezione  debb’ essere  "una  curva 
di  secondo  o quarto  grado  , non  vi  dovrà  essere  alcun  arco  che  possa 
esser  taglialo  da  una  retta  qualunque  in  più  di  due  o quattro  punti;  c se 
avvenisse  11  contrario,  bisognerebbe  rifare  le  costruzioni  relative  a que- 
ste parli  per  rettificarle.  La  determinazione  dello  tangenti  che  insegneremo 
ad  cifetluare  è ancora  un  mezzo  per  correggere  la  forma  di  una  curva , ■ 
perocché  la  cognizione  di  tali  retto  può  facilmente  avvertire  so  l’ arco 
che  precede  o segue  il  punto  di  contatto,  ha  mestieri  di  essere  elevato  o 
abbassato  nlfinché  questo  contatto  sia  compiuto.  Oltracciò  i precetti  gene- 
rali su  questo  particolare  non  sono  bastevoli,  e bisogna  consultare  an- 
cora, intorno  un  certo  numero  di  esempi  bene  scelti  i consigli  di  un  abi- 
le disegnatore. 
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per  trovarne  la  intersecazione , supponiamole  tagliale  da  una 
serie  di  piani  orizzontali  P,P,  ciascuno  de’ ([luili 

P a cagioii  di  esempio  taglierà  la  superiicic  S secondo  una  linea 

e la  S'  secondo  un’altra  rn'm' ,, . . ; le  quali 

due  linee  si  costruiranno  come  l’abbiamo  dello  al  numero  prece- 
dente , e se  si  tagliano  sul  piano  orizzontale  in  uno  o più  punti 
M,N  . . . , questi  saranno  evidentemente  le  proiezioni  orizzontali 
de’diversi  punti  dell’ iulersecaziouc  delle  superficie  S ed  S':  po- 
scia le  verticali  si  dedurranno  riportando  sulla  traccia  del  piano 
ausiliario!’  i punti  con  perpendicolari  calate  sulla  linea 

della  terra.  E ripetendo  simili  operazioni  per  gli  altri  piani  P,, 
P, si  ullcrrà  su  ciascun  piano  di  proiezione  una  serie  di  punti 
...  N,N2,N,...  che  farà  mestieri  riunire  con  un  tratto 
continuato , distinguendo  por  tuttavia  quelli  che  appartengono 
ad  un  ramo  di  curva  da  quelli  che  fan  parte  di  un  altro.  Que- 
sta distinzione  è qualche  volta  molto  dilicata;  ma  vi  si  perverrà 
seguendo  con  allenzìonc  e da  vicino  i rìsultameuti  forniti  dai 
piani  ausiliari  successivi.  In  oltre  se  una  delle  superficie  S ed  S' 
avesse  due  falde  disliule,come  avviene  in  un  cono,  bisogna  aver 
l’avverlenza  di  non  riunire  i punti  che  stessero  su  falde  opposte. 

211.  Il  metodo  che  abbiamo  esposto  è generale  e suificicnte 
per  ottenere  in  tutt’i  casi  l’intersecazione  di  due  superficie  qual- 
sisieuo  S ed  S';  pure  si  può  altresì  dare  a’ piani  secanti  P,Pg, 
P, quella  direzione  che  si  vorrà , purché  si  sappiano  co- 

struire agevolmente  le  curve  ausiliare  ....  ed  Tn'm\ .... 
Ondechc  in  ogni  problema  sarà  vantaggioso  scegliere  i piani  se- 
canti in  mauiera  che  le  sezioni  ausiliurie  sieuo,  s'c  possibile, 
linee  rette  o circoli,  perciocché  silfatte  linee  si  tracciano  facil- 
mente col  mezzo  di  due  dati.  Per  esempio , se  si  trattasse  di  due 
cilindri , i piani  P , P*  , . . . si  condurranno  paralleli  nel  tempo 
stesso  alle  generatrici  delle  due  superficie  ; se  si  trattasse  di  due 
coni,  si  faranno  passare  lutti  i piani  secanti  perla  retta  che  uni- 
sce i due  vertici.  Qualche  volta  per  tagliare  le  superficie  S ed  S' 
si  adoperano  ancora  superficie  curve  invece  delle  piane , tali  sa- 
rebbero a modo  di  esempio  sfere  concentriche , le  quali  pos- 
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sono  foriifrc  circoli  per  lezioni  ausiliarie  delle  due  superficie 
proposte  ( n.  333)i 

aia.  Costrutte  le  due  proiezioni  dell* intersecazione  cercata ^ 
la  curva  è certamente  deternoinata  ; pure  quando  è />iano,  fa 
d’uopo  inoltre,  per  manifestarne  più  chiaramente  la  forma, 
farne  V abbassamento  sopra  uno  dei  piani  di  proiezione.  Quan* 
do  una  delle  due  superficie  proposte  è sviluppabile  sidee  ancora 
spiegare,  e costruire  la  trasformata  («.  Z75’)  dell’intersecazione; 
perciocché  è necessario  di  conoscere  questa  nuova  curva  nelle 
applicazioni  alla  stereotomia.  Per  fine,  dappoiché  la  determina* 
zione  delle  tangenti  ad  una  curva  é un  mezzo  per  disegnare  con 
più  diligenza  il  suo  corso,  ed  è utile  in  diversi  casi,  farà  d’uo- 
po esercitarsi  a questa  ricerca  tanto  nell’intersecazione  prìmili- 
va , che  nel  suo  abbassamento , e nella  sua  trasformata  ; ma  le 
tangenti  a queste  due  ultime  curve  deducendosi  sempre  facil- 
mente dalla  tangente  alla  prima , ci  limiteremo  a dare  un  me- 
todo generale  intorno  a questo. 

t'iG . LVII . 2 1 3.  Dinotiamo  le  superficie  proposte  con  S ed  S',  e siane  ÀMB 

l’intersecazione. 

Poiché  questa  curva  è situata  sull*  una  e sulF  altra  di  dette 
superficie,  la  sua  tangente  MSÌ’in  un  punto  qualunque  M deve 
trovarsi  nel  tempo  stesso  ( n.  nel  piano  che  tocca  la  super- 
ficie S in  M,  ed  in  quello  che  tocca  S'  al  medesimo  punto,  dun- 
que/o /au^en/e  M*?  sarà /’tn/mecaztone  de’ piani  tangenti 
alle  due  superficie.  Per  conseguenza  basterà  costruire  questi 
due  piani  co’ metodi  esposti  precedentemente,  e cercare  la  retta 
secondo  la  quale  si  taglieranno  ; o ancora  limitarne  la  ricerca 
ad  un  sol  punto , poiché  il  punto  M è già  assegnato  dalla  qui- 
stione.  Quando  una  delle  superficie  proposte,  per  esempio  S', 
sarà  un  piano,  ovvero  quando  si  saprà  essere  la  curva  AMB  pia- 
na, quantunque  le  due  superficie  di  cui  è l’intersecazione  sieno 
curve,  la  regola  precedente  si  ridurrà  evidentemente  a cercare 
l’intersecazione  del  solo  piano  tangente  di  S col  piano  S'  o col 
* piano^della  curva  AMB. 

2i4»  Altro  metodo.  Se  si  costruisce  la  normale  MN  della  sn- 
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perficie  Snel  punto  M,  e la  normale  MN'  della  superficie  S' nel- 
lo stesso  punto,  è evidente  che  il  piano  NMN'  dì  queste  due  rette, 
sarà  perpendicolare  a ciascuno  de' piani  tangenti,  e per  con- 
seguenza alla  intersecazione  loro , che  è MT.  Però  la  tangente 
all’intersecazione  di  due  superficie  è una  retta  perpendicola- 
re al  piano  delle  due  normali,  il  quale  coincide  inoltre  col  pia- 
no normale  ( n.  768  ) della  curva  AMB.  Basterà  dunque  co- 
struire queste  due  normali  ed  il  loro  piano , quindi  condurre  ad 
esso  una  perpendicolare  pel  punto  dato  M.  Questo  metodo  ("') 
è utilissimo,  I.®  perchè  vi  sono  superficie  in  cui  la  normale  si 
determina  in  maniera  molto  più  semplice  del  piano  tangente , 
cd  indipendentemente  da  questo  («.  t36)\  a.®  perchè  s’incon- 
trano talora  de’ punti  singolari,  pe’ quali  i due  piani  tangenti 
sono  perpendicolari  ad  uno  stesso  piano  di  proiezione;  allora 
il  procedimento  del  n.  ai3  non  somministra  più  risultamenti  de- 
terminati per  la  tangente  della  curva  proiettata  su  questo  piano, 
mentre  che  il  metodo  delle  due  normali  può  ancora  applicar- 
si per  alcune  relazioni  che  al  limite  non  divengono  indetermi- 
nate. Ne  vedremo  alcimi  esempi  in  molli  disegni  di  geometria 
( 340  e 4j7  ) e di  stereotomia. 

ai5.  Quando  le  superficie  in  quistione  sono  situate  in  maniera 
che  si  toccano  lungo  una  linea  comune , questa  iutersecaziono 
particolare  prende  il  nome  di  linea  di  contatto,  ed  una  delle  su- 
perficie è detta  circoscritta  all’altra  ; si  potrà  sempre  costruire 
questa  curva  adoperando  il  magistero  generale  del  n.  210 , ma 
non  vi  sapremo  più  condurre  alcuna  tangente , poiché , giusta 
l’ipotesi  attuale , i due  piani  tangenti  de’ quali  questa  retta  esser 
dovrebbe  l’intersecazione,  si  confonderanno  l’uno  coll’altro.  La 
stessa  costruzione  indeterminata  risulterebbe  dal  metodo  delle 
due  normali  ; le  quali  coinciderebbero  fra  loro  non  meno  che 
i piani  tangenti  sicché  il  piano  normale  che  avrebbero  dovuto (*) 


(*)  Esso  è dovuto  al  Signor  I.  Binct,  che  ne  ha  fatto  delle  applicazioni 
importanti  a diversi  disegni  di  geometria  e di  taglio  di  pietre. 
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fissare  resterà  anche  iiidelcrminato.  Per  la  qual  cosa  la  gcouic' 
(ria  non  somministra  alcun  metodo  grafico  accomodato  a trovare 
le  tangenti  delle  linee  di  contatto  di  due  superficie  (*) , salvo- 
che  la  linea  di  contatto  non  sia  piana;  poiché  in  questo  caso,  la 
combinazione  del  suo  piano  col  piano  tangente  comune  alle  due 
superficie , somministrerebbe  ancora  la  tangente  cercata. 

216.  Dopo  avere  esposte  queste  nozioni  generali  sulle  inter- 
secazioni delle  superficie,  le  chiariremo,  risolvendo  diversi  pro- 
blemi di  questo  genere,  ne’ quali  avremo  inoltre  il  destro  di 
mettere  in  luce  ancora  qualche  particolarità  osservabile , come 
sarebbe  la  ricerca  à^'rami  injinìtiy  e quella  degli  assintoti,  di 
cui  non  possiamo  per  ora  parlaro  che  in  maniera  vaga  ed  oscura. 

CAPITOLO  II. 

DELLE  INTERSECAZIOKI  PIANE. 

Problema  I.  Trovare,  ì l’ tntersecazione  di  un  cilindro  rello 
con  un  piano  dato;  2.°  V abbassamento  di  questa  inlcrseca- 
*zione  e la  sua  tangente;  3.®  lo  sviluppo  del  cilindro,  e la 
trasformata  della  intersecazione  colla  sua  tangente. 

217.  Abbiamo  già  detto  ( n.  1S0  ) die  per  cilindro  retto  iu- 
tendevamo  un  cilindro  avente  per  base  o per  direttrice  una  cur- 
va piana  e perpendicolare  alle  sue  generatrici  rettilinee , senza 
richiedere  che  colai  baso  fosse  un  cerchio  ; talché  nell’ adottare 
qui  quest’ ultima  forma  a modo  di  esempio,  ragioneremo  di  una 


(♦)  Nondimeno  indicheremo  al  n.  572  un  metodo  acconcio  per  giun- 
gere a ipiesto  scopo,  ma  molto  astruso  per  essere  nel  fatto  utile  nella 
pratica , c solamente  osservabile  sotto  il  puuto  di  vista  della  teorica 
che  servirà  a compiete. 
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maniera  generale  applicabile  ad  ogni  altra  curva.  Inoltre,  poiché 
in  ogni  problema  è bene  scegliere  quo’ piani  di  proiezione,  che 
abbiano  direzioni  accomodate  a render  semplici  le  operazioni 
graCche,  (i)  adotteremo  per  piano  orizzontale  quello  della  base 
ABDC,  c per  verticale  quello  perpendicolare  al  piano  secante,  ltitk 
il  quale  avrà  quindi  per  tracce PQ  e QR'.  Il  cilindro  poi  sarà  rap- 
presentato dalla  curva'ABDC,  che  ne  sarà  il  contorno  apparente 
sul  piano  orizzontale,  e dalle  due  rette  GG'  c VV'  che  sono  cvi- 


(i)  Potrebbe  darsi  che  la  scelta  del  piano  verticale  di  proiezione  si  tro- 
vasse già  fatta  con  la  veduta  di  facilitare  qualche  altra  ricerca  occorsa 
nel  medesimo  disegno  , c che  intanto  il  piano  cd  il  cilindro  dei  quali  si 
cercal’intersccnzione  non  fossero  noti  se  non  per  rapporto  al  piano  orizzon- 
tale, cd  al  piano  verticale  cosi  scelto  e supposto  obbliquo  al  piano  secante. 
Allora,  se  per  conoscere  la  vera  figura  di  quella  intersecazione  si  creda  op- 
portuno dover  usare  il  metodo  semplicissimo  del  n.  2/p,  converrà  permu- 
tare il  piano  verticale  di  proiezione  in  un  altro  pure  verticale,  ma  per- 
pendicolare al  piano  secante;  c questa  permutazione  si  terrà  compiuta 
quando  il  piano  secante  cd  il  cilindro  sicno  detcrilltvamenie  espressi  per 
rap[K>rto  al  nuovo  piano. 

Ora  nel  caso  presente  la  detta  permutazione  di  un  piano  verticale  in  un 
altro  è semplicissima.  Poiché,  sognata  la  nuova  linea  di  terra  QV  {fy- 
S'8  ) perpendicolarmente  a QP  ( come  si  richiede  acciò  il  nuovo  piano 
verticale  sia  perpendicolare  al  piano  secante),  c dove  meglio  conviene 
avuto  riguardo  alla  grandezza  del  foglio  del  disegno , cd  alla  posizione 
rispettiva  delle  tracco  orizzontali  del  piano  secante  c del  cilindro , si  avrà 
la  nuova  traccia  verticale  considerando  che  essa  devo  partire  dal  punto  Q 
c comprendere  con  la  segnata  linea  di  terra  un  angolo  eguale  alla  incli- 
nazione del  piano  secante  col  piano  orizzontale,  inclinazione  che  si  può 
desumere  dalle  tracce  primitive  PQ  c QR'  [jig.Si  ) mediante  la  costru- 
zione semplicissima  dichiarata  nel  n.  3g.  Quanto  poi  alla  nuova  proiezio- 
ne verticale  del  cilindro,  o piuttosto  al  nuovo  suo  contorno  apparento  , si 
determinerà , conforme  è detto  nel  n.  log,  per  mezzo  dello  rette  AG , DV 
che  sono  ad  un  tempo  tangenti  alla  sua  traccia  orizzontale,  c perpendico- 
lari alla  nuova  linea  di  terra , e nel  caso  attuale  producendolo  quanto  le 
GG'  e VV'  della  proiezione  primitiva,  ed  unendo  la  G'V',  sarà  GG'V'V 
il  contorno  apparente  del  cilindro  nel  nuovo  piano  verticale  di  proiezione. 

Quanto  abbiamo  detto  è sufficiente  pel  caso  del  problema  attuale  ; ma 
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deiitemente  le  tracce  de’ due  piani  tangenti  perpendicolari  al  pia* 
no  verticale,  e però  formano  il  contorno  apparente  su  questo 
piano  ( n.  to6).  Supporremo  di  più  che  il  cilindro  vada  a ter- 
minare a’ due  piani  orizzontali  GV  e G'V'. 

ai 8.  Premesso  ciò,  il  piano  PQR'  taglierà  il  cilindro  retto 
lungo  una  curva,  che  secondo  la  situazione  presente  de’ piani  di 
proiezione  sarà  evidentemente  proiettata  in  ABDCsul  piano  oriz- 
zontale, e sul  verticale  lungo  la  porzione  A'D'  della  traccia  del 


ésendo  la  permutazione  de’ piani  di  proiezione  un  mezzo  cui  sovente  giova 
ricorrere  per  facilitare  la  soluzione  dei  problemi , sarà  bene  stabilire  il 
principio  generale  onde  effettuarla  almeno  pel  caso  più  semplice,  che  è 
quando  non  si  vuole  permutare  che  un  piano  solo. 

Supponendo,  per  fissare  le  idee,  che  siail  piano  verticale  quello  che  vuoisi 
permutare  in  un  altro  parimenti  verticale , si  segnerà  la  comime  sezione 
di  quest’ultimo  col  ritenuto  piano  orizzontale,  dandole  quel  sito  rispetto  a 
cui  la  soluzione  descrittiva  del  problema  sarebbe  conosciuta  od  almeno 
più  facile  ; e dopo  ciò  per  mandarla  in  effetto  non  resterà  che  a rappre- 
sentare sul  nuovo  piano  verticale  le  proiezioni  de’  punti  e delle  linee , e 
le  tracce  dei  piani , e in  generalo  i dati  del  problema  che  già  erano  rap- 
presentati sul  piano  verticale  primitivo. 

Per  riguardo  a’  punti  basta  osservare  che  lo  nuove  proiezioni  verticali 
di  essi  debbono,  al  solito,  giacere  nelle  perpendicolari  abbassate  alla  nuova 
comune  sezione  dalle  proiezioni  orizzontali , e distare  da  questa  comune 
sezione  quanto  le  aitozze  dei  punti  stessi  sul  piano  orizzontale.  Ora  queste 
proiezioni  orizzontali  e questo  altezze  non  sono  pimto  diverse  da  quelle  che 
erano  prima. 

Quanto  alle  lince  rette  o curve,  basta  trovare  per  ciascuna,  nel  modo 
ora  indicato,  le  nuove  proierioni  di  due  soli,  o di  un  numero  convenevole 
di  punti,  per  indi  unirle  con  un’altra  rotta,  o curva  continua. 

E finalmente  per  trovare  lo  nuove  tracce  dei  piani  onde  si  può  aver  bi- 
sogno, si  può  dedurre  dalle  tracce  primitive  di  ciascuno  la  propria  incli- 
nazione al  piano  orizzontale  secondo  fu  spiegato  nel  n.  ^ , e in  virtù  di 
questa  segnare  di  poi  la  nuova  traccia  verticale , conformo  è detto  nella 
nota  dell’autore  al  citato  numero.  E in  questo  modo  potrebbero  stimarsi 
trovate  le  nuove  tracce  verticali  PP",  e TY"{^Jig.g  ) dei  piani  primitivi 
J?  [TS,T'S'],  corrispondentemente  alla  nuova  linea  di  ter- 
ra XV. 
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})iatìo  secante.  Laonde  in  questo  caso  semplicissimo  le  proie- 
zioni deir  intersecazione  sono  conosciute  direttamente,  senzadio 
sia  d'uopo  ricorrere  al  metodo  generale  esposto  al  n.  210. 

219.  Abbassamento.  Per  conoscere  la  vera  Torma  dell’interse- 
razione,  abbassiamo  il  piano  die  la  contiene  su  quello  orizzonta- 
le , facendolo  girare  intorno  di  PQ  ; o meglio,  a fine  di  Ottenere 
un  risultamento  più  simmetrico , facciamo  girare  il  piano  PQR' 
intorno  deir  orizzontale  ( BC,B'  ) fintantoché  divenga  parallelo 
al  piano  di  proiezione.  Per  effetto  di  questa  rivoluzione,  la  trac-< 
eia  verticale  QR'  diverrà  l’ orizzontale  y'B' , ed  un  punto  qua- 
lunque della  curva , a cagion  di  esempio  ( M , M'  ) , descriverà 
un  arco  di  ò.k(Ao  perpendicolare  all’asse  di  rotazione ;\\  quale 
sarà  proiettato  verticalmente  su  di  un  arco  eguale  M'm'  de- 
scritto col  centro  B' , cd  orizzontalmente  sulla  retta  indefinita 
MF  parallela  alla  linea  della  terra.  Allora,  poiché  il  punto  M'si 
è trasportato  in  »j',  se  questo  si  proietta  in  m su  di  MF,  si  avrà 
la  posizione  che  prende  dopo  l’abbassamento  il  punto  ( M , M'  ) 
della  curva  proposta. 

Operando  nello  stesso  modo  per  gli  altri  punti , come  sond 
A , D , E , F. . . . . (*)  si  vedrà  che  si  abbassano  in  a,d,e,f. ...» 
e riunendo  questi  ultimi  con  un  tratto  continuato,  la  linea 
amBcfCna  rappresenterà  l’intersecazione  cercata  nelle  sue  vere 
dimensioni. 

220.  Questa  intersecazione  è qui  un’ellisse,  poiché  parago- 
nandola col  cerchio  ABDG,  si  vede  che  per  le  stesse  ascisse  com- 
putate sulla  retta  BC , le  ordinate  perpendicolari  a questa  linea 
han  ricevuto  tutte  un  incremento  nel  rapporto  costante  di  OA  a 
B'A';  variazione  la  quale  cambia  un  cerchio  in  un’ellisse^  Inoltre 
siccome  eranvi  due  punti  M ed  N della  curva  primitiva,  che  àve- 


(*)  Quantunque  si  possano  qui  prendere  questi  punti  di  una  maniera  ap- 
bitraria  sulla  base  ABDC,  è utile,  per  l’operazione  ulteriore  dello  ra- 
tuppo,  scegliorli  tutti  in  modo  che  dividano  in  parti  eguali  la  cireon-’ 
ferenza. 

*9 
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vano  l’imo  e rnllro  M'  per  proieiione  verticale,  e questi  si  so- 
no trasportati  su  di  una  corda  mn  evidentemente  per|>cndicolarc 
ad  Oa,  il  cui  mezzo  cade  su  questa  retta , ne  segue  che  la  linea 
aOd  divide  in  due  parti  eguali  e ad  angoli  retti  una  serie  di  corde 
parallele  nella  curva  abbassata;  dunque  aOd  è un  asse  dell’ el- 
lisse, e per  conseguenza  BOC  è l’altro. 

aai.  Cerchiamo  ora  la  tangente  condotta  alla  intersecazione 
‘ per  un  punto  qualunque  (M,M').  Secondo  la  regola  generale 
( n.  ai3  ) , questa  retta , dovendo  essere  situata  simultaneamente 
nel  piano  PQR'  e nel  piano  tangente  del  cilindro , eh’  è il  verti- 
cale MT , avrà  chiaramente  ancor  essa  per  proiezioni  MT  ed 
M'Q.  Se  poi  si  vuol  trovare  questa  tangente  sull’abbassamento 
dell’  intersecazione  , si  osserverà  che  il  suo  piede  ( T , Q ) de- 
scrive , come  abbiamo  spiegato  per  ( M , M'  ) un  arco  di  cerchio 
perpendicolare  all’asse  di  rotazione  ( BC,B'  ) ; di  maniera  che 
il  piede  della  tangente  si  trasporta  in  e poiché  il  punto  di  con- 
tatto è pervenuto  in  m , la  tangente  abbassata  è dunque  tm , la 
quale  dovrà  toccare  esattamente  la  curva  amSd. 

Si  può  anche  osservare , che  la  tangente  alla  intersecazione 
primitiva  andava  ad  incontrare  l’asse  di  rotazione  in  un  punto 
( S,B'  ) , che  deve  restare  immobile  durante  il  movimento  di  ro- 
tazione ; sicché  farà  mestieri  che  la  retta  tm , già  determinata , 
vada  ad  incontrare  il  punto  S. 

323.  Sviluppo.  Abbiamo  veduto  ( n.  tSt  ) che  quando  si  svi- 
F 6.  LVIII»  luppa  un  cilindro,  la  sezione  retta,  eh’ è qui  la  base  ABOC,  di- 
viene rettilinea  senza  cambiare  di  lunghezza  assoluta , e che  i 
lati  se  le  conservano  perpendicolari.  Se  dunque  supponiamo  che 
si  apra  il  cilindro  lungo  il  lato  (D,VV'),  e si  portino  su  di  una 
retta  indefinita  le  lunghezze 

D"E"=rDE,  E"F"=EF,  F"B"=FB,  B"M"=BM (*) 


(*)  Osserviamo  qui,  che  quando  la  curva  ABUC  è di  una  specie  qua- 
lunque, fa  d'uopo,  per  rettificare  gli  archi  DE,EF misurarli  ado- 

perando un’apertura  di  com  passo,  che  rappresenti  una  piccolissima  corda 
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c che  pc' punti  D",E",F'* ....  s’innalziiio  delle  perpendicolari 
eguali  all’altezza  VV'  del  cilindro,  si  otterrà  lo  sviluppo  di  que- 
sta superficie  nel  rellangoloD"V"V'"D"'.  Ora  riferiamo  ad  es- 
so i punti  deir  intersecazione,  ed  a questo  oggetto  rammentiamoci 
( n.  i6si  ) che  le  porzioni  de’  lati  del  cilindro,  comprese  ira  la  base 
e questa  curva , devono  conservare , dopo  lo  sviluppo , le  prime 
loro  lunghezze.  Per  conseguenza  se  portiamo  sulle  verticali  dello 
sviluppo  le  distanze 

D''8=VD',  E"e=:RE',  F"(p=IF' , . . . . 
e riuniamo  cm  un  tratto  continuato  le  estremità  di  queste  al- 
tezze, otterremo  per  la  trasformata  della  intersecazione  la 
curva  Sfi<pC(A»3'. 


la  quale  sensibilmente  si  confonda  coll'arco  parziale  che  sotUmde,  poscia 
portare  sulla  retta  indefinita  D"D'"lo  stesso  numero  di  volte  quest’aper- 
tura di  compasso.  Ma  quando  si  tratta  di  un  circolo , come  neU’esempio 
attuale,  è molto  più  acconcio  o sopra  tutto  più  esatto  prendere  immedia- 

lamcntc  la  retta  W'D'"  eguale  a del  diametro  AD , poi  divideila 

in  altrettante  parti  eguali,  quante  ne  contiene  la  circonferenza.  Ciò  sup- 
pone d’altronde  clic  i punti  di  divisione  della  base  del  cilindro,  sieno 
stati  scelti  anc’h'cssi  a distanze  eguali,  come  l’abbiamo  inculcato  nella 
nota  del  n.  sig. 

Jddizione  tiei  traduttori. 

L’esattezza  che  si  ottiene  per  tal  modo  nello  sviluppo  del  cilindro  retto 
a base  circolare,  può  stimarsi  bastante  nelle  arti  di  costruzione,  che  nc 
abbisognano  ; ma  qualora  se  ne  volesse  una  maggioro  senza  maggior  fa- 
tica , si  troverebbe  la  retta  AJ'W"  prossimamente  eguale  alla  semicir- 
conferenza ÀCD  , applicando  in  questa  dal  punto  A la  corda  AN  eguale 
al  raggio,  e dai  centro  abbassandole  una  perpendicolare  prolungata 
fino  ad  incontrare  la  tangente  AG.  Allora,  tagliando  sulla  opposta  tan- 
gente DD'  una  retta  tripla  del  raggio  a contare  da  D,  la  oongiungcnte 
dell’altro  termine  di  questa  retta  con  quel  punto  d’incontro  differirà  dalla 

semicirconferenza  ACD  meno  di ' del  roggio  AO;  com’é  facile 

A 6 • O 0 

ad  assicurarsene  col  t aleolu.  - 
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223.  Nell'esempio  attuale,  io  cui  la  base  del  cilindro  retto  è 
un  cerchio , la  trasformata  sarà  composta  di  due  parti  evidente- 
mente simmetriche  «2  ed  ; perchè  i due  archi  eguali  AM  ed 
AN,  che  corrispondono  a’ due  punti  della  sezione  proiettati  in  M' 
forniranno  sullo  sviluppo,  ascisse  ed  ordinate  rispettivamente 
eguali  ; cioè  : 

A"M»=A»N"  ed  M'V=N"y. 

Inoltre  ciascuna  di  queste  parti,  per  esempio  *5,  si  troverà  pari- 
mente composta  di  due  porzioni  eguali  <»  e C5,  ma  inversamente 
situate  rapporto  aU’orizzontale  «»c  : e ciò  deriva  dacché  a par- 
tire da  C i punti  <p  e t*,  « e X,  provengono  da’ punti  del  cilindro 
F'  ed  M',  E'  ed  L'  che  si  trovano  ad  altezze  rispettivamente 
eguali  al  di  sopra  e al  di  sotto  del  punto  B'.  D’altronde  la  trasfor- 
mata totale  altro  non  è che  la  porzione  di  una  curva  indehnita(*), 
che  perla  relazione  esistente  fra  le  sue  coordinate,  ammette  una 
infinità  di  rami  successivi  identici  con  Si  può  ancora  per 
mezzo  della  geometria  far  nascere  questi  diversi  rami , immagi- 
nando che  il  piano , sul  quale  si  opera  lo  sviluppo  del  cilindro, 
sia  stato  avvolto  su  questo  solido  un  numero  indefinito  di  volte , 
e ripetendo  le  costruzioni  antecedenti  sul  prolungamento  della 
retta  D'"D". 

224'  Passiamo  ora  alla  costruzione  della  tangente  della  trasfor- 

(*)  Questa  curva  è una  mufoii/e,- poiché  se  si  denomina  x l’ascissa  oriz- 
zontale, ed  y l’ordinata  verticale  del  punto  f , computate  a partire  dal  pun- 
to C come  origine  loro,  e poscia  si  dinotino  con  o;'=B'U  ,y=F'U , le 
’ coordinate  del  punto  corrispondente  F'  per  rispetto  all’  origina  B',  è e- 
vidente  che  reggeranno  le  relazioni  ^ , 

®'=scnBF=senB"F'^=senj?,  y'=rax' , 
disegnando  con  a la  tangente  trigonometrioa  dell’angolo  Dun- 

que eliminando  le  variabili  ausiliarie  x'  ,y' , si  otterrà  per  l’equazione 
alla  trasformata  riferita  all’origine  C , 

y=ateax',  ovvero  ^=aRscu^, 

computando  secondo  l'uso  analitico,  i seni  nel  circolo  il  cui  raggio  é l'unt- 
tà . e disegnando  cou  R il  raggio  del  cilindro  attualo,' 
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mala  S'«5  per  un  punto  qualunque  (z.  Sappiamo  ( n.  /tfa,  3.") 
che  questa  retta  è la  posizione  che  prende , dopo  Io  svilup])o  del 
cilindro,  la  tangente (MT,M'Q)  alla  curva  primitiva,  e che  in- 
oltre l’angolo  che  fa  questa  tangente  col  lato  del  cilindro  resta 
invariato.  Pertanto  il  triangolo  rettangolo  formato  da  que- 
sta tangente , dalla  verticale  ( M , M'U  ) , c dalla  sotto  tangente 
MT , rimane  ancora  invariato  di  forma , e non  fa  che  girare 
intorno  di  questa  verticale  per  collocarsi  sul  piano  dello  svilup- 
po; basta  dunque  riprodurre  qui  questo  triangolo  nelle  sue 
effettive  dimensioni.  Or  siccome  si  ha  di  già  l’altezza  (iM"=M'll . 
se  si  prende  M"T"  eguale  alla  sotto  tangente  MT,  l’ Ipotenusa 
T'V  sarà  la  direzione  della  tangente  cercata. 

Si  potrebbe  impiegare  ancora  un  triangolo  rettangolo  opposto 
al  verticedel  precedente, il  quale  ha  per  lati  la  verticale (M,M Vi  ) 
e l’orizzontale  (MS,4B').  Questo  triangolo  restando  anche  in- 
variato di  forma , basterà  prendere  e condurre  l’ oriz- 

zontale iu(S"=MS,  allora  congiungendo  i punti  S"  c {x,  si 
otterrà  una  retta  che  dovrà  essere  il  prolmigamcnlo  di  T'V* 
azS.  E di  bene  osservare  chea’ due  punti  (A,A')e(D,  U') 
dell’intersecazione  del  cilindro  col  piano  PQR',  la  tangente  a 
questa  curva  giaceva  parallela  alla  traccia  PQ , poiché  il  piano 
tangente  del  cilindro  in  A o in D è esso  stesso  parallelo  a questa 
traccia.  Da  ciò  risulta  che  in  ciascuno  di  questi  punti,  la  tangente 
della  sezione  formava  un  angolo  retto  col  lato  del  cilindro;  c sic- 
come quest’angolo  deve  restare  invariato  (n./^n,3.'’)iiello  svi- 
luppo della  superficie,  farà  d’uopo  che  a’ punti  la  trasfor- 

mata tagli  ancora  ad  angoli  retti  le  verticali  A"a,  D"S , D"'ò'. 

as6.  Osserviamo  finalmente  che  al  punto  C della  trasformata 
vi  sarà  una  Jlessione , vale  a dire  che  se  si  costruisse  come  (|iii 
sopra  la  tangente  a questo  punto , questa  linea  traverserebbe  la 
curva  lasciando  P arco  i»  al  disopra  e l’arco  CS  al  disotto.  ISon 
perciò  debb’ esser  considerata  come  una  secante  ; poiché  , tut- 
to al  contrario  , ha  in  questa  posizione  un  contatto  più  inti- 
mo colla  curva,  che  quello  di  una  tangente  ordinaria.  In  effet- 
to, a cagione  della  simmetrìa  che  abbiamo  provalo  esistei  o 
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( n.  22S)  fra  le  due  parli  f»  e (5,  se  couduciaax)  pel  punto  e una 
retta  qualunque  che  incontri  l’arco  inferiore  in  (*,  questa  stessa 
linea  taglierà  necessariamente  l’arco  superiore  iu  un  altro  punto 
<p,  il  quale  sarà  alla  stessa  distanza  che  (Aper  rispetto  a <;  dunque, 
facendo  girare  questa  secante  intorno  al  punto  C , i due  punti  (a 
o <f  gli  si  avvicineranno  insieme  e quando  |a  onderà  a confon- 
dersi con  c , nel  medesimo  istante  ■(>  e C coincideranno  del  pari. 
Da  ciò  rilevasi  che  la  posizione  limilo  di  questa  secante  sarà 
dclenninata  ^ non  dalla  riunione  di  due  punti  di  sezione , ma  da 
quella  dì  tre  punti  di  questa  specie;  e che  cosi  questa  tangente 
particolare  offrirà  un  doppio  conialto,  per  effetto  del  quale  avrà 
un  elemento  comune  con  l’arco  c«,  ed  anche  un  elemento  comu- 
ne con  r arco  (3.  Inoltre  questi  due  archi  si  troveranno  eviden- 
temente in  parti  opposte  per  rapporto  alla  tangente , a cagione 
de’ movimenti  contrari  che  prendono  nello  stesso  tempo  le  due 
porzioni  della  secante , separate  dal  punto  C intorno  al  quale  si 
fa  girare  (*). 

227.  Lo  sviluppo  di  un  cilindro  è un’operazione  necessaria  in 
talune  specie  di  arti.  Se  per  esempio  si  volesse  fonnarc  in  lamine  , 
di  ferro  o in  latta  un  tubo  cilindrico  che  dovesse  terminare  a due 
piani  l’uno  perpendicolare,  l’altro  inclinato  alla  lunghezza,  fa- 


(*)  Qualunque  sia  la  base  del  cilindro  tagliato  da  un  piano,  la  trasfor- 
mata offrirà  un  punto  di  flessionencl  sito  in  cui  la  tangente  della  sezione 
primitiva  era  la  linea  del  maggior  pendìo  del  piano  secante,  almeno  quan- 
do i lati  del  cilindro  sono  verticali;  ed  in  generale  questa  ilesione  avrà 
lungo  al  punto  in  cui  la  tangente  della  sezione  forma  un  angolo  minimo 
colla  generatrice.  Inelfctlo,  se  ci  riportiamo  alla  , e supponia- 

mo lo  sviluppo  del  cilindro  effettuato  sul  piano  tangente  cli’è  il  prolunga- 
mento deir  elemento  superficiale  ABB'A',  si  vedrà  che  se  l’angolo  BMM' 
è minore  sì  dell’angolo  B'M'M"  che  dell’angolo LRM,  il  lato  M'M''  verrà 
a giacere,  dopo  lo  sviluppo , al  di  sotto  dì  TMr,  mentre  il  lato  MR  reste- 
rà al  di  sopra.  Una  flessione  contraria  avrebbe  luogo  parimente  se  l’an- 
golo BMM'  fosse  massimo;  ma  questa  enunciazione  rientra  nell’altra  . 
I>ercliè  la  tangente  forma  col  loto  del  cilindro  un  angolo  acuto  ed  un  ol- 
iuso, il  primo  de'quuli  è minimo  quando  il  secondo  è massimo. 
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rcbbc  mestieri  tracciare,  sulla  foglia  ili  inctnilo  ancora  piana, 
la  curva  poi  ritagliare  questa  foglia  lungo  la  curva  siuldcl- 
ta,  togliendone  la  parte  superiore;  allora  vi  sarebbe  certezza  che 
curvando  il  resto  della  lamina  di  ferro  mediante  una  incudine  ci- 
limlrica , l’orlo  superiore  olTrirebbe  la  forma  di  una  curva  piana 
che  ha  l’inclinazione  richiesta  dalla  quistione. 

Similmente,  se  dopo  di  avere  eseguito  in  legno  o in  pietra  un 
cilindro  retto , si  volesse  far  terminare  a piano  inclinato,  farebbe 
d’uopo  costruire,  su  cartone  flessibile,  lo  sviluppo  di  questo  ci- 
lindro colla  trasformata  S'aS  della  sezione  prodottavi  dal  piano 
in  quistione  ; poscia  ritagliare  questo  cartone  lungo  la  suddetta 
curva  S'otS  ed  avvolgerlo  quindi  sul  cilindro.  In  questo  stato  l’or- 
lo del  cartone  avrà  ripresa  la  forma  che  conviene  alla  sezione 
piana  dimandata,  e si  potrà  tracciare  sul  solido,  seguendo  colla 
matita  l’estremo  di  questo  cartone  così  avvolto;  in  maniera  che 
r artefice , conoscendo  in  tal  modo  il  contorno  del  solido  clic 
deve  esser  tolto,  potrà  compiere  l’opera  con  tutta  la  precisione 
desiderabile.  Incotreremo  frequenti  applicazioni  di  questo  ma- 
gistero nel  faglio  delle  pietre  e ne’ lavori  di  falegname. 

228.  Axtba  sojxiioKx  dell’intersecazione  di  un  cilindro  ret' 
to  con  un  piano. 

Può  darsi  che  qualche  circostanza  della  quistione  impedisca 
di  scegliere  il  piano  verticale  di  proiezione  perpendicolare  al 
piano  secante  ; allora  quest’ultimo  avrà  per  tracce  le  retto 
qualunque  PQ  e QR' , ed  il  cilindro  sarà  sempre  rappresentato  FIG.  I.\l. 
dalla  sua  base  ABDC , e dalle  due  verticali  GG' , VV' , che  for- 
mano il  suo  contorno  apparente  su’ piani  fissi.  In  questo  caso, 
seguiamo  il  metodo  generale  del  n.  210 , e tagliamo  il  cilindro 
ed  il  piano  dato  PQR'  con  diversi  piani  orizzontali , tali  come 
K'N'M';  quest’ultimo  avrà  per  sezione  nel  piano  dato  una  oriz- 
zontale (K'M'jRM),  e per  sezione  nel  cilindro  una  curva  pro- 
iettata sulla  sua  base  ABDC  ; per  conseguenza,  i punti  M ed  N, 
comuni  a queste  due  sezioni  ausiliario  sul  piano  orizzontale,  es- 
sendo proiettati  su  K'M',  somministreranno  due  punti  (M,M') 
ed  (N,N')  dcU’iiitersecazione  dimandata.  Gli  altri  si  otterranno 
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in  mnniprn  iiiriiitiitto  simile,  conducendo  a volontà  nella  base  Al! 
DC  altre  secanti,  die  sieno  come  RM,  parallele  alla  traccia  PQ. 

Si  potrebbero  inlerpelrare  diversamente  le  costruzioni  sud- 
tlette,  considerando  ciascuna  di  queste  secanti  come  la  ti^ccia  di 
un  piano  verticale  ausiliario,  che  taglierebbe  il  piano  dato  se- 
condo una  orizzontale,  ed  il  cilindro  secondo  due  generatrici. 

i?5>9.  Fra’ vari  punti  di  una  curva,  ve  ne  sono  talora  alcuni 
che  olfrono  qualche  particolarità  interessante,  ed  è importante 
coslriiire  questi  punti  notabili  t\  preferenza  di  altri,  anche  quan- 
do gli  fossero  vicinissimi. 

I So  si  applica  il  metodo  precedente  alla  ricerca  de’ punti 
situati  su’lati  ( A,GG')  ,(D,YV')  che  formano  il  contorno  ap- 
parento del  cilindro  sul  piano  verticale,  si  otterranno  i punti  A' 
e D'  che  separano  la  parte  visibile  dell’  intersecazione  cercata 
da  quella  invisibile  ; ed  in  questi  punti  ^ la  proiezione  verticale 
A'B'D'C'  dovrà  toccare  le  due  rette  GG' , e VV'.  In  fatti  la 
tangente  della  curva  nello  spazio  al  punto  (A,A')  è necessaria^ 
mente  situata  nel  piano  tangente  del  cilindro  per  tutta  la  lun- 
ghezza del  lato  ( A , GG'  ) ; ma  questo  piano  è qui  perpendico- 
lare al  piano  verticale:  dunque  la  tangente  suddetta  trovasi 
proiettata  sulla  traccia  GG',  la  quale  deve  così  toccare  la  curva 
A'B'D'C';  perchè  d’altronde  abbiamo  dimostrato  (n.  /02)  che 
una  curva  e la  sua  tangente  devono  rimanere  tangenti  l’una 
dell’ altra  , quando  si  proiettano  sul  medesimo  piano. 

2.°II  punto /7iK  alto  ed  il  più  basso  della  curva, eioè  quelli 
in  cui  la  tangente  sarà  orizzontale,  si  otterranno  cercando  i lati 
B e C , pe’  quali  il  piano  tangente  del  cilindro  sia  parallelo  alla 
traccia  PQ.  In  fatti , se  dopo  aver  costruito , come  non  ha  guari 
il  punto  (B,B')  , voglia  condursi  la  tangente  in  questo  punto  , 
farà  mestieri  ( h.  2t3)  cercare  l’intersecazione  del  piano  PQR.' 
col  piano  verticale  Bll'che  tocca  il  cilindro;  or  questi  due  piani, 
avendo  le  loro  tracce  parallele,  si  taglieranno  evidentemente  se- 
condo una  orizzontale  l'B' , che  sarà  la  tangente  al  punto  B' . 
Questa  retta  diviene  cosi  un  limite  della  curva;  e l’altro  limite 
sarà  la  tangente  al  punto  ( C,C'),  che  sarà  similmente  orizzontale. 
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aio.  La  tangente  ia  un  punto  cpialunque  (M,M')  sarà  data 
dalla  intersecazione  del  piano  PQR'  col  piano  tangente  del  ch 
lindro  lungo  il  lato  verticale  M;  ma  quest’ultimo  piano  ha 
per  traccia  la  retta  MT  che  incontra  PQ  nel  punto  T ; talché 
senza  cercarne  la  seconda  traccia , si  è certi  che  T è la  trac- 
cia orizzontale  della  tangente  dimandata , dunque  proiettando 
questo  punto  sulla  linea  delia  terra  , e congiungendolo  col 
punto  di  contatto,  si  otterranno  in  TM  e T'M'le  proiezioni  ^el- 
la  tangente. 

23 1.  U abbassamento  della  curva  si  elTettuirehhe  facendo  gi- 
rare il  piano  PQR' intorno  della  sua  traccia  PQ,  sino  a farlo  com- 
baciare  col  piano  orizzontale , e poiché  in  questo  movimento  di 
rivoluzione , un  punto  qualunque  (M,M')  non  uscirà  dal  piano 
verticale  PM  perpendicolare  all’asse  di  rotazione  PQ,  basterà 
cercare  (n.  fj)  la  distanza  del  punto  P all’altro  (M,M'),  po- 
scia portarla  su  PM  prolungata , per  ottenere  la  posizione  del 
punto  (M,M')  dopo  l’abbassamento.  Gli  altri  punti  si  deter- 
mineranno in  una  maniera  simile. 

232.  Lo  sviluppo  della  superfìcie  si  eseguirà  del  pari  come 
qui  innanzi  ( n.  222  ) , portando  sopra  una  retta  indefinita  le 
lunghezze  eguali  agli  archi  AB , BM  ,MD,....  indi  elevando  pe’ 
punti  di  divisione  le  perpendicolari  eguali  alle  altezze  de’ punti 
A',B',M'al  di  sopra  la  linea  della  terra.  Nè  c’intratterremo  qui 
più  oltre  su  queste  due  ultime  operazioni,  perchè  quanto  prima 
imprenderemo  a risolvere  una  quistione  simile  e più  generala 
( n.  z3S). 

Problema  II.  Trovare  i punti  di  sezione  di  un  piano  qualun- 
que PQR'  con  una  curva  te  cui  proiezioni  sono  ABCDBIF' 
crfA'B'C'D'E'F'. 

233.  Questo  problema  va  compreso  iùteramente  nel  precerfcn-  KO.  LXII. 
te;  dappoiché  se  s’immagina  il  cilindro  verticale  , che  proietta 

la  curva  data  secondo  ABCDEF,  e si  costruisce,  siccome  al  _i 

n.  aaS,  la  proiezione  verticale  A"B"C"D"E" dell’ intersecazione  ■*  j 

20 
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di  questo  cilindro  cui  piano  PQH' , è chiaro  die  i punti  cercati 
dovranno  stare  su  questa  intersecazione  ; e siccome  anche  stanno 
sulla  curva  data,  non  dovrà  farsi  altro,  ch'esaminare  se  queste 
due  curve  s’incontrano  in  qualche  punto  sul  piano  verticale.  Qui 
esse  hanno  tre  punti  comuni  L',M',N'  che  si  proietteranno  sul 
piano  orizzontale  in  L,M,N,  e sono  anch’essi  i punti  in  cui 
il  piano  PQR'  taglia  la  curva  proposta.  Esiste  in  vero  un  quarto 
punto  d’incontro  fra  le  proiezioni  verticali  ; ma  si  vede  facilmente 
non  esser  questo  comune  alle  due  curve  , perciocché  cade  per 
l’una  sull’arco  CD , e per  l’altra  sull’arco  DE. 

Abbiamo  punteggiato  gli  archi  della  curva  giacenti  al  di 
sotto  del  piano , che  noi  riguardiamo  come  realmente  esisfen-" 
te  a fine  di  far  meglio  spiccare  la  situazione  delle  diverse  parti 
della  curva  a doppia  curvatura  : ma  non  è lo  stesso  nel  disegno 
r>i,  in  cui  il  piano  secante  è combinato  con  una  superficie, 
c dehbosi , giusta  la  convenzione  generale  stabilita  al  n.  toS , 
considerare  come  non  più  esistente  dopo  di  aver  segato  il  ci- 
lindro. 

234.  Nel  problema  precedente  ed  in  altre  quistioni  analoghe, 

sì  dà  qualche  volta  alla  eurva  ausiliaria  A"B"D" il  nome 

di  curva  di  ricerca  o di  errore,  poiché  le  costruzioni  che  ab- 
biamo adoperate  possono  esser  riguardate  sotto  il  seguente 
punto  di  veduta.  Se  il  punto  incognito , in  cui  la  curva  proposta 
penetra  nel  piano  PQR' , fosse  proiettato  in  11 , preso  a piacere 

sulla  proiezione  orizzontale  AllCD farebbe  mestieri , che 

couducendo  per  questo  punto,  considerato  come  appartenente  al 
piano,  una  parallela  (BR,R'B")  alla  traccia  PQ  , questa  retta 
passasse  pel  punto  ( B ,B')  della  curva;  or  questa  parallela  no 
somministra  B"  in  vece  di  B'  per  proiezione  verticale  del  punto 
B ; per  conseguenza  l’ ipotesi  d’ onde  siam  partiti  è «»  errore . 
Ripetendo  un  saggio  consimile  pel  punto  C,  si  trova  un  altro  er- 
rore dall’altro  verso,  poiché  si  ottiene  una  proiezione  verticale 
C",  situata  più  inailo  che  C';  percui  si  conehiude  che  il  vero 
punto  cercato  sta  tra  Be  C,  e che  ripetendo  gli  stessi  tentativi  per 
altre  proiezioni  intermedie,  c’imbatteremo  alla  fiue  nel  punto 
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di  sezione  ( M , M.').  Ma  in  vece  di  rintracciare  itnmedialaineu' 
le  questo  punto  preciso  con  tentativi  moltiplicali,  è più  como- 
do costruire  un  certo  numero  di  punti  qualunque  della  curva 
di  errore , indi  riunirli  con  un  tratto  continuato  il  cui  incontro 
colla  curva  proposta  somministrerà  il  punto  dimandato 

Problema  III.  Essendo  dato  un  cilindro  obliquo  a base  qua- 
lunque trovare,  le  proiezioni  della  seziohe  retta  di  que- 

sto cilindro;  q,.°  l’  abbassamento  di  qttesta  sezione  ; 3.°  lo 
sviluppo  della  superficie,  e la  trasformata  della  curva  che 
le  serviva  di  base;  del  pari  che  le  tangenti  a queste  diver- 
se curve. 

a35.  Sia  ABCD  la  base  del  cilindro , che  noi  supponiamo 
in  piano,  il  quale  adotteremo  per  quello  orizzontale  di  proiezione; 
sia  inoltre  ( EE",E'E"')  la  direzione  delle  generatrici.  Allora, 
conducendo  alla  base  le  taugeuti  BB"e  DD"  parallele  ad  EE", 
saran  queste  le  tracce  de’due  piani  tangenti  verticali,  e per  con- 
seguenza formeranno  il  contorno  apparente  del  cilindro  sul  piano 
orizzontale  ( ».  fo6  ) ; mentre  le  tangenti  EE'  ed  FF',  perpen- 
dicolari alla  linea  della  terra  somministreranno  le  generatrici 
E'E'"  ed  F'F'",  le  quali  sono  le  tracce  di  due  piani  taugeuti 
perpendicolari  al  piano  verticale  e danno  il  contorno  apparente 
su  questo  piano.  Supponiamo  inoltre  che  il  cilindro  sia  termi- 
nalo e chiuso  da  due  piani  orizzontali  E'F'  ed  E'"F'",  il  che 
renderà  invisibili  sul  piano  orizzontale  i lati  CC",FF",  ....  e 
manifesterà  di  una  maniera  più  sensibile  la  situazione  di  questi 
lati  inferiori.  Per  meglio  appalesare  la  forma  della  superficie, 
non  riguarderemo  lutt’i  lati  che  ne  farà  mestieri  adoperare,  co- 
me linee  ausiliario,  ma  come  generatrici  che  segnate  con  tratto 
continuato,  o con  punti,  faranno  scorgere  le  parti  superiori  o 
anteriori  della  superficie,  da  quelle  che  sono  dall’opposto  verso. 

a36.  Posto  ciò,  poiché  la  sezione  retta  di  un  cilindro  è la 
curva  tracciata  su  questa  superficie  da  un  piano  secante  perpen- 
dicolare alle  generatrici,  e che  ÙAoltre  tulle  le  sezioni  paiallcle 


FIG.  I.l\ 
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fatte  ia  un  cilindro  sono  identiche,  conduciamo  da  un  punto  qiia> 
lunque  Q della  linea  della  terra,  le  tracce  PQ  e QR',  rispetliva- 
mente  perpendicolari  alle  proiezioni  delle  generatrici,  e cerchia- 
mo l’intersecazione  del  cilindro  còl  piano  PQR'.  A questo  fine 
taglieremo  le  due  superficie  con  diversi  piani  ausiliari  che  sieno 
tutti  quanti  verticali  e paralleli  a’iati  del  cilindro,  perchè  sifiatta- 
raente  non  dovremo  combinare  che  sezioni  rettilinee;  dall’altra 
parte,  a fine  di  rendere  semplici  le  operazioni  ulteriori  dello  svi- 
lappo , sarà  di  bene  condurre  questi  piani  per  tali  punti  della 

base,  che  stiano  a due  a due  su  di  alcune  corde  GM,EL 

parallele  alla  traccia  PQ.  Tutte  queste  disposizioni  ammesse,' 
possiamo  operare  in  due  maniere. 

287.  Primo  metodo.  Sieno  GRI  ed  IP  le  tracce  di  un  piano 
secante  verticale , esse  incontrano  quelle  del  piano  PQR'  ne’ 
punti  K ed  P , per  conseguenza  l’ intersecazione  di  questi  due 
piani  è la  retta  ( Gl , PK')  ; ma  siccome  importa  determinare 
questa  linea  con  grande  esattezza,  attesoché  per  gli  altri  pia- 
ni ausiliari  basterà  evidentemente  condurre  alcune  parallele 
ad  PK',noi  costruiremo  un  terzo  punto  di  questa  retta.  Cerchia- 
mo , per  esempio , quello  eh’ è proiettato  in  S , e perciò  imma- 
giniamo per  questo  punto  un’orizzontale  parallela  alla  traccia 
PQ.  Questa  parallela,  che  sarà  necessariamente  contenuta  nel 
piano  PQR',  avrà  per  proiezione  orizzontale  SR , ed  incontrerà 
il  piano  verticale  in  R';  dunque  R'S' , parallela  alia  linea  di 
terra,  è la  sua  proiezione  verticale  , e se  le  si  rapporta  il  punto 
S in  S',  quest’ultimo  dovrà  appartenere  alla  retta  S'R'I'. 

Inoltre,  lo  stesso  piano  ausiliario  GKI  ha  dovuto  tagliare  il  ci- 
lindro secondo  due  lati  de’  quali  G ed  II  sono  i piedi,  e che  per 
conseguenza  sono  proiettati  verticalmente  su  G'G'"  ed  H'il'"  ; 
quindi  l’incontro  di  queste  due  rette  colla  sezione  K'S' som- 
ministrerà due  punti  ^'ed  A' della' curva  dimandata  sul  piano 
verticale  ; in  seguito  si  proietteranno  su  Gllli  in  y ed  h,  che  sa- 
ranno due  punti  della  proiezione  orizzontale  della  stessa  curva. 

Ora  consideriamo  un  altro  piano  secante  MNV,  il  quale  ta- 
glia il  piano  PQR'  secondo  una  retta  la  cui  traccia  è ( V,V'  ).  e 
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senza  cercare  altri  punti,  siain  certi  che  questa  sezione  è V'»i' 
parallela  a K'S';  poscia  siccome  MNV  taglia  anche  il  cilindro 
secondo  i due  lati  M'M'"  edN'N'",che  incontrano  la  retta  V'm' 
in  m' cd  n',  questi  sono  due  nuovi  punti  della  curva  cercata,  che 
farà  d’uopo  proiettare  in  seguito  orizzontalmente  su  MV  in  m ed 
in  n.  Lo  stesso  metodo,  applicato  ad  altri  piani  secanti,  sommini* 
sirerà  così  le  proiezioni  atnbncd  ed  a'm'b'n'c'd'  della  sezione 
retta  del  cilindro. 

a38.  Secondo  metodo.  Sia  ACY  un  piano  verticale  parallelo 
a’iati  del  cilindro:  esso  taglierà  questa  superficie  secondo  due  ge- 
neratrici che  partono  da’ punti  A e C,  ed  il  piano  PQR'  secondo 
una  retta  che  parte  dal  punto  Y , e sarà  perpendicolare  a que- 
ste generatrici;  dunque,  se  si  abbassa  questo  piano  secante  fa- 
cendolo rivolgere  intorno  ad  AY,  e portando  l’altezza  Y'Z'  da 
Y in  Z",  la  retta  AZ"  e la  sua  parallela  Cc"  saranno  le  nuo- 
ve posizioni  delle  generatrici , mentre  ebe  la  .perpendicolare 
Yc"a",  calata  su  queste  rette  farà  conoscere  l’abbassamento  a" 
e c"  di  due  punti  della  curva  cercata.  In  seguito  per  un’altro 
piano  secante  MNV,  basterà  condurre  Min"  ed  N«"  parallela, 
mente  ad  AZ";  e la  retta  V»i"  parallela  ad  Ya"  darà  ancora 
gli  abbassamenti  m"ed  n"di  due  nuovi  punti  della  sezione  retta 
del  cilindro.  D’altrondediverrà  superfluo  tracciare  le  proiezioni  di 
questa  curva,  attesoché  gli  abbassamenti  cosi  ottenuti  saran  suf- 
ficienti, come  si  vedrà,  per  costruirla  nella  sua  vera  grandezza 
ed  effettuare  lo  sviluppo  del  cilindro , eh’ è lo  scopo  principale 
del  problema  attuale  (*). 


(*)  Questo  metodo  ingegnoso  si  deve  a M.  TU.  Olivier;  e quantunque 
esso  si  riduca  a scegliere  il  piano  verticale  di  proiezione  parallelo  a’ la  ti  del 
cilindro , offre  alcuni  vantaggi , clic  diverranno  manifesti  nelle  operazioni 
de’ numeri  s4i  e 243.  Nondimeno,  se  si  trattasse  di  ottenere  l' interseca- 
zione di  un  cilindro  obliquo  con  un  piano  qualunque  non  per^iendicolarc 
alle  generatrici , sarebbe  meglio  attenersi  al  primo  metodo;  e però  noi 
r alibiaino  qui  conservato,  a line  di  mostrare  come  si  dovrebbe  operare 
in  siinil  caso. 


fu;. 
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Nondimeno,  se  vogliausi  ricavare  le  praiezioni  della  seziona 
retta,  fa  mestieri  riportare  i punti  a”,  c",  m",  n". ...  in  a , c, 

m,n con  rette  perpendicolari  all’asse  di  rotazione  AY, 

poscia  proiettare  quest’ ultimi  punti  in  sulle 

proiezioni  verticali  delle  generatrici  corrispondenti. 

289.  Vi  sono  alcuni  punti  notabili  che  fu  d’uopo  costruire 
con  preferenza  ad  altri,  che  vi  sarebbero  vicinissimi;  e sarà 
ben  fatto  incominciare  da  essi  l’esecuzione  del  disegno. 

1. ®  Se  si  applica  uno  de’due  metodi  precedenti  a’ lati  BB", 
e DD"  che  formano  il  contorno  apparente  sul  piano  orizzontalo 
si  troveranno  i punti  {b,ò‘)  e (d,d') , ne’ quali  la  curva  dovrà 
toccare  questi  lati , ma  solamente  in  proiezione  orizzontale.  In- 
fatti quantunque  nello  spazio  la  tangente  di  questa  curva  ed  il 
lato  del  cilindro  siano  distintissimi  l’una  dall’altro,  perchè  sono 
perpendicolari , nonpertanto , queste  rette , trovandosi  situate 
tutte  due  nel  piano  tangente  eh’ è evidentemente  verticale  pel 
punto  {b,b')  , ne  deriva  che  debbano  coincidere  in  proiezione 
orizzontale  ; dunque  la  tangente  si  trova  proiettata  su  BB",  e per 
conseguenza  («. /02)  questa  linea  devo  toccare  la  proiezione 
orizzontale  della  curva. 

Osserviamo,  ancora , che  i punti  be  d essendo  situati  sul  con- 
torno apparente  della  superficie  relativamente  al  piano  orizzon- 
tale , formeranno  i limiti  che  separano  la  parte  visibile  bad  dalla 
invisibile  bed  per  l’osservatore  che  considera  questa  proiezione. 

2. ®  Applicando  del  pari  il  metodo  generale  alla  ricerca  dei 
punti  situali  su  i lati  E'E'"  ed  F'F'",  che  formano  il  contorno 
apparente  sul  piano  verticale,  si  otterranno  i punti  (e, e')  ed 
(f,f)  ne’ quali  la  proiezione  verticale  della  curva  sarà  toc- 
cata da  queste  rette.  Questo  contatto  risulta  ancora  da  che  la  tan- 
gente della  curva  nello  spazio  ed  il  lato  del  cilindro,  sono  tutti 
due  in  un  jpiaiio  tangente  che  si  trova  qui  perpendicolare  al  pia- 
no verticale;  c per  conseguenza,  la  proiezione  verticale  della 
tangente  coincide  con  quella  del  Iato  del  cilindro  ; inoltre  i punti 
c'  cà  f saranno  qui  i limiti  che  separano  il  ramo  visibile  c'«' 
/«'/'  daU’invisibilc  e'd'/i'f  ^ per  l’ osservatore  il  quale  conside- 
ra la  proiezione. verticale— 
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3.®  Per  ollenere  il  punlo  joim  alto  e quello/>tù  basso  della 
ttirva , cioè  quelli  in  cui  la  langenle  è orizzontale , fa  meslieri 
dapprima  cercare  sulla  base  ABCD,  qualunque  sia  la  sua  forma,  i 
punii  A e C in  cui  la  langenle  sarà  parallela  alla  Iraccia  orizzon- 
tale PQ  del  piano  che  laglia  il  cilindro  : allora , se  si  coslruisce 
col  melode  generale  il  punlo  (a, a')  dell’ intersecazione,  che  sarà 
situato  sul  lato  A A" , dico  che  la  tangente  in  questo  punto  è 
orizzontale.  Infatti  questa  tangente  dev’essere  ( n,  zi3')  l’ inter- 
secazione del  piano  PQR'col  piano  tangente  lungo  il  latoAA"; 
tìia  per  ipotesi , la  traccia  orizzontale  AO  di  quest’ultimo  pia- 
no è parallela  a PQ;  dunque  questi  due  piani  non  possono  al- 
trimenti tagliarsi  che  secondo  una  retta  parallela  aPQ,cioò  onz- 
zontale.  Avrà  luogo  lo  stesso  pel  lato  CC*',  che  somministrerà 
un  punto  (c,c')  in  cui  la  tangente  dell’ intersecazione  è anche 
orizzontale.  Questi  due  punti  sono  utilissimi  a determinare , per 
tracciare  la  curva  con  facilità  ed  esattezza  sui  piani  di  proiezione. 

s4o.  Ora,  si  costruisca  la  tangente  dell’ intersecazione  per  un 
punlo  qualunque (»i,m').  Questo  punto  si  trova  sul  lato  ;«M;  ed 
il  piano  tangente  del  cilindro  lungo  questa  generatrice  aven- 
do per  traccia  orizzontale  la  tangente  MT  alla  base,  se  si  pro- 
lunga questa  retta  finché  tagli  PQ  in  T , questo  sarà  un  pun- 
lo dell’ intersecazione  del  piano  tangente  col  piano  della  curva  , 
intersecazione  che  non  è altra  cosa  che  la  tangente  cercata 
( n.  2t3),  Dunque  congiungcndo  il  punto  di  contatto  ( tn,m'  ) 
eh’ è già  conosciuto , col  punlo  T che  si  proietta  verticalmente  in 
T'  sulla  liuea  della  terra , si  otterranno  Tm  e T'm'per  le  proie- 
zioni della  tangente  dimandata. 

Abbassamento.  Per  ottenere  l’intersecazione  nella  sua 
vera  forma  , abbassiamo  il  piano  PQR'  sul  piano  orizzontale  fa- 
cendo girare  il  primo  intorno  della  sua  traccia  PQ  ; poi , cerchia- 
mo ciò  che  diviene  allora  un  punto  qualunque  ( m,m')  della  cur- 
va. Questo  punto  non  uscirà  dal  piano  verticale  mY  perpendico- 
lare ull’asse  di  rotazione,  e siccome  la  sua  più  breve  distanza  a 
questa  retta  è evidentemente  la  linea  (mY ,m'Y‘ ) , non  resta  cho 
a valutare , col  metodo  generale  del  n.  fji  la  vera  lunghezza  di 
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questa  linea,  poscia  portarla  da  V in  pt,  e quest’ulliino  punto 
indicherà  l’ abbassamento  di  (m,>n').  Ma  osserviamo  qui , che 
se  si  è adoperato  il  metodo  del  n.  a38,  si  conoscerà  immediabi- 
' mente  la  vera  lunghezza  cercata  che  sarà  \m"\  in  guisa  che  de- 

scrivendo con  questa  retta  per  raggio  un  arco  di  circolo,  esso 
taglierà  la  linea  VM  al  punto  dimandato  i»..  Parimente,  gli  archi 
di  cerchio  descritti  con  i raggi  Yo"  ed  Yc" , somministreranno 
i punti  »ey  ; e con  operazioni  simili,  sì  otterrà  la  curva  «VCvipyd 
])cr  abbassamento  della  sezione  retta  del  cilindro. 

, 242.  La  tangente  (wT,»rt'T')  alla  curva  primitiva,  avendo  il 
suo  piede  T situato  sull’ asso  di  rotazione  PQ,  questo  punto  re- 
sterà immobile  durante  siffatto  movimento  ; c siccome  il  punto  di 
contatto  ( m,m')  si  è trasportato  in  (*,  ne  segue  che  T|x  è fabbas* 
samento  della  tangente , linea  che  dovrà  toccare  esattamente 
la  curva  al  punto  i*. 

243.  Sviluppo.  Abbiamo  dimostrato  ( n.  t66  ) che , fra  tutte 
le  curve /Itane  tracciate  su  di  un  cilindro  qualunque,  la  sezione 
retta  era  la  sola  che  divenisse  rettilinea  dopo  lo  sviluppo  della 
superficie  per  conseguenza  non  bastava  in  questo  caso  di  cono- 
scere la  base  ABCD  del  cilindro  per  esser  in  istato  di  sviluppar- 
lo; ma  facea  d’uopo  necessariamente  cercare  la  sezione  retta 
( abcd,a'b'c'd') , ed  anche  costruire  l’abbassamento  «Cy8  di  que- 
sta curva,  a fine  di  poter  misurare  ciascuno  degli  archi «X, 
e di  portare  le  lunghezze  loro  rettificate , le  une  dopo  le  altre  , 
su  di  una  stessa  retta  (fi).  Cosi  supponendo  che  si  apra  il  cilin- 
fk;,  dro  per  tutta  la  lunghezza  del  lato  AA",  si  prenderanno  su  di 
l.l\.  K LX.  una  retta  indefinita  xy  le'distanze 

»,x,=e»x,  Xjfz,=Xii,  (x,e,  = (ic,  e,Va=ev,....; 

poscia , per  tutti  i punti  di  divisione  si  eleveranno  perpendico- 
lari indefinite  sulla  retta  xy , e queste  saranno  ( n.  161  ) le  po- 


(♦)  Abbiamo  già  detto  che  per  rettificare  un  arco  fa  mestieri  adoperare 
un’apertura  di  compasso  contenuta  un  certo  numero  di  volte  su  questa 
arco , ma  abbastanza  piccola  perchè  la  corda  eh’ essa  rappresenta  coincida 
sensibilmente  con  l’arco  parziale  che  questa  corda  sottende. 
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sizioni  delle  generatrici  dopo  lo  sviluppo.  In  seguito  per  ottenere 
la  curva  in  cui  si  trasforma , dopo  questa  operazione , la  base 
inferiore  ABCD , farà  mestieri  portare  su  queste  perpendicolari 
le  lunghezze  delle  diverse  porzioni  delle  generatrici,  comprese  fra 
questa  base  e la  sezione  retta , le  quali  hanno  per  proiezioni 

(Afl,AV),(L/,L'/'),(Mm,MW), 

e possono  esser  misurate  col  metodo  generale  del  n.  17.  Ma  qui 
ancora  il  metodo  del  n.  z38  offrirà  un  vantaggio  manifesto  ; pe* 
rocche  fornirà  immediatamente  per  queste  lunghezze  le  rette 

. Ao",U",Mw", 

che  si  trasporteranno  sullo  sviluppo  in 

*« A*  , X,L,  , (ZjMg  , 

e la  curva  AgLgMjBjCgDjA,  , che  passerà  per  le  estremità 
di  queste  rette , sarà  la  trasformata  della  base  ALMBCDA. 

La  trasformata  della  base  superiore  si  otterrebbe  generalmen- 
te , portando  sulle  perpendicolari  ad  e al  di  sopra  di  questa 
linea , le  distanze  che  hanno  le  porzioni  delle  generatrici  com- 
prese tra  la  sezione  retta  e la  curva  superiore  ; ma  qui  dove  le 
due  basi  sono  parallele,  le  lunghezze  delle  generatrici  totali  sono 
costanti , di  maniera  che  basterà  misurare  la  grandezza  di  un 
lato  solo,  come  (AA",  A'A'"),  e poscia  portare  questa  gran- 
dezza costante  sulle  diverse  perpendicolari  ad  , a contare  dai 

punti  Ag  ,Lg,Mg , Si  otterrà  cosi  per  trasformata  della  base 

superiore  una  curva  identica  con  AgL,MgC,A,  , che  i limiti 
del  quadro  non  hanno  permesso  di  rappresentare  nel  disegna 
attuale. 

Osserviamo  intanto  che  quando  la  base  ABCD  del  cilindro 
è un  cerchio,  come  nel  nostro  disegno,  o anche  un’ellisse  , di 
cui  uno  degli  assi  BD  è perpendicolare  alle  generatrici , la 
sezione  retta  sarà  un’  ellisse  i cui  assi  saranno  (à</,à'd' ) ed 
( ac,a'c' ).  In  effetto,  il  piano  che  sarebbe  condotto  pe’ due  lati 
BB" e DD",  avendo  allora,  per  ipotesi,  la  traccia  orizzontale  BD 
parallela  a PQ  , dovrà  tagliare  il  piano  PQR'  secondo  una  cor- 
da ( bd , b'd'  ) parallela  a PQ  ; la  quale  per  conseguenza  sarà 
perpendicolare  alle  tangenti  della  curva  ne’  punti  {b  ib'  ) » 

ai 
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{d,<P  ),  poiché  queste  tangenti  stanno  ne’ piani  verticali  BB''  C 
■ DD".  Laonde  la  corda  ori/sonlale  ( òd , ò'd' ) è necessaria- 
mente un  diametro  principale,  o un  asse  dell’ ellisse  nello  spa- 
zio, ed  il  secondo  asse,  eh’ è perpendicolare  al  primo,  b(ac,a'c')^ 
Pure  bisogna  osservare  che  queste  due  rette,  proiettandosi  sul  pia- 
no verticale,  non  restano  perpendicolari,  e divengono  solamente 
diametri  coniugati  di  a'b'c'd'",  mentre  continuano  ad  essere  gli 
assi  della  proiezione  orizzontale  abed. 

Secondo  questa  osservazione,  e qualora  siasi  avuto  cura  di  pren- 
dere i punti  G ed  M ,E  ed  L a due  a due  su  rette  paral- 

lele a PQ  , la  sezione  retta  abbassata  secondo  aCyS  sarà  divi- 
sa dalle  generatrici  in  archi  eguali , e simmetricamente  situati 
a quattro  a quattro  ; in  guisa  che  per  rettificare  questa  curva, 
basterà  misurare  solamente  i tre  archi  e (i^c,  poscia  portar- 
ne le  lunghezze  sopra  ay  quattro  volte  di  seguito  , ma  comin- 
ciando una  volta  dal  primo  ed  un’altra  dal  terzo.  Le  lunghezze 
delle  porzioni  di  generatrici  offriranno  ancora  relazioni  consi- 
mili , che  permetteranno  d’ impiegare  solamente  la  prima  metà 
di  queste  rette. 

rie.  Per  ottenere  la  tangente  della  trasformata  , che  non  à 

i.i  .V . F.  LX.  altra  cosa  se  non  ciò  che  diviene  la  tangente  primitiva  TM  della 
base  del  cilindro,  dopo  lo  sviluppo  di  questa  superficie,  fa  d’uopo 
ricordarsi  (n./d'n  ) che  in  questa  operazione  il  triangolo  proiet- 
tato in  M/»T  resta  invariato  nella  forma.  Ma  esso  è rettan'>- 
golo  al  punto  ( l’uno  do’ lati  proiettato  in  Mm  è già 

rapportato  sullo  sviluppo  in  (igMa  ; il  secondo  lato  T;n  ha  per 
lunghezza  effettiva  T(a,  che  n' è l’abbassamento:  dunque  , se  si 
prenda  sopra  xy  la  distanza  (ji.jTg  = |jiT,  e si  conduca  l’ipote- 
nusa  T,M,  , questa  retta  sarà  la  tangente  della  trasformala  al 
punto  Mj., 

E poiché,  da  ciò  che  si  è esposto  per  un  punto  qualunque,  l’an- 
golo formato  da  una  tangente  e dal  lato  corrispondente 

resta  lo  stesso  prima  e dopo  lo  sviluppo,  ne  segue  cheVpunti  A,, 
C* , A , , la  trasformata  dovrà  tagliare  le  generatrici  ad  angoli  ret~ 
ti;  perchè  sul  cilindro  primitivo,  la  tangente  a’puntiAe  C della 
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I)Ose  era  evìdentemeutc  perpendicolare  alla  generatrice  corri- 
spondente. 

Problema  IV.  Essendo  dati  un  cono  retto  ed  un  piano,  tro- 
vare, I.®  le  proiezioni  della  loro  intersecazione;  2."  l' ab- 
bassamento di  questa  curva;  3.®  lo  sviluppo  del  cono,  e la 
trasformata  dell’intersecazione,  non  che  le  tangenti  a que- 
ste diverse  curve. 

a46.  Un  cono  retto  essendo  una  superficie  di  rivoluzione  ge- 
nerata da  una  retta  che  incontra  l’asse , ogni  sezione  per|>en- 
dicolare  a quest’asse  sarà  un  cerchio  ACBD , che  considerere- 
uio  come  la  direttrice  o la  base  del  cono , il  cui  piano  adotte- 
remo per  quello  orizzontale  di  proiezione.  Il  vertice  essendo  pro- 
iettato in  (S,S') , il  contorno  apparente  del  cono  sul  piano  ver- 
ticale sarà  formato  ( «.  toS  ) da’ due  lati  S'A'  e S'B' , che  cor- 
rispondono a’ piani  tangenti  AA'S',BB'S' , perpendicolari  al  pia- 
no verticale;  e se  d’altronde  si  ammetta,  per  rendere  alquanto  più 
semplici  lo  operazioni  grafiche , che  il  suddetto  piano  di  proie- 
zione sia  stato  scelto  perpendicolare  a quello  secante , quest’  ul- 
timo avrà  per  tracce  alcune  linee  come  PQ  e QR.'. 

247'  Ciò  posto , tagliamo  il  piano  PQU'  ed  il  cono , con  piani 
ausiliari , che  passino  tutti  pel  vertice  ( S,S'  ) ed  iuoltre  sieno 
perpendicolari  al  piano  verticale.  Uno  di  questi  piani  ausiliari 
avrà  per  tracce,  una  retta  S'F'  condotta  dal  punto  S'  con  dire- 
zione arbitraria , ed  una  retta  F'KF  perpendicolare  alla  linea 
della  terra.  Siccome  quest’ ultima  traccia  incontra  la  base  ACBD 
del  cono  in  due  punti  F c R. , se  no  conchiude , che  i lati  SF 
ed  SK.  sono  le  sezioni  della  superficie  col  piano  ausiliario  S'F'F; 
ma  questo  taglia  il  piano  PQll'  secondo  una  retta  necessariamen- 
te perpendicolare  al  piano  verticale , c proiettata  in  ( M',X1S'M  ); 
dunque  rincontro  di  questa  retta  co’due  lati  somministrerà  sul 
piano  orizzontale  due  punti  M ed  N della  curva  dimandata  , 
<]uali  saranno  iuoltre  proiettati  verticalmente  in  M'. 

Ripetendo  queste  costruzioni  con  altri  piani  ausiliari , si  oi- 
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lerrauno  altri  punti  appartenenti  all’intersecazione,  ed  in  quel 
numero  che  si  vorrà;  ma  per  l’operazione  ulteriore  dello  svi- 
luppo, sarà  utile  far  passare  le  tracce  orizzontali  de’ piani  ausi- 
liari pe’ punti  À,E,F,G, che  dividono  il  cerchio  in  archi 

eguali.  Fra  questi  piani , si  troveranno  quelli  tangenti  ÀA'S'  c 
BB'S',  di  cui  ciascuno  somministrerà  un  punto  unico  (G,G') 
o ( H , U'  ) ; i quali  saranno  i due  estremi  dell’intersecazione , 
poiché  si  vede  facilmente , che  la  retta  (GH,G'H')  divide  in  due 
parti  eguali  e ad  angolo  retto  tutte  le  corde  parallele  ad  MN;  in 
guisa  che  questa  retta  è un  asse  della  sezione  conica , la  quale 
nell’esempio  attuale  è xivìellisse  che  ha  per  proiezione  GLMllN, 
eG'H'. 

Il  metodo  precedente  non  potrà  servire  a trovare  i punti 
)'1G.  LXlll.  deir  intersecazione , situati  su  i due  lati  SC  ed  SD,  e proiettati 
verticalmente  secondo  l’asse  del  cono;  perchè  qui  le  sezioni  au- 
siliarie  fatte  in  questa  superficie  e nel  piano  PQR',  si  confonde- 
rebbero tutte  sul  piano  orizzontale  colla  retta  CDS.  Ma  se  con- 
duciamo pel  punto  1'  un  piano  secante  orizzontale  , questo  ta- 
glierà il  cono  secondo  un  cerchio  di  raggio  I'V'=SV,  ed  il  pia- 
no dato  secondo  una  retta  (I', CD);  per  conseguenza,  rincontro 
di  questa  linea  col  cerchio  di  raggio  SY  sul  piano  orizzontale , 
somministrerà  i due  punti  dimandati  I ed  J. 

Questa  seconda  maniera  avrebbe  potuto  ancora  essere  adope- 
rata per  trovare  gli  altri  punti  dell’ intersecazione  del  cono  col 
piano  PQR'  ; e però  può  servire  a verificare  la  posizione  de’  pun- 
ti pe’ quali , usando  la  prima,  l’incontro  de’ lati  e delle  rette  si 
fa  sotto  un  angolo  troppo  acuto. 

249.  La  tangente  in  un  punto  qualunque  (M,M')  della  curva 
ò ( n.  2i3)  l’intersecazione  del  piano  PQR'  col  piano  tangente 
del  cono  lungo  il  lato  SMF.  Ma  quest’ ultimo  piano  ha  per  trac- 
cia orizzontale  la  tangente  FT  alla  base  ACBD;  Dunque  il  punto 
T,  in  cui  si  tagliano  le  rette  FT  e PQ,  è un  punto  della  tangen- 
te cercata,  e u’ è anche  la  traccia  orizzontale;  e questa  tan- 
gente è la  rolla  (TM,QM'). 

2Ì)0.  Abbassamento.  Facciamo  girare  il  piano  PQR'  intorno 
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della  sua  Iruccia  QU',  jier  abbassarlo  sul  piauo  veiTicale.  Con 
questo  movimeiilo  la  retta  (MIVXjM')  , evideiileinente  perpen- 
dicolare all’asse  di  rotazione  , vi  resterà  normale,  e prenderà 
la  posizione  IVl'm  ; dunque  portando  su  questa  linea  le  distanze 
M'w  = XM,M'«  = XN, 

si  otterranno  ne’ punti  m ed  n gli  abbassunieuti  di  M ed  N . Tutti 
gli  altri  punti  si  troveranno  similmente , e la  sezione  abbassata 
sarà  glmhn. 

In  vii*tù  delie  stesse  considerazioni  si  vedrà  facilmente,  che  il 
piede  T della  tangcuteTM  si  trasporta  ad  una  distanza 
sopra  una  perpendicolare  all’asse  QR';  talché  congiungendo  i 
])uuti  / ed  m , si  avrà  la  retta  im  che  dovrà  toccare  in  m la 
curva  abbassata  glmh. 

2S1.  SvUuppo.  Sappiamo  ( n.  ijo  ) che  una  superficie  conica 
qualunque  è sviluppabile  , e che  iu  questa  trasformazione  le  ge- 
neratrici non  che  le  loro  partì  , non  cambiano  dì  lunghezza.  E 
poiché  nel  nostro  caso,  in  cui  il  cono  é retto,  i lati  compresi  dal 
vertice  e dalla  base  sono  tutti  eguali , è evidente  che  le  eslre-^ 
mità  di  queste  rette  andranno  situate , dopo  lo  spiegamento , so- 
pra una  circonferenza  di  cerchio  che  ha  per  centro  il  vertice  del 
cono , ed  un  raggio  eguale  ad  S'A'.  Cosi  scegliamo  sul  piano 
nel  quale  sì  vuole  eseguire  lo  sviluppo  un  punto  arbitrario  S", 
e con  un  raggio  S^'A"=S'A' descriviamo  un  cerchio,  sul  quale 
prendiamo  un  arco  che  sia  una  frazione  della  circon- 

ferenza totale,  espressa  dal  rapporto  di  SA  adS'A';  indi  condu- 
ciamo il  raggio  A"'S",  cd  allora  il  settore  S"A"B"A"'  rappre- 
senterà esattamente  la  falda  inferiore  del  cono,  spianata  sul 
piano  traseelto.  In  quanto  alla  falda  superiore , ne  facciamo  qui 
astrazione,  poich’essa  non  è incontrata  dal  piano  PQR';  ma  in 
un  altro  esempio,  vedremo  ciò  che  fa  mestieri  per  lo  sviluppo  di 
questa  seconda  falda. 

abn.  Ora,  per  ottenere  la  trasformata  dell’intersecazione 
.(  GLMII , G'H'),  ammettendo  che  il  cono  sia  stato  aperto  lun- 
go il  lato  (SA,S'A'),  prendiamo  sulla  circonferenza  A"B"A'" 


FUi.  lAI'.I. 
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la  quale  è e^sa  stessa  la  trasfurmata.  della  base  ACBD,  gli  ar- 
chi (•) 

A"E"  = AE,  E"F"  = EP,  F"C"  = FC, 

poi  conduciamo  i raggi  S"E",S"F" su’quali  farà  d’uo- 

po portare  le  lunghezze  delle  porzioni  delle  generatrici,  com- 
prese fra  il  vertice  e i diversi  punti  della  curva  (GMI1,G'H').  Or 
se  si  considera,  per  esempio,  il  punto  (M,M')  situato  sulla  ge- 
neratrice ( SFjS'F') , e che  si  faccia  girare  questa  retta  intorno 
dell’asse  fintantoché  sia  parallela  al  piano  verticale , è evidente 
che  coinciderà  col  lato  (SA,S'A'  ) , mentre  che  il  punto  M'  re- 
sterà sopra  una  orizzontale , e si  trasporterà  in  n : dunque  allo- 
ra , S'[A  sarà  la  vera  lunghezza  della  retta  primitiva  ( SM,S'M'  ). 
Così  dopo  aver  condotte  per  tutti  i punti  L',M' le  oriz- 

zontali LV,M'fXj  • • • Ihfà  mestieri  portare  su’ raggi  dello  sviluppo 
le  distanze 

S"G"=S'G',  S"L"=S'X,  S"M"=SV , S"I"=S'V' , . . . 
e la  curva  G"L"M"I"I1”N"G'"  sarà  la  trasformata  della  se- 
zione fatta  nel  cono  dal  piano  dato  PQR'. 

a53.  Questa  trasformata , considerata  in  se  stessa,  non  ter- 
minerebbe troncatamente  ne’ punti  G"  e G"';  ma  si  prolunghe- 
rebbe ofircndo  un’infinità  di  rami  eguali  a G"I1"G'" , i quali (*) 


(*)  Qui  non  si  tratta  di  rellifieare  precisamente  gli  archi  AE,EF 

ma  di  cambiarli  in  archi  di  un  raggio  dilTcrcate,  e della  stessa  luugbciaa 
assoluta  dei  primi  archi.  Or  se  si  adoperano  aperture  di  compasso  adatta- 
to a- rappresentare  delle  corde  che  si  confondono  sensibilmente  cogli  archi 
parziali  ch’esse  sottendono  sul  cerchio  ACBD , e poscia  si  riportino  questo 
aperture  di  compasso  sulla  circonferenza  , ci  avvicineremo 

più  al  vero  di  quel  che  si  farebbe  se  queste  distanze  si  {>ortasscro  sopra  ima 
linea  retta;  per  conseguenza  il  metodo  è quello  stesso  che  si  tiene  per  ret- 
tificare gli  archi  AE,EF 

Purtuttavia  nel  caso  attuale  si  ojicrcrd  con  maggioro  esattezza  e facili- 
tà, se,  cornei’ abbiamo  raccomandato,  abbiasi  avuto  cura  di  prendere  i 

punti  A,E,F ad  eguali  distanze  sulla  base  circolare,  perche  allora 

sarà  suflìcicnte  dividere  l’arco  totale  \"li"A"'  in  altrettanto  parli  egua- 
li, quonlu  ve  n' erano  sul  cerchio  ACBD. 
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noodimcno  coinciderebbero  alla  fìne  esatlninenlc  , se  il  rap- 
|M>rlo  deir  ipotenusa  S'A'  al  raggio  SA  della  base  fosse  un  nu- 
mero commensurabile  (i):  ciò  apparisce  chiaramente  dall’e- 
quazione di  questa  curva , in  cui  entra  una  funzione  circolare  e 
periodica  (*),  e per  convincersene  con  dimostrazioni  sintetiche  , 
basta  immaginare  che  il  cono  sia  inviluppato  da  una  superfìcie 
flessibile , che  ha  fatto  un  numero  indefinito  di  rivoluzioni  : al- 
lora , tutte  queste  falde  soprapposte , essendo  state  tagliate  si- 


(i)  Sia  per  esempio  S.\  eguale  a quattro  settimi  di  S'A'.  Sarà  pure  l’arco 
A"B"A'"  eguale  a quattro  settimi  delta  circonferenza  di  cui  è parte;  a 
però  tagliandolo  sette  volle  di  seguito  nel  verso  A"B"A'"  ( mediante  l’ap- 
plicazione della  corda  A"A'"),  si  ritornerà  esattamente  al  punto  di  par- 
tenza A" , dopo  aver  fatto  quattro  volte  il  giro  della  circonferenza.  Dun- 
que anche  la  trasformata G"H"G'" contenuta  in  detto  arco,  dopo  essersi 
applicata  sette  volte  in  giro , riassumerà  precisamente  la  posizione  primi- 
tiva G"H"G'". 

(*)  Per  ottenere  questa  equazione  In  coordinate  polari,  rappresentiamo 
«on  R,A,/,  il  raggio  della  base,  l’altezza  ed  il  lato  del  cono;  sia  inol-  FIG.  IXIII. 
tre  à=I'Y  l'altezza  del  punto  (I',S)  in  cui  il  piano  PQR'  taglia  l’asse, 
ed  fù  l’angolo  di  questo  piano  coll’orizzonte:  nominiamo  finalmente  r la 
distanza  dal  vertice  ad  un  punto  qualunque  (M,M')  della  curva , ed  » 
l’angolo  ASP , cioè  l’arco  che  misura  quest’angolo  in  un  cerchio  il  cui 
raggio  è l’unità;  dal  che  risulU  esser  l’arco  AF=R».  Con  questi  dati  sa- 
rebbe facilissimo  formare  le  equazioni  del  piano  e della  retta  (SF,S'F'), 
indi  ritrovare  la  distanza  dal  vertice  al  loro  punto  d’incontro,  distan- 
za che  si  farebbe  uguale  ad  r ; ma  possiamo  giugervi  più  speditamente 
della  maniera  seguente. 

Nel  triangolo  di  cui  sono  due  Iati  l’asse  del  cono  c la  generatrice  (SP, 

S'F'),  sulla  quale  è situato  il  punto  (M,M')del  quale  chiameremo  z l’ al- 
tezza, si  ha  evidentemente 

A : /»  — s : ; / : r. 

Poscia  nel  triangolo  S'F' Y ch’è  la  proiezione  verticale  del  precedente,  ed 

in  cui  la  retta  M'0=  = — si  troverà  facilmente 

lang  ao  tang  « 

à : A — z • • R cos  a ; . 

tang  V 
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multaneamente  dal  piano PQR',  produrranno,  svolgendosi  d’in- 
torno al  cono,  un’infinità  di  rami  identici  che  si  costruiranno 
graficamente  continuando  a portare  sulla  circonferenza  A"B" 
A'",  e al  di  là  del  punto  A'",  alcnni  archi  eguali  ad  AE,EF, 
FC , . . . con  raggi  vettori  pari  a quelli  già  adoperati. 

254.  È d’uopo  impertanto  ricordare  ( n.  /70  ) che  la  tangen- 
te al  punto  M"  della  trasformata  deve  fare  qui  con  S"F"lo  stes- 
so angolo  che  vi  formava  da  prima  la  tangente  ( MT,M'Q); 
e siccome  ciò  si  verifica  egualmente  colla  tangente  FT  alla 
base  , ne  segue  che  il  triangolo  rettangolo  proiettato  in  MFT , 
rosta  invariato  di  forma  quando  il  cono  si  sviluppa.  Or  uno 
de’  lati  di  questo  triangolo  è già  riportalo  sullo  sviluppo  in  M" 
F";  dunque  se  gli  si  eleva  una  perpendicolare F"T"=FT,  ose 
si  conduqa  la  retta  T”M",  questa  linea  dovrà  toccare  esattamen- 
te la  trasformata  nel  punto  M". 

Risulta  ancora  dal  principio  che  abbiamo  ricordato  non  ha 

Quindi,  se  si  elimini  z fra  le  equazioni  somministrate  da  queste  due  pro- 
porzioni, si  otterrà 

l(h  — k) 

r = ^ ^ . 

h — R tang  . cos  » 

Questo  risultamento  offre  due  variabili  r ed  *,  la  prima  delle  quali 
conserva  la  stessa  grandezza  sullo  sviluppo  del  cono;  ma  l’angolo  a è 
allora  surrogato  dall’angolo  G"S"W  = u che  corrisponde,  nel  cer- 
chio di  raggio  / , ad  un  arco  la  cui  lunghezza  assoluta  uguagli.-! 

quella  dell’arco  AF  nel  cerchio-dei  raggio  R ; per  conseguenza,  si  ha  la 
relazione  R«  = tu,  mediante  la  quale  si  può  eliminare  a dall’equazione 
precedente , la  quale  diviene  finalmente 

l(à  — k) 

tu’ 

h — R tang  <u  . cos 

n 

Questa  equazione  , la  cui  discussione  lasciamo  al  lettore , rappresenterà 
sempre  la  trasformata,  qualunque  delle  tre  curve,  ellisse,  parabola,  o iper- 
bole, si  supponga  essere  l’intersecazione  primitiva  ^ ponendo  mente  die 
se  V varia  iiienli-e  k resta  costante,  si  avranno  per  questi  tre  generi 
11  tang  -n  < /(,  o pure  = h,  o pure  h. 
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guari,  che  a’ punti  la  curva  dee  tagliare  ad  angolo 

retto  il  raggio  vettore  corrispondente;  perchè  a’ punti  primitivi 
(G,G')  ed  (11,11')  la  tangente  dell’ intersecazione  era  evidente- 
mente perpendicolare  alla  generatrice  del  cono. 

2Ì)D.  Caso  in  cui  la  sezione  conica  è uri  iperbole . Sieno 
sempre  ACBD  la  base  del  cono  retto,  ed  A'S'i',I5'S'a',  i lati  Fic.  Lxiv. 
che  ne  formano  il  contorno  apparente  sul  piano  Verticale  : ter- 
remo conto  delle  due  falde  siijiponondole  terminate  a due  se- 
zioni orizzontali  A'B',o'i' , egualmente  distanti  dal  vertice , le 
quali  per  conseguenza  dunno  luogo  a due  cerchi  proiettati  en- 
trambi in  ACBD.  Disponiamo  quÌJidi  il  piano  secante , in  manie- 
ra da  tagliare  le  due  falde  del  cono  ; cd  ammettendo  sempre  che 
il  piano  verticale  gli  sia  perpendicolare,  le  sue  tracce  saranno 
ll'Q  e Ql». 

2jG.  La  costruzione  della  curva  d’intersecazione  potrebbe  ese- 
guirsi , come  negli  altri  casi , mediante  alcuni  piani  ausiliari 
che  sarebbero  condotti  pel  vertice  perpendicolarmente  al  piano 
verticale;  ma  a cagione  della  obbliquità  grande- che  presente- 
rebbero qui  le  sezioni  rettilinee  , sarà  più  esatto  adoperare  piani 
orizzontali.  Sia  dunque  y-'y'  uno  di  questi  piani , il  quale  taglia  - 
il  cono  secondo  un  cerchio  proiettato  in  (zMy,  cd  il  piano  dato 
PQll' secondo  una  retta  (M',XNM)  ; per  conseguenza  i punti 
M cd  N,  comuni  a queste  due  sezioni  sul  piano  orizzontale,  ap- 
partengono alla  curva  dimandata , un  ramo  della  quale  è per- 
ciò (P.MGXI,QG'). 

L’altro  ramo  (RLIIRV,1I'R'  ) si  costruirà  nello  stesso  modo, 
e si  potrà  adoperare  una  sezione  S'ì.'  =y.'y' , la  quale  sommini- 
strerà due  punti  (L,L')  e (R,L')  proiettati  parimente  sul  cer- 
chio i*My.  Non  ripeteremo  qui  ciocché  abbiamo  detto  nel  pro- 
blema precedente  rispetto  i vertici  e la  costruzione  della  tangente; 
ma  tratteremo  di  mia  ricerca  particolare  al  caso  attuale. 

287.  Quando  una  curva  ammette  un  ramo  inCnito,  ed  il 
punto  di  contatto  di  una  tangente  allontanasi  di  mano  in  mano 
sempre  più  , questa  retta  varia  di  situazione  e qualche  volta  si 
trasporta  tutta  alPinfinito  nello  stesso  tempo  che  il  punto  di  con- 

22 
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tafio.  Ma  in  altri  casi  avviene  die  questa  retta  variabile  resta 
sempre  al  di  qua  di  un  certo  limite,  cui  non  giunge  se  non 
quando  il  punto  di  contatto  passa  ad  una  distanza  infinita;  allora 
questo  limilo  delle  posizioni  della  tangente  si  chiama  un  asstn- 
toto,  e si  enuncia  tale  proprietà  in  una  maniera  abbreviata , di- 
cendo che  l’ assintoto  di  una  curva  è la  tua  tangente  in  un 
punto  infinitamente  lontano. 

a58.  Premesso  ciò , proponiamoci  di  costruire  gli  assintoti 
i.Xiv.  della  sezione  fatta  nel  cono  dal  piano  PQR'.  Il  punto  di  con- 
tatto di  una  tangente  di  questa  specie , dovendo  essere  ad  una 
distanza  infinita,  sarà  necessariamente  situato  su  di  una  gene- 
ratrice parallela  al  piano  secante  ; se  dunque  si  conduca  pel  ver- 
tice, e parallelamente  a PQR'  un  piano  S'»'»  che  tagli  il  cono 
secondo  le  rette  S»  ed  Se , saran  queste  due  lati  che  conten- 
,gono  i punti  di  contatto  degli  assintoti.  Consideriamo  la  pri- 
ma , e sovveniamoci  che  il  piano  che  tocca  il  cono  lungo  la 
generatrice  S»  prolungata  quanto  si  voglia,  ha  per  traccia  oriz- 
zontale la  tangente  *0  alla  base;  dunque  l’assintoto  che  deb- 
b’ essere  ( n.  2/d  ) l’ intersecazione  di  questo  piano  tangente  col 
piano  PQR' , passerà  pel  punto  0 in  cui  s’incontrano  le  loro 
tracce  ; e sarà  precisamente  la  retta  Ov  parallela  ad  S» , poiché 
questi  due  piani  sono  ambidue  paralleli  a questa  generatrice. 

Si  costruirà  nella  stessa  guisa  l’altro  assintoto  (p(v,che  sarà  pa- 
rallelo al  lato  Se , e i due  assintoti  dovranno  tagliarsi  in  un  pun- 
to V,  situato  giustamente  nel  mezzo  dell’asse  reale  GH,  vale 
a dire  nel  centro  della  curva. 

afig.  Se  si  applicasse  il  metodo  precedente  al  caso  di  una  sezio- 
ne parabolica,  ciocche  richiederebbe  che  il  piano  PQR' avesse  la 
sua  traccia  verticale  parallela  ad  S'A' , si  vedrebbe  che  i 
due  lati  S»  ed  S€  si  confonderebbero  con  SA  ; di  maniera  che 
essendo  questa  la  sola  generatrice  del  cono  parallela  al  piano 
secante  PQR' , la  sezione  avrebbe  benanche  un  ramo  infinito , 
ma  non  ammetterebbe  più  assintoti  ; perocché  il  piano  PQR' 
ed  il  piano  tangente  lungo  SA,  che  mercè  la  loro  intersecazione 
dovrebbero  somministrare  P assintoto,  sarebbero  evidentemente 
paralleli  fra  loro. 
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2G0.  Abbassamento.  Questa  operazione  si  efTcUuirà  siccome 
nel  n.  zSo , portando  su  ciascuna  retta  M'm  perpendicolare  alla 
traccia  verticale  QR'  le  distanze  M'»j  = XM,  ed  M'/i  = XN. 
Quanto  poi  agli  assintoli , si  rapporteranno  in  siiiiil  guisa  i loro 
piedi  0 e cp  nei  punti  6'  e <f‘,  i quali  si  congiungerauno  quindi 
col  centro  ( <«  , abbassato  in  a". 

261.  Sriluppo.  Secondo  i principi  rammemorati  al  n.  2S1  fa 
rtiestieri  descrivere  da  un  punto  arbitrario  S"  e con  un  raggio 
eguale  al  lato  S'A'  un  cerchio  sul  quale  si  prenderà  un  arco 
che  stia  alla  circonferenza  totale  nel  rapporto  di  SA 
ad  S'A'  : il  settore  S"B"A"B'"  rappresenterà  lo  sviluppo  del- 
la falda  inferiore  del  cono , supponendone  aperta  la  superfi- 
cie lungo  il  lato  (BSA,B'S'a').  Ma  siccome  la  falda  superiore 
e l’inferiore  si  sviluppano  nello  stesso  tempo  , e con  un  movi- 
mento contrario  intorno  al  vertice  il  quale  può  considerarsi  im- 
mobile, la  seconda  falda  spianala  occuperà  un  settore  S"«" 
b"a"'  eguale  al  precedente,  il  quale  avrà  per  raggi  estremi  1 
prolungamenti  di  S"B"  c di  S"B'".  Per  rendere  più  sjiiccala 
la  distinzione  di  questi  due  settori , abbiamo  qui  supposto  clic 
la  falda  superiore  terminasse  in  un  cerchio  a^b^a^  di  mi  rag- 
gio alquanto  minore  di  S"B"  , ed  abbiamo  punteggiato  le  pai  ti 
del  settore  inferiore  ricoperte  dall’altro;  nondimeno , per  clfct- 
tiiare  le  costruzioni  delle  quali  faremo  cenno  , bisognerà  sem- 
pre operare  sul  cerchio  primitivo  B"A"B'"^". 

262.  Posto  ciò,  sul  raggio  S"A"  che  divide  in  due  parti 
eguali  il  primo  settore, si  prenderà  la  distanza  S"G"=S'G';  ccl 
il  punto  G"  sarà  la  posizione  del  vertice  ( G , G'  ).  In  seguito , 
per  un  punto  qualunque  ( M , M'  ) della  curva  si  condurrà  la 
generatrice  SMF  , la  cui  posizione  S"F"  sullo  sviluppo  si  ot- 
terrà col  prendere  l’ arco  A"F"  = AF;  e poiché  In  vera  disianza 
del  vertice  al  punto  ( M,M'  ) è uguale  ad  S'(a'  ( n.  2J2  ) , se  si 
prende  una  lunghezza  S"M"=S'|il',  il  punto  M"  sarà  la  posi- 
zione attualo  di  ( M , M'  ).  Gli  altri  punti  si  determineranno  di 
una  maniera  srmile , c la  trasjot'mata  del  ramo  inferiore  della 
sezione  conica  sarà  P"M"G"1\"I". 


Fit;,  i.\iv 
e i.  \ V . 
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l/alli'o  l'amo  poi  sarà  diviso  in  due  parli  separalo  , poicliò  il 
vertice  ( Il  , II'  ) era  situato  sulla  generatrice  ìi'S'a'  secondo 
la  quale  si  è aperto  il  cono,  o che  si  c trasportala  in  S"  a" ùn 
una  parte,  ed  in  S"  a'"  dall’ altra.  Si  porteranno  diinqiic  su 
queste  ultime  rette  due  distanze  S"H"ed  S"  II'"  eguali  ad 
S li',  cd  i punii  H",  li'"  saranno  le  irosìzioni  altiiali  del  vertice 
II'.  In  seguilo  per  un  punto  qualunque  ( L.L'  ) di  questo  ramo 
si  condurrà  la  geueratrice  SLC,  la  cui  posizione  S"C"  sullo  svi- 
luppo si  troverà  prendendo  l’arco  a"C"  = AC  ; e sul  raggio 
S"C"  si  dovrà  fmalnieutc  portare  una  lunghezza  S"L"  = S'>.' 
eh’è  la  vera  distanza  del  vertice  al  punto  ( L , L'  ).  Con  opera- 
zioni simili  si  troverà  che  la  sezione  fatta  nella  falda  superiore 
del  cono  ha  per  trasformata  i due  rami  II"L"R"  ed  II'" K" 
V",  i quali  devono  tagliare  ad  angoli  retti  i raggi  S"a"  od 
S"a'". 

26 il.  Procuriamo  ora  di  ritrovare  gli  assintoti , cd  osserviamo 
che  queste  rette  essendo  situate  non  sulla  supcrlicie  stessa  ilei 
i.xiv.  cono,  ma  ue’  [liani  tangenti  lungo  le  generatrici  S*  ed  Se, con- 
l-VV . serveranno  la  loro  posizione  primitiva  rispetto  a ([ucsle  . inforno 
alle  (piali  i piani  tangenti  non  fan  che  girare,  quando  si  svilup- 
pa la  siiperricie.  Cominciamo  dunque  a determinare  questi  lati 
sullo  sviluppo  prendendo  gli  archi  A''a"=  A» , A"t"  = Ac , c 
eoiulncendo  i raggi  S"«"  ed  S"c".  In  seguito  sidlc  tangenti  a’ 
punti  a"  e €"  prendiamo  le  distanze  a"0"=  aO  ,€"9"=  C9,  e 
le  rette  d"0,9"0,  rispettivamente  parallele  alle  ecucralriciS"a", 
S"e",  saranno  le  posizioni  attuali  degli  assintoti  primitivi. 

Il  punto  0 in  cui  queste  rette  si  tagliano  deve  trovarsi  sul 
raggio  S"A",  a cagione  della  simmetria  delle  costruzioni  pre- 
cedenti a dritta  cd  a sinistra  di  esso  ; ma  non  bisogna  credere 
che  questo  punto  sia  Io  stesso  che  l’ intersecazione  w degli  nssiii- 
loli  primitivi,  perocché  queste  rette  han  cambialo  di  posizione 
una  per  rispetto  aU’ahra. 

Nondimeno  le  lince  6"0  e 9"0  devono,  essere  gli  assintoti 
de' divci’si  rami  della  trasformala.  In  clfetlo  , poiclié  la  forma 
di  questa  nuova  curva  dee  sempre  essere  la  stessa  , qualunque 
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sia  il  piano  sul  quale  sissi  fatto  lo  sviluppo  del  cono  , possism 
concepirlo  effettuato  sul  piano  tangente  lungo  il  lato  S*;  allo- 
ra l’assintoto  6»,  che  stava  in  questo  piano  , ha  dovuto  re- 
stare immollile,  del  pari  che  rderaenlo  infinilaracnle  lontano 
che  aveva  comune  coll’ iperbole  : dunque  questo  elemento  è an- 
cora comune  alla  retta  6"0  ed  alla  trasformata  ; per  conseguen- 
za questa  retta  è un  assintoto  del  ramo  Si  ragione- 

rehhe  cosi  per  gli  altri  rami  ; e questo  risullaniento  non  è che 
una  conseguenza  di  ciò  che  abhiam  dimostrato  per  una  tangente 
oiiliiiaria  ( n.  /70  ). 

Problema  V.  Trovare  l’ intersecazione  di  un  cono  qualunque 

con  un  piano , lo  sviluppo  della  superficie  conica  e la  tras- 
formata dell’  intersecazione. 

264.  Qualunque  sia  il  cono  in  qiiistione  ( del  quale  suppor- 
remo conosciuta  ha  traccia  orizzontale,  perocché  sn[)reuiiuo  co- 
struirla prolungando  i lati  fino  a questo  jtiano  fisso)  non  farà 
mestieri  che  di  tagliarlo  del  pari  che  il  piano  dato  mercè  un 
numero  qualunque  di  piani  ausiliari  condotti  tutti  pel  vertice, 
e di  sceglierli,  se  si  voglia,  paralleli  alla  traccia  orizzontale  del 
piano  s(-cante.  Allora  i-iascun  piano  ausiliario  produrrà  nelle  due 
superficie  sezioni  rettilinee  focili  a trovarsi,  i cui  punti  d’incon- 
tro ajiparterrunno  alla  curva  dimandata.  Non  ci  sembra  neces- 
sario aggiungere  qui  un  esempio,  che  il  lettore  potrà  propoi-si 
da  se , perchè  testo  incoutreremo  costruzioni  simili  in  quistioni 
più  generali. 

26Ì).  Per  quanto  concerne  lo  sviluppo  della  superficie  coni- 
ca, farebbe  d’uopo  divider  la  base  in  archi  molto  piccoli  jicr 
poterli  considerare  come  visibilmente  confusi’ colle  loro  corde  ; 
allora,  misurandone  una  e i due  lati  che  terminano  alle  sue 
estremità  , si  potrebbe  formare  con  queste  tre  rette , e sopra  un 
piano  qualunque , un  triangolo  che  rappresenterebbe  un  ele- 
mento superficiale  del  cono;  poscia,  accosto  a questo  triangolo  si 
costruirebbe  del  pari  l’ elemento  adiacente,  che  avrebbe  un  iato 
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roniiiiie  col  procedenle  ; c così  continuando  si  otterrebbero  tutti 
gli  elementi  del  cono  distesi  su  di  un  piano,  ciocché  darebbe 
benìssimo  io  sviluppo  della  superficie. 

Ma  questo  mezzo  , buono  in  teorica  , oITrircbbe  poca  esat- 
tezza nella  pratica , se  le  operazioni  non  fossero  fatte  con  molta 
diligenza;  perciocché  fa  d’uopo  costruire  una  serie  di  triangoli 
in  cui  l’uno  de’  lati  é piccolissimo  rispetto  agli  altri  due,  e gli 
errori  parziali  vi  si  posson  cumulare.  Sarebbe  più  vantaggioso 
senzadubbio  conoscere  con  anticipazione  sullosviluppo  una  linea 
retta  o circolare , sulla  quale  non  farebbe  d’altro  mestieri  che  di 
prendere  degli  archi  determinati  per  fissare  la  nuova  posizione 
delie  generatrici.  Ora  questo  vantaggio  si  ottiene  cercando  l’ in- 
tersecazione del  cono  con  una  sfera  concentrica,  comunque  que- 
sto metodo  che  spii^liercmo  più  in  là  ( n.  3Jo  e 33t  ),  non  sin 
esente  neanche  da  inconvenienti  assai  gravi. 

a66.  Quando  lo  sviluppo  del  cono  siasi  una  volta  fatto  o con 
un  magistero  o con  un  altro , vi  si  costruisce  la  trasformata 
di  una  sezione  piana  , o quella  di  qualunque  altra  curva , por- 
tando su’ raggi  dello  sviluppo  una  serie  di  lunghezze  eguali  alle 
distanze  dal  vertice  a’ diversi  punti  di  questa  curva,  corno  l’ab- 
biamo veduto  nel  n.  23a. 

Problema  VI.  Costruire  l’intersecazione  di  un  piano  con  una 

superficie  di  rivoluzione. 

367.  Prendiamo  per  esempio  il  toro  del  quale  abbiamo  già 
parlato  al  n.  t38 , e che  ha  per  meridiano  il  cerchio  (A'B'C' 
B",  AC),  che  gira  intorno  della  verticale  (0,0"Z')  situata  nel 
suo  piano;  poi  cerchiamo  l’intersecazione  di  questa  superficie 
col  piano  M'T'T  che  gli  b tangente  al  punto  ( M,M')  della  fal- 
da interna,  perocché  abbiam  precedentemente  osservato  (n./JS) 
che  i piani  tangenti  a questa  laida,  dovevano  tagliar  la  superficie. 

Adoperiamo  qui  i piani  ausiliari  orizzontali,  e sia  F'K'IN'  la 
traccia  verticale  di  uno  di  essi.  Questo  piano  taglia  il  toro  sccon 
do  due  cerchi  i cui  raggi  sono  ON=l'N'  edOM=I'R',  mentre 
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la  sua  intersecazione  col  piano  M'T'Tè  la  retta  (F',Fy)  perpen- 
dicolare al  piano  verticale;  dunque  i quattro  punti 
in  cui  questa  retta  incontra  i due  cerchi , appartengono  alla  cur- 
va dimandata.  Gli  altri  punti  si  troveranno  in  simil  guisa,  ma 
quando  si  giungerà  a’ paralleli  estremi  non  si  otter- 

ranno per  ciascuno  di  essi  che  due  punti  G e^ , o H ed  A ; men- 
tre che  operando  sul  piano  orizzontale  V'M'L',  si  troveranno  tre 
punti  R ,r , ed  M,  de’  quali  l’ultimo  è quello  in  cui  i rami  della 
curva  formano  un  nodo.  Pertanto  l’intersecazione  cercata  ha  per 
proiezioni 

MIIRErGE"M/5e5e"M,  e G'M'  ; 
noi  abbiamo  punteggiate  le  parti  di  questa  curva  che  stanno  al 
disotto  dell’equatore  o del  circolo  della  gola , perchè  sono  in- 
visibili sul  piano  orizzontale;  e sullo  stesso  piano  la  curva  toccar 
dee  questi  due  cerchi  ne’ punti  E ,E",e",e  , attesoché  il  pLino 
tangente  il  toro  è allora  evidentemente  verticale , e cosi  la  tan- 
gente della  curva  e quella  del  parallelo , che  sono  ambedue  nel- 
lo stesso  piano,  si  confondono  in  proiezione  orizzontale. 

268.  Cerchiamo  la  tangente  della  curva  per  un  punto  qualun- 
que ( F , F')  , e poiché  questa  retta  dev’essere  ( ».  2/3)  la  in- 
tersecazione del  piano M'T'T  col  piano  tangente  del  toro  al  pun- 
to ( F , F'  ) , costruiscasi  primieramente  quest’  ultimo.  Giusta  il 
metodo  generale  esposto  ».  /33 e f34,  bisogna  rijiortare  il  punto 
dato  (F,F'),  sul  meridiano  principale  in  ( N,N'),poi  condurre 
la  tangente  N'P'il  cui  piede  è evidentemente  P;  in  seguito,  dopo 
di  aver  riportato  questo  punto  P in  « sulla  traccia  del  meridia- 
no OF  , si  condurrà  perpendicolarmente  a questo  meridiano  la 
retta  *9,  che  sarà  la  traccia  orizzontale  del  piano  tangente  al  pun- 
to ( F ,F'^  del  toro.  Sarebbe  facilissimo  trovare  la  traccia  ver- 
ticale di  questo  stesso  piano:  la  qual  cosa  qui  è inutile;  perocché 
il  punto  0,  in  cui  si  tagliano  le  rette  kO  e T'T,  appartiene  evi- 
dentemente alla  intersecazione  del  piano  tangente  col  piano  M' 
T'T , ovvero  alla  tangente  cercata,  la  quale  è per  conseguenza 
la  retta  (0F,T'F'). 

Questo  metodo  diviene  inelBcace  per  ottenere  la  tangente  del- 
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la  sezione  al  punto  singolare  (M.M')  , stanlechè  in  questo  pun- 
to il  piano  della  curva  si  confonde  col  piano  tangente  il  toro;  ma 
apprenderemo  in  seguito  ( n.jig)  ad  elTcttuare  questa  riceica 
interessante. 

269.  Per  ottenere  la  curva  nelle  sue  vere  dimensioni,  si  ab- 
Imsscrà  il  piano  M'T'T  intorno  della  sua  traccia  orizzontale  T'T, 
ed  un  punto  qualunque,  come  ( F,  F'  ),  resterà  su  di  una  per- 
dicolare  a quest’asse,  trasportandosi  ad  una  distanza  indicata 
da  T'F'.  Sarà  dunque  ben  facile  avere  l’abbassamento  della 
sezione  , che  qui  non  abbiamo  eseguito  , a fine  di  lasciar  osser- 
vare con  più  nitidezza  le  costruzioni  principali. 

Problema  VII.  Intersecazione  di  un  piano  con  uri  iperboloide 

di  rivoluzione  ad  una  falda. 

270.  Sappiamo  (n.  rgo)  che  questa  superficie  può  esser  gene- 
rala da  un’  iperbole  che  gira  intorno  del  suo  asse  immaginario, 
o pure  dalla  rivoluzione  di  una  retta  movibile  intorno  di  una 
retta  fissa , le  quali  non  giacciono  sullo  stesso  piano.  Se  partia- 
mo dalla  prima  definizione  il  meridiano  sarebbe  conosciuto , ed 
il  problema  si  ridurrebbe  iuleramenle  a quello  del  n.z6i  \ 

ciò  ci  atterremo  all’ altro  modo  di  generazione , e rappresentere- 
mo la  retta  fissa  con  (0,0'Z')  e la  movibile  con  ( AD,  A'D'  ). 
Quest’ ultima  linea  è supposta  qui  parallela  al  piano  verticale  , 
ma  sarà  sempre  ben  facile  ridurvela  ( «.  r4g  ) , se  da  principio 
fosse  stata  proposta  in  tutt’  altra  posizione.  La  più  corta  distanza 
delle  due  rette  è l’orizzontale  ( OD  ,D')  che  descrive  il  circolo 
della  gola  ( XDY,X'Y'  ) , ed  il  piede  ( A, A'  ) della  retta  inovi- 
bile  percorre  il  cerchio  A»B  eh’ è la  traccia  orizzontale  della  su- 
perficie, Noi  ci  limiteremo  qui  a questo  piccolo  numero  di  dati 
per  fissare  l’iperboloide  in  quistione,  senza  eseguirne  la  rappre- 
sentazione grafica  sul  piano  verticale  in  cui  il  contorno  ap- 
parente sarebbe  un’iperbole  ( n.  t4S  ) ; e por  far  vedere  distin- 
tamente la  curva  d’intersecazione  sul  piano  orizzontale,  ridur- 
remo la  superficie  alla  sua  falda  inferiore,  vale  a dire  supporrc- 
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tuo  la  retta  movibile  termiuata  al  punto  (D,D').  Finalmente  ri- 
corderemo che  la  generatrice  del  secondo  sistema  ( n.  i4f  ) sa- 
rebbe ( BD  , B'D'  ) , e che  trasportando  queste  due  generatrici 
parallelamente  ad  esse  stesse  nelle  posizioni  (D'A',Oa),  (D'B', 
Oò  ) , produrramio  allora , mediante  la  loro  rivoluzione  intorno 
all’asse  verticale,  il  cono  assinloto  (n.  i46)  la  cui  base  sarebbe 
il  cerchio  aò,  ed  il  cui  vertice  ( O^D')  coinciderebbe  col  centro 
deir  iperboloide. 

271.  Ciò  posto  sieno  PQ  e QR'  le  tracce  del  piano  secante 
~ dato,  ciocche  induce  a supporre , che  il  piano  verticale  di  proie- 
zione siasi  scelto  perpendicolare  a quello.  Per  ottenere  la  sua  in- 
tersecazione coll’  iperboloide , adoperiamo  pur  tuttavia  piani 
ausiliari  orizzontali , come  quello  che  ha  per  traccia  verticale 
M'V'.  Questo  piano  incontra  la  generatrice  ( AD,A'D')  nel  pun- 
to (V,V'),  e per  conseguenza  taglia  la  superficie  di  rivolusiona 
secondo  un  cerchio , la  cui  proiezione  orizzontale  è la  circonfe- 
renza VMN  descritta  colla  distanza  OV  per  raggio  ; ma  questa 
medesimo  piano  M'V'  taglia  il  piano  dato  PQR',  secondo  una 
retta  (M',IMN)  perpendicolare  al  piano  verticale,  dunque  i pun- 
ti M ed  N,  comuni  a questa  retta  e<l  al  cerchio  precedente,  sono 
due  punti  della  curva  dimandata  sul  piano  orizzontale  ; essi  sona 
inóltre  proiettati  verticalmente  l’  uno  e l’altro  in  M'.  Condu- 
cendo altri  piani  ausiliari  paralleli  a M'V',  si  determineranno  i 
diversi  punti  dell’intersecazione  che,  secondo  l’inclinazione  del 
piano  PQR' , può  essere  un’ disse,  una  parabola , un’  iperbole» 
o una  varietà  di  queste  curve. 

272.  De’vertici.Lai  retta (OP,R'Q)  che  divide  evidenfemeufe 
tutte  le  corde  parallele  ad  MN  in  due  parti  eguali  e ad  angoli 
retti,  è necessariamente  un  asse  della  curva,  qualunque  sia  il 
genere  di  essa; se  dunque  tale  curva  ha  due  punti  situati  su  que- 
st’ asse  , essi  ne  saranno  i vertici , ed  è importante  ottenerli  di- 
rettamente. Perciò  basterebbe  far  girare  la  generatrice  ( AD  , 
A'D'  ) , finché  venisse  ad  incontrare  ( OP  , R'Q  ) in  un  certo 
punto  G ; ma  se  al  contrario  lasciamo  immobile  la  prima  di  que- 
ste lince,  e facciamo  girare  la  retta  (OP,R'Q  ) intorno  della  yer* 
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ticnle  0 , che  taglia  in  ( O , R'),  essa  inconlrcrà  la  gcneralrlcé 
'(  AD  , A'D'  ) in  un  punto  che  chiameremo  K , e che  starà  evi* 
den temente  stillo  stesso  parallelo  ove  sarebbe  stalo  situato  il 
vertice  G.  Or  è facile  costruire  il  punto  R , eh’ è l’interseca- 
EÌone  della  retta  ( AD  , A'D'  ) col  cono  geficrato  dalla  rivolu- 
lione  di  ( OP' , RQ  ) ; perocché  dopo  aver  descritto  il  cerchio 
del  raggio  OP , base  di  questo  cono  ausiliare  , si  condurrà  pel 
vertice  (0  , R'),  e per  la  generatrice  ( AD  , A'D'  ) , un  piano 
del  quale  si  troverà  la  traccia  orizzontale  AG  conduccndo  per 
questo  vertice  una  parallela  (R'G',OG)  alla  generatrice;  allora 
questa  traccia  AG  tagliando  il  cerchio  OP  in  due  punti  F ed  E , 
farà  conoscere  i due  lati  OP  ed  OE  del  cono  ausiliare , che  sono 
incontrati  dalla  generatrice  ( AD  , A'D')  , e per  conseguenza  si 
avranno  ancora  i loro  punii  di  sezione  K.  ed  L.  Ora  per  ritornare 
da  questi  punti  a’ veri  vertici  G ed  H,si  descriveranno  co’ raggi 
OR  ed  OL  due  cerehi,  ciascuno  de’  quali  taglierebbe  la  retta  OP 
sul  piano  orizzontale , in  due  punti  ; ma  si  distinguerà  facilmente 
qual  sia  veramente  situato  sulla  linea  indefinita  (OP,R'Q),  trac* 

. dando  le  proiezioni  verticali  R'G'  edL'H'  di  questi  due  cerchi. 

E ben  fatto  dar  cominciamento  alla  traccia  del  disegno  dalla 
costruzione  de’vertici^  perchè  quando  sieno  determinati  questi 
punti,  potrai!  condiusi  i piani  ausiliari  come  M'V'  spaziati  con- 
venevolmente, e d’altronde  la  ricerca  di  questi  vertici  farà  co- 
noscere il  genere  della  sezione,  come  spiegheremo. 

FIG.  , 278.  Discussione.  i.°  Se  la  traccia  AG  taglia  la  base  del  cono 

LWIII.  ausiliare  descritto  dalla  retta  (OP,R'Q),  e somministra  duo 
lati  OF  ed  OE  che  incontrano  l’uno  e l’altro  la  generatrice  AD, 
la  sezione  olfi-e  due  vertici  situali  so])ra  (OP.R'Q  ) ; e per  con- 
seguenza la  curva  è un  ellisse,  o un  iperbole  della  quale  que- 
sta retta  è l’asse  reale.  Distinguoiisi  questi  due  cnsi  facilmente 
l’uno  dall’altro,  esaminando  se  un  piano  qualunque  M'V'  con- 
dotto tra’ punti  (G,G')  ed  (H,1J')  somministra,  o no  qualche 
punto  della  curva.  Inoltre,  quando  la  sezione  sarà  ellittica,  si  ot- 
terrà il  secondo  asse , facendo  passare  un  piano  orizzontale  pel 
mezzo  dello  intervallo  de’due  segmenti. 
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a.o  Se  uno  de’ due  lati  OF  ed  OE  è parallelo  alle  gene, 
ratrice  DA , uno  de’  vertici  si  allontana  ad  una  distanza  iniinita , 
e la  sezione  è una  parabola , c’je-  ha  sempre  per  asse  la  retta 
indefinita  (OF,R'Q). 

3. °  Quando  la  traccia  AC  satii  tangente  al  cerchio  del 

raggio  OP , ì due  lati  OF  ed  OE  si  confonderanno  in  una  sola 
retta,  ed  il  punto  in  cui  essa  taglierà  la  generatrice  AD,  essen- 
do rapportato  sopra  di  OP,  darà  il  vertice  unico  delia  sezione  la 
quale  si  riduce  allora  al  sistema  di  due  rette.  Questa  asserzicne 
potrebbe  essere  giustificata,  osservando  che  un’iperbole  i cui  ver- 
tici si  riuniscono  lutti  e due,  riducesi  a’ suoi  assintoli:  ma  inoltre, 
se  si  avrà  cura  di  costruire  il  disegno  relativo  all' ipotesi  attuale, 
si  conoscerà , che  il  piano  AC  condotto  pel  vertice  del  cono  aur 
siliare  diviene  allora  tangente  a questo  cono , del  pari  che 
PQR'  ; di  maniera  che  questi  due  piani , che  coinciderebbero  so 
si  facesse  girare  un  di  essi  intorno  la  verticale  O , devono  pro- 
durre nell’ iperboloide  di  rivoluzione  sezioni  identiche.  Or,  il 
piano  AC  contenendo  già  una  generatrice  DA,  non  può  taglia- 
re di  nuovo  la  superficie  di  secondo  grado  che  secondo  un’altra 
sezione  rettilinea,  proiettata  egualmente  sopra  una  delle  tan- 
genti al  circolo  della  gola  dunque  anche  il  piano  PQR' 

produrrà  nell’  iperboloide  una  sezione  composta  di  due  rette  con- 
simili alle  precedenti , che  si  taglieranno  al  punto  trovato  per 
vertice  unico  sulla  retta  (OP,R/Q).  Inoltre  in  questo  punto  il 
piano  PQR'  sarà  tangente  ( n.  t42  ) all’ iperboloide. 

Nel  caso  particolarissimo,  in  cui  la  retta  secondo  la  quale  si 
riuniscono  i due  lati  OF  ed  OE , fosse  parallela  a DA  , il  piano 
PQR'  taglierebbe  l’iperboloide  secondo  due  generatrici  paralle- 
le fra  loro , e irebbe  tangente  alla  superficie  in  un  punto  infini- 
tamente lontano.  < 

4. °  Finalmente , se  la  traccia  AC  non  incontra  affatto  il 
cerchio  del  raggio  OP , non  vi  è alcun  vertice  reale  sopra  ( OP, 
R'Q),  e la  sezione  è allora  un’iperbole  della  quale  questa  retta 
è l’asse  immaginario.  In  tal  caso  , la  curva  si  costruisce  sem- 
pre come  al  n.  2jf  ; ma  per  trovarne  il  centro,  c per  cunseguen- 
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za  l’asse  reale,  si  potrà  ricorrere  agli  assintoli  de’ quali  parle- 
remo or  ora  ; ovvero,  ciò  eh’  è più  semplice , si  prenderà  il  mez- 
zo <o'  dell’intervallo  de’ due  punti  y'  ed  i*',  in  cui  il  piano  PQR' 
taglia  i Iati  D'B'  e D'A'  del  cono  assintoto.  Questa  regola  è fon- 
data sulla  somiglianza  e concentricità  di  questa  superficie  e del- 
l’iperboloide, per  lo  che  devono  esser  tagliate  dal  piano  PQR' 
secondo  due  curve  che  avranno  un  centro  comune  ( n.  t47  )- 
Or  per  la  sezione  fatta  nel  cono  assintoto  si  è veduto  al  (n.  24j) 
che  i due  vertici  erano  proiettati  sul  piano  verticale  in  y'  ed  ja'  ; 
per  conseguenza  il  mezzo  «'della distanza  y'pi'  è nel  tempo  stesso 
centro  della  sezione  conica , e centro  della  sezione  fatta  nel- 
l’iperboloide : laonde  rimarrà  solo  a proiettare  questo  punto  in 
« sulla  linea  OP,  che  si  sa  essere  un  asse  della  curva. 

2y4<-  R cono  assintoto,  descritto  dalla  rivoluzione  della  retta 
(D'A' , Oo) , porgerà  una  regola  semplicissima  per  prevede- 
re immediatamente  qual  debh’essere  il  genere  della  sezione  pro- 
dotta nell’iperboloide  da  un  piano  dato  PQR'.  In  effetto,  se  lieiisi 
in  mente  ( n.  i4^')  che  tutte  le  generatrici  di  quest’ ultima  su- 
pei^cie  sono  rispettivamente  parallele  a’ lati  del  cono  assinto- 
to , non  farà  d’ altro  mestieri  se  non  di  condurre  pel  vertice 
(0,D')  di  questo  cono  un  piano  * parallelo  a PQR',  e vede- 
re se  questo  piano  * contiene  qualche  lato  della  superficie  co- 
nica. 

1 Quando  il  piano  «r  non  incontrerà  affatto  la  base  del  cono 
assintoto , non  vi  sarà  alcun  lato  di  tal  cono , e per  conseguen- 
za alcuna  generatrice  dell’iperboloide , che  sin  parallela  al  pia- 
no dato  PQR'  ; dunque  non  vi  è punto  della  sezione  che  possa 
esser  situato  all’infinito,  e per  conseguenza  siffatta  sezione  sarà 
chiusa  ad  ellittica. 

9.°  Quando  il  piano  taglierà  il  cerchio  Oa  in  due  punti, 
ti  saranno  sul  cono  assintoto  due  lati , e sull’ iperboloide  due 
coppie  di  generatrici , che  saranno  parallele  al  piano  PQR'  ; 
dunque  la  sezione  fatta  da  quest’ultimo  nell’  iperboloide  , offri- 
rà due  rami  infiniti,  e sarà  un’  iperbole  ; pcroccbè  d’ altronde 
farem  vedere  (n.  280  ) eh’ essa  ammette  due  assintoti. 
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S."  Pinalmenlese  il  piano^rnon  fa  che  toccare  la  bascO« 
non  vi  sarà  sul  cono  assinloto  che  un  solo  lato,  e sull’  iperboloide 
una  sola  coppia  di  generatrici  che  sieno  parallele  al  piano  dato 
PQR';  dunque  la  sezione  non  offrirà  che  un  raffio  infinito  o. 
sarà  una  parabola,  perciocché  proveremo  ( n.  282  ) che  non 
ammette  più  assintoto. 

275.  Per  ottenere  la  tangente  in  un  punto  qualunque  M 
della  sezione  prodotta  dal  piano  PQR' , fa  d’ uopo  cercare  l’ in- 
tersecazione di  questo  piano  con  quello  che  tocca  l’iperboloide 
in  M.  Or  quest’ultimo  è determinato  ( n.  14.2  ) dalle  due  gene- 
ratrici rettilinee  che  passano  per  questo  punto  , e sappiamo  che 
esse  ottengonsi  sul  piano  orizzontale  ( n.  ) , conducendo  al 
circolodella  gola  le  tangenti  e CM5;  per  conseguenza  i due 

punti  e C , dove  queste  generatrici  taglieranno  il  cerchio  OA  > 
eh’ è la  traccia  orizzontale  dell’iperboloide,  apparterranno  ne- 
cessariamente alla  traccia  del  piano  tangente  cercato  ; e però 
questa  traccia  sarà  la  retta  «gCT  che , nel  suo  incontro  con  PQ, 
darà  il  piede  T della  tangente  TM  che  facea  mestieri  costruire. 

Invero  le  tangenti  al  circolo  della  gola,  condotte  dal  puntoM, 
taglieranno  il  cerchio  OA  in  quattro  punti  : ma  primieramente  , 
non  si  dovranno  combinare  insieme  se  non  quelle  che  si  trove- 
ranno tutte  due  al  di  quà , o tutte  due  al  di  là  de’ punti  di  con- 
tatto S e per  rapporto  ad  M ; perche  le  due  generatrici  che 
si  cercano  devono  tagliarsi  in  M , c per  conseguenza  ( ».  >48} 
non  potrebbero  appartenere  allo  stesso  sistema  , ciocché  avrebbe 
luogo  evidentemente  per  le  rette  «,8*  ed  *S,  del  pari  che  per 
€5  e Cj,^a-Cosi  l’incertezza  che  potrà  restare, consisterà  in  cono- 
scere se  dcbba’nsi  prendere  le  due  rette  «jS,,  e CS,  ovvero  le  altre 
due  «S  e Cg8,  ; ma  per  queste  ultime  che  hanno  le  loro  estre- 
mità inferiori  in  » e , il  punto  di  sezione  proiettato  in  M , si 
troverebbe  evidentemente  al  di  sopra  del  circolo  della  gola,  men- 
tre che  il  punto  (M,M')  che  qui  consideriamo  è sulla  falda  in- 
feriore dell’ iperboloide  ; dunque  fa  d’uopo  ancora  rigettare  que- 
sta seconda  coppia  di  generatrici. 

276.  Abbassamento ■ Facciamo  girare  il  piano  PQR'  inforno 
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alla  sua  traccia  QR' , per  farlo  combaciare  col  piano  verticale  ; 
in  questo  movimento , r orizzontale  (M',IMN)  resterà  perpen* 
dicolare  all’asse  di  rotazione  , © diverrà  M'wm , retta  sulla  quale 
sì  porteranno  le  distanze  = ciocché  sommi- 
nistrerà evidentemente  due  punti  della  eurva  abbassata. 

Gli  altri  punti  si  otterranno  in  un  modo  simile , come  anche  la. 
tangente  il  cui  piede T si  trasferirà  ini,  ed  essa  diverrà  tm. 

La  superficie  che  abbiam  considerato  essendo 
e per  conseguenza  non  soddisfacendo  alla  condizione  essenziale 
del  n.  iig  , non  dà  luogo  ad  indagare  il  suo  sviliippamento. 

277.  Caso  in  cui  la  sezione  è v.y'  ipurbols.  Ci  sembra  utile 
eseguire  il  disegno  relativo  a questa  forma  particolare  della  se- 
zione , perchè  troveremo  il  destro  di  svolgere  la  maniera  di  00- 
striiire  gli  assintoti,  dei  quali  abbinili  fatto  menziohe  al  nume- 
n<i.  LXIX.  ro  2^4-  Siene  dun(|uc  ancora  (0,0'0")  l’asse  verticale, (ADB, 
A'D'A")  la  generatrice,  ed  (XDÌf ,X'Y')  il  circolo  della  gola. 
Qui  prolungheremo  la  superficie  tanto  al  di  sopra  quanto  al  di 
sotto  del  circolo  della  gola,  facendola  terminare  non  pertanto  ne’ 
due  cerchi  eguali  A'B' ed  A"B”,  proiettati  orizzontalmente  sopra 
AZBS.  La  generatrice  rettilinea  del  secondo  sistema  sarebbe 
( BDAjB'D'B");  e queste  due  generatrici,  trasportate  parallela- 
mente  fino  al  centro  (0,D')  della  superficie,  determineranno  il 
cono  assintolo , la  base  del  quale  sarebbe  il  cerchio  che  ha  per 
raggio  Oa.  Inoltre,  del  pari  che  nel  precedente  disegno,  non  c’in- 
tratterremo ad  effettuare  la  rappresentazione  grafica  dell’iperboloi- 
de sul  piano  verticale,  in  cui  vi  saranno  linee  isolate  tutte  visibili: 
ma  esprimeremo  solamente  la  forma  della  superficie  sul  piano  o- 
rizzontalc,  distinguendo  co’punteggiamenti  diversi  le  parti  visibili 
e le  parti  nascoste.  Riguardo  al  piano  secante , siamo  convenuti 
( n.  to8)  che  sarebbe  considerato  come  tolto , dopo  di  aver  ta- 
gliato la  superficie , e del  quale  rimarrebbero  le  sole  tracce  PQ 
e QR',  che  abbiamo  scelte  secondo  la  regola  del  n.  £74 , itu 
maniera  da  tagliare  i due  lati  estremi  del  cono  assintoto  su  due 
falde  differenti , a fine  di  ottenere  una  sezione  iperbolica. 

278.  Ciò  posto,  cominciamo  dal  cercare  i vertici  conducendo 
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( n.  272  ) la  retta  (R'C',OC)  parallela  alla  generatrice , e con- 
giungendo i punti  C ed  A.  In  questo  caso  la  linea  CA  non  in- 
contra il  cerchio  del  raggio  OP  ; per  conseguenza  la  sezione  è 
un’iperbole , della  quale  OP  sarà  l’asse  immaginario,  e per  otte- 
nerne il  centro  («,«')  basterà  ( ».  27.?, 4-'’)  prendere  il  mezzo 
de’ due  pùnti  y',(ji.',in  cui  il  piano  PQR'taglia  i due  lati  estremi 
del  cono  assintoto.  Inoltre , facendo  una  sezione  orizzontale  per 
questo  punto  a'' , si  otterranno  i due  vertici  reali  G ed  H secon- 
do il  metodo  generale  del  ».  27/.  Questo  stesso  metodo , applica- 
to ad  altri  piani  orizzontali  come  M'V'e  , che  sarà  bene 

scegliere  in  maniera  da  somministrare  nelle  due  falde  sezioni  e- 
guali , farà  trovare  de’ nuovi  punti  M ed  N , i*  e v , della  curva 
cercala':  inoltre,  questa  linea  dovrà  evidentemente  passare  pe’ 
punti  T ed  S,  in  dove  il  cerchio  ABS  è incontrato  dalla  traccia 
PQ  del  piano  secante,  del  pari  che  pa’punti(Z,Z')  ed  (U,Z'), 
in  cui  questo  stesso  piano  taglia  il  cerchio  superiore  A"B". 

Finalmente,  siccome  il  circolo  della  golaX'Y'è  incontrato  dal 
piano  PQR'in  due  punti  proiettati  verticalmente  sopra  di  L',  se  ne 
dedurranno  le  loro  proiezioni  orizzontali  L e K.,  ne’ quali  questo 
circolo  e l’iperbole  dovranno  toccarsi  sul  piano  orizzontale.  In- 
fatti , quantunque  le  tangenti  di  queste  due  curve  nello  spazio 
sieno  distintissime  l’una  dall’altra,  si  trovano  tutte  e due  nel 
piano  tangente  dell’iperboloide  , che  per  ogni  punto  del  circolo 
della  gola  è necessariamente  verticale , attesoché  contiene  la 
tangente  al  vertice  del  meridiano  iperbolico';  d’onde  segue  che 
le  due  prime  tangenti,  situate  in  questo  piano  verticale,  si  con- 
fonderanno l’una  coll’altra  in  proiezione  orizzontale. 

279.  La  costruzione  della  tangente  per  un  punto  qualunque 
M della  sezione,  p’ eseguirebbe  cogli  stessi  mezzi  che  al  ».  273/ 
ma  in  vece  di  far  ritorno  su  qnesta  ricerca,  ci  occuperemo  delle 
tangenti  particolari  che  si  addimandano  assintoti. 

280.  Degli  assintoti.  Abbiam  detto  precedentemente  che  dì- 
'segnavasi  cos'i  la  posizione  che  prende  la  tangente  ad  una  cur- 
va , quando  il  punto  di  contatto  è infinitamente  lontano  ; per 
conseguenza , il  punto  della  sezione  attuale  in  cui  l’ assintoto  sarà 
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langpule , si  Starà  iiecessariaineate  sopra  una  generatrice  del- 
l’iperboloide che  sarà  parallela  al  piano  PQR'.  Or  tutte  le  ge- 
neratrici di  questa  superficie  essendo  ( n.  i4-6  ) rispettivamente 
parallele  a' lati  del  cono  assiti toto , se  conduciamo  pel  vertice 
(0,D')  di  questo  cono  un  piano  D'F'F  parallelo  a PQli',  darà 
per  sezione  due  lati  OF  ed  OE  che  saranno  paralleli  a quest’ ul- 
timo  piano.  Dunque , considerando  in  prima  il  lato  OF,  c con- 
ti iiccndogli  due  parallele  ,sc,  che  sieno  tangenti  al  cerchio 
della  gola,  queste  ultime  rette  saranno  generatrici  delP  iperboloi- 
de, le  quali  non  incontrano  il  piano  PQR' che  ad  una  distanza  infi- 
nita; e per  conseguenza  sull’ una  e sull’ altra  di  queste  linee  starà 
il  punto  di  contatto  dell’  assintoto.  Premesso  ciò , il  piano  tan- 
gente dell’ iperboloide  in  questo  punto  infinitamente  lontano, 
dovendo  contenere  le  due  rette  aS  e c«  che  si  tagliano  in  detto 
punto , avrà  per  traccia  orizzontale  aC  ; e dovrà  somministrare 
nella  sua  intersecazione  col  piano  PQR'  l’assinloto  dimandato, 
che  anche  perciò  dovrà  essere  parallelo  ad  «S  : se  dunque  pel 
punto  6,  in  cui  si  tagliano  le  tracce  QP ed  «C,si  conduca  la  retta 
ÓAi  parallela  ad  aS,  questa  retta  sarà  l’ assintoto  che  ti'attavasi  di 
costruire;  il  quale  dovrà  inoltre  passare  pel  centro  ® già  trovato 
procedentemente. 

Si  potranno  ripetere  simili  costruzioni  per  l’altro  lato  OE  del 
cono  assintoto  ; ma  debbesi  tener  presente  che  nell’  operazio- 
ne precedente,  il  piano  8»C,  che  toccava  l’iperboloide  ad  ima 
distanza  infinita  sulla  generatrice  , era  esso  stesso  tangente 
al  cono  assintoto  secondo  il  lato  OF  ; di  maniera  che  basterà 
condurre  al  cerchio  che  ha  per  raggio  OE , la  tangente  Eep , che 
nel  suo  incontro  con  QP  darà  il  punto  to , pel  quale  dovrà  con- 
dursi r assintoto  <fw  parallelamente  ad  OE. 

281.  Se  si  volesse  adoperare  una  sola  delle  due  generatrici 

, 8( , che  vanno  a terminare  al  punto  di  contatto  dell’ assintoto, 
si  potrebbe  poggiare  il  ragionamento  sulla  circostanza , che  la 
superficie  essendo  di  rivoluzione,  il  piano  tangente  debb’ essere 
perpendicolare  al  piano  meridiano  che  passa  pel  punto  di  con- 
tatto (n.  Ma  questo  punto  è qui  ad  una  distanza  infinita 
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lu  aS;  dunque  il  meridiano  corrispondente  è il  piano  verticale 
OF  parallelo  a : cosi  il  piano  tangente  cercato  avrebbe  per 
traccia  orizzontale  una  retta  perpendicolare  ad  OF , condotta 
dal  punto  » , ciocché  farebbe  benissimo  trovare  la  linea  «C  già 
ottenuta  altrimenti. 

282.  Se  il  piano  D'F'F  condotto  per  il  vertice  del  cono  assin- 
toto , parallelamente  a PQR' , toccasse  questo  cono  secondo  un 
lato  unico,  vi  sarebbe  sull’iperboloide  una  sola  coppia  di  gene- 
ratrici parallele  al  piano  PQR'  ; e però  la  curva  d’ interseca- 
zione ammetterebbe  ancora  un  ramo  infinito,  ma  che  non  o- 
vreòùe più  assintoto;  poiché  in  questo  caso,é  facile  vedere 
che  il  piano  tangente  condotto  per  queste  due  generatrici  si  tro- 
verebbe parallelo  a PQR'.  Quindi  allora  la  sezione  sarebbe  una 
parabola. 

Finalmente  se  il  piano  D'F'F  non  incontrasse  affatto  la  basa 
Oa  del  cono  assintotp,  non  vi  sarebbe  sull’iperboloide  alcuna 
generatrice  parallela  al  piano  PQR';  per  la  qual  cosa  la  seziona 
non  ammetterebbe  rami  infiniti , e sarebbe  ua' ellisse. 

Si  vede  qui  che  le  conseguenze  relative  alla  natura  della  se- 
zione, dedotte  dalla  assenza  o dalla  esistenza  de’ rami  infiniti,  con 
assintoti  o senza , confermano  la  regola  data  al  n.  aj4. 

283.  Abbassamento.  Si  effettuirà  questa  operazione  come  nel 

precedente  disegno  , facendo  girare  il  piano  PQR'  intorno  della 
sua  traccia  verticale  QR',  e portando  su  delle  rette  perpendi- 
colari a questa  traccia  le  distanze  M'm=IM,  M'n=lN, 

In  quanto  agli  assintoti,  si  abbasserà  dapprima  nella  stessa 
maniera  il  centro  («,«')  in  *>";  poscia,  rapportando  i punti 
«P  e 0 in  9"  e d",  si  otterranno  9"®"  e d"®"  per  assintoti  della 
curva  abbassata  nel  piano  verticale. 

Problema  WM.  Intersecazione  di  una  retta  con  un  iperboloide 

di  rivoluzione  ad  una  falda. 

284.  Abbiam  qui  posto  questo  problema,  perchè  non  è clieTIO.  LXTI. 
un’ ampliazioae  di  quello  il  qual^  abbiam  risoluto  al  n.  aja, 

a4 
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per  una  retta  che  inconiraia  l’asse  «Iella  siiperllcic;  ed  ora  ri* 
diirrenio  la  quistione  attuale,  in  cui  la  retta  proposta  ha  una  di* 
rezioiie  qualiiiupie,  a quel  caso  particolare.  Sieno  dunque  (0, 
O'Z'  ) Tasse  dclTiperholoide,  ( ADBj  A'D'B'  ) la  generatrice  ret- 
tilinea, c (PQ,P'Q')  la  retta  della  quale  voglionsi  trovare  i 
punti  d’ intersecazione  colla  superficie.  Noi  la  supporremo  qui 
trasportata,  con  una  rotazióne  intorno  dell’asse  , in  una  situazio- 
ne parallela  al  piano  verticale;  ma  questa  operazione  prelimi- 
lUire  è sempre  facilissima  ad  effettuare,  c come  inoltre  lascerà  il 
punto  d’intersecazione  colla  superficie  sullo  stesso  parallelo  in 
cui  era  situato  prima  , sarà  ben  facile  di  ritrovare  questo  punto 
nella  posizione  primitiva. 

Ciò  premesso,  se  il  piano  verticale  PQ  incontra  il  cir- 
colo della  gola  descritto  col  raggio  OD , taglierà  la  superficie 
secondo  un'iperbole  il  cui  asse  reale  sarà  (XY,X'Y'),  e che 
avrà  per  uno  dei  suoi  assintoli  la  retta  (A'B',PQ).  Sarà  dun- 
que facile  con  questi  dati  costruire  questa  curva  sul  piano  ver- 
ticale , ed  il  suo  incontro  con  P'Q'  farebbe  conoscere  allora  i 
punti  dimandati;  ma  noi  ci  proponiamo  di  giungere  a questo  ri- 
siiltamenlo  con  costruzioni  dirette,  per  le  quali  non  si  adoprino 
che  la  linea  retta  ed  il  cerchio.  Perciò  / immaginiamo  che  l’iper- 
bole delia  quale  abbiam  trattato  e che  contiene  i punti  cercali , 
giri  intorno  alla  verticale  v:  produrrà  cosi  un  secondo  iperbo- 
loide ad  una  falda,  il  cui  circolo  della  gola  sarà  (X8Y,X'Y'),e 
che  avrà  per  generatrice  rettilinea  la  retta  (*C,A'B')  ; allora  la 
quistione  primitiva  si  ridurrà  evidentemente  a trovare  i punti 
d’intersecazione  di  questo  nuovo  iperboloide  colla  retta  (PQ  , 
P'Q'),  che  incontra  il  suo  asse  («, O'Z')  ; e per  conseguenza 
siamo  ricondotti  al  problema  del  n.  £72. 

Si  descriverà  dunque  col  raggio  a'P  un  cerchio , che  sarà  la 
base  di  un  cono  ausiliare  avente  per  vertice  il  punto  (w,R'); 
poscia  conducendo  la  retta  (R'C',4>C)  parallela  alla  generatri- 
ce , si  determinerà  la  traccia  «C  di  un  piano,  che  taglierà  questo 
cono  secondo  i lati  «E  ed  «’F.  Quest’ ultime  linee  incontrano  la 
generatrice  ne’punti(L,L')e(K.,R'),  che  si  riporteranno  sulla 
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reità  proposta  in  (M',M)  ed  (IS',W  ) ; e questi  saianuo  i punti 
in  cui  la  retta  (PQ,1’^Q')  iuconlra  il  secondo  ed  anche  il  primo 
iperboloide. 

286.  Se  la  proiezione  orizzontale  PQ  della  retta  proposta 
fosse  tangente  al  circolo  della  gola  descritto  col  raggio  OD , il 
j)iano  verticale  PQ  taglierebbe  evidentemente  l’ iperboloide  pri- 
mitivo secondo  due  rette , proiettate'  sopra  À'B'  c sulla  retta 
simmetrica  di  quest’ ultima  : allora,  l’incontro  di  queste  due 
rette  con  P'Q'  somministrerebbe  i punti  cercati. 

287.  Finalmente  supponiamo,  come  nella Jigura  ój,  che  la 

retta  proposta  (PQ,P'Q')  si  proietti  in  fuori  del  circolo  della  l'IG.  LXVli. 
gola  OD.  In  questo  caso,  il  piano  verticale  PQ  taglierebbe  an- 
cora la  superlieie  primitiva  secondo  un’iperbole,  ma  il  suo  asse 
reale  sarebbe  diretto  secondo  la  verticale  R;  di  maniera  che  fa- 
cendo girare  quella  curva  intorno  di  questa  verticale,  si  otter- 
rebbe un  iperboloide  a due  falde , ed  il  problema  non  sarebbe 
più  cosi  semplice.  Perciò  invertirò  la  quistione  primitiva  , prò- 
]M>nendoini  di  trovare  i punti  d’intersecazione  della  retta  (All, 

■A'B')  coll’iperboloide  che  descriverebbe  ( PQ, P'Q' ) girando 
intorno  alla  verticale  O;  perciocché  questi  nuovi  punti  di  se- 
zione saranno  evidentemente  alla  medesima  altezza  de’ primi. 

Or,  in  questo  secondo  iperboloide  il  circolo  della  gola,  che  h;i 
per  raggio  (OR, 11'  ),  è necessariamente  tagliato  dal  piano  verti- 
cale AB,  e la  quistione  si  riduce  interamente  a quella  del  n.i8S: 
così  dopo  aver  descritto  il  circolo  della  gola  ( X(iY,X'Y'  ) di  un 
terzo  iperboloide  che  avrebbe  per  generatrice  la  retta  (<rp,P'R'  ), 
si  troveranno  come  qui  sopra  i punti  (|a,M')  ,(v,^') , in  cui 
«mesta  linea  retta  sarà  incontrata  da  ( AB,A'B')  che  gira  intorno 
la  verticale  D;  quindi , rimarrebbe  a trasportarli  su  di  (AB,A'B'), 
tacendoli  restare  alla  stessa  altezza.  Ma  gli  ultimi  punti,  cosi 
ottenuti , dovrebbero  in  seguito,  secondo  il  problema  primitive  , 
esser  rapportati  su  (PQjP'Q'),  facendoli  restare  ancora  ne’ me- 
desimi piani  orizzontali;  per  conseguenza  l’operazione  consiste 
a trasportare  immediatamente  i punti  (f*,M'  ) , ( v,X'  ) in  ( 1\1  ,M'  ) , 

^ \ ,I\  ' ),  i quali  saranno  i punti  il’  incontro  della  retta  ( PQ,P  'Q'  ) 
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coi  primo  iperboloide,  descritto  dalla  rivoluzioncdi(AB,A'B') 

intorno  della  verticale  O. 


CAPITOLO  III. 


INTERSECAZIONE  DI  DUE  SUPERFICIE  CURVE. 

Problema  I.  Intersecazione  di  due  cilindri  qualunque. 

WIC.  LXX.  s88.  Sieno  ABGK.H  la  base  o la  traccia  orizzontale  del  pri- 
mo  cilindro,  ed(  AZ,A'Z')una  delle  sue  generatrici  rettilinee; 
sieno  VLMYI  e (Ve,VV)  i consimili  dati  per  il  secondo  ciliii- 
dro:  si  dedurrà  facilmente  ( n.  tog)  il  contorno  apparente  di  cia- 
scuna di  queste  superficie  sul  piano  orizzontale  e sul  verticale  ; 
poscia  per  ottenere  la  loro  intersecazione , faremo  passare  una 
serie  di  piani  secanti  paralleli  tanto  alle  generatrici  dell’uno, 
quanto  a quelle  dell’altro  cilindro , i quali  produrranno  in  que- 
ste due  superficie , sezioni  evidentemente  rettilinee.  A questo 
effetto,  si  conduca  da  un  punto  qualunque  del  lato  (AZ,A'Z') 
ona.retta  (ZR,Z'R')  parallela  alle  generatrici  del  secondo  ci- 
lindro , e si  costruisca  la  traccia  RA  del  piano  che  passerebbe 
per  queste  due  rette , allora  altro  non  si  dee  fare  se  non  con- 
durre diverse  parallele  ad  RA , le  quali  saran  certamente  le 
tracce  de’ piani  che  hanno  la  proprietà  di  tagliare  i due  cilindri, 
secondo  alcune  generatrici  rettilinee. 

aSg.  Consideriamo  il  piano  secante  RA.  Esso  taglia  il  primo 
' cilindro  secondo  i lati  Aa» , Ccy , ed  il  secondo  cilindro  lun- 

go i lati  hl,Qq  ; per  la  qual  cosa  queste  quattro  rotte , che  so- 
no in  un  medesimo  piano,  somministreranno  co’ loro  scam- 
bievoli incontri  quattro  punti  a,N,c,y  appartenenti  alla  pro- 
iezione orizzontale  della  intersecazione  de’due  cilindri.  In  se- 
guito , se  si  proiettano  sulla  linea  di  terra  i piedi  A,C,L,Q  di 
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questi  lati,  se  ne  dedurranno  le  proiezioni  verticali  che  sommi- 
nistreranno parimente  coi  loro  incontri  scambievoli  I punti 
della  curva  d’intersecazione  proiettata  sul  piano  ver- 
ticale; inoltre  farà  d’uopo, come  prova, che  questi  punti  u ed  a', 
A ed  a'.  . . . sieno  situati  a due  a due  su  rette  perpendicolari  alla 
linea  delia  terra. 

Lo  stesso  si  praticherà  per  altri  piani  secanti  paralleli  ad  RÀ; 
ma  è ben  fatto  cominciare  il  disegno  con  determinare  i punti  no- 
tabili de*  quali  farem  tosto  menzione , perocché  è essenziale  co- 
struir questi,  potendosi  poscia  proporzionare  il  numero  de’ piani 
secanti  intermedi,  agl’ intervalli  che  resteranno  fra  i punti  di 
già  ottenuti. 

U90.  Punti  si^ piani  limiti.  Se  si  conducono  parallelamente 
ad  RA  le  rette  MNB,GH1,  che  sieno  tangenti  alV una  delle 
basi ^ e secanti  rispetto  all’ altra  base,  queste  rette  saranno 
le  tracce  di  due  piani  limiti,  tra  i quali  si  troveranno  compresi 
tutti  i punti  che  sono  comuni  alle  due  superficie , perchè  al  di 
fuori  di  questi  limiti  ben  si  scorge,  che  i piani  secanti  paralleli 
ad  RA  non  potranno  più  tagliare  che  un  solo  dc’due  cilindri. 
Inoltre  se  si  applica  al  piano  MNB  il  metodo  generale  esposto 
nel  numero  precedente,  si  otterranno  due  punti (£,{')  e (à,à') 
ne’ quali  le  generatrici  ed  (Nw,N'»')  saranno  tan- 

genti alla  curva  d’ intersecazione  nello  spazio,  e però  questo 
contatto  dovrà  verificarsi  ne’  due  piani  di  proiezione , come  si 
vede  nel  nostro  disegno.  Infatti  la  retta  ( M£,M'c'  ) è eviden- 
temente nel  piano  che  tocca  il  cilindro  LMN  nel  punto  (£,(') , 
ma  giace  ancora  nel  piano  secante  MBc , che  per  ipotesi  è 
tangente  al  cilindro  ABC  lungo  il  lato  Bt  : laonde  questa  retta 
(Mc,M'c')  è l’intersecazione  de’ piani  tangenti  alle  due  super- 
ficie nel  punto  (£,<') , e per  conseguenza  (n.  2t3)  essa  è tan- 
gente alla  curva  secondo  la  quale  si  tagliano  queste  due  super- 
ficie. 

Si  dimostrerà  della  stessa  maniera  che  il  lato  (Nà,N'à')  è 
tangente  alla  curva  d’intersecazione  al  punto  (i,é');  c simil- 
mente il  piano  limite  GUI  somministrerà  due  punti  (g  ,g')  ed 
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ne' quali  la  curva  sarà  toccata  da’ lati  cd 

2gi . Pictt/i  sul  contorno  apparente.  Si  faranno  passare  alcuni 
piani  secanti  paralleli  ad  RA  pe’ punti  A,lV,X,Y  in  cui  ter- 
minano i lati  clic  fonnaiio  il  contorno  apparente  di  ciascun  ci- 
lindro sul  piano  orizzontale;  poscia,  col  metodo  generale  del 
n.  sSff,  si  otterranno  i punti  (a, a')  ((p,(p') , 

(cf,r/'),  ne’ quali  la  curva /occ^erà,  ma  solamente  su/ /iiano 
orizzontale,  i lati  corrispcmdeuti.  Infatti,  al  punto  (»,»')  per 
esempio , la  tangente  della  curva  nello  spazio  è distinta  dalla  ge- 
neratrice (A», A'»'):  ma  queste  rette  sono  contenute  runa  e l’al- 
tra nel  piano  tangente  che  tocca  la  superficie  lungo  (A»,  A'»'), 
e poiché  questo  piano  è qui  necessariamente  verticale,  ne  risulta 
che  la  proiezione  orizzontale  di  questa  generatrice  coinciderà  con 
quella  della  tangente,  e quindi  dovrà  toccare  la  proiezione  dolla 
curva  sul  piano  orizzontale  ; mentre  non  avrà  luogo  lo  stesso  sul 
verticale. 

Osserviamo  inoltre,  che  sempre  in  qualcheduno  de’ punti  de’ 
quali  abbiam  fatto  menzione,  si  farà  passaggio  dalla  parte  vi- 
sibile all’invisibile  della  curva  d’intersecazione,  considerata  in 
proiezione  orizzontale.  Ma  in  quanto  a ciò , darem  tosto  una  re- 
gola generale  per  distinguere  una  di  queste  parti  daU’ altra. 

2ga.  Parimente,  se  pe’ piedi  V , U , T , G,  de’  lati  che  formano 
il  contorno  apparente  di  ciascun  cilindro  sul  piano  verticale  , si 
conducano  alcuni  piani  secanti  paralleli  ad  R A,  s>  otterranno  vari 
punti  come  (&,$'),  ne’ quali  la  curva  toccherà,  ma  solamente 
sul  piano  verticale,  i lati  corrispondenti  come  ( Vs,V’'s').  In  cC- 
fetto,  questa  generatrice  c la  tangente  della  curva  al  punto  (£,£') 
stanno  tutte  due  nel  piano  tangente  che  tocca  la  superfìcie  lun- 
go ( V’s , V's'  ) ; or  questo  piano  essendo  qui  perpendicolare  al 
verticale , le  proiezioni  verticali  di  queste  due  rette  si  confon- (*) 


(*)  Qui  in  cui  il  punto  K sta  fuori  de’ piani  limili  è inutile  condurre 
un  piano  secante  per  questo  plinto. 
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ùoiio  neccssariaiufiiile,  laddove  non  avviene  lo  stesso  nelle  loro 
proiezioni  urizzonliili  (*). 

Finalmente  anche  in  unodc'punli  dc’quali  abbiani  Fallo  parola, 
avverrà  sul  piano  verlieale  il  passaggio  della  parie  visibile  aqiud- 
la  invisibile,  perciocché  il  piinlo  di  veduta  è differenlc  {n.io€). 

2g3.  La  tangente  in  un  punto  qualunque  (<,/)  della  curva 
d’intersecazione  sarà  soinniinislraladairinlcrsecazioncdi  due  pia- 
ni, che  toccano  i cilindri  lungo  i latiT/  ed  S/:  ina  le  tracce  oriz- 
zontali di  questi  piani  sono  le  rette  TO  ed  So  tangenti  alle  basi 
ne’ punti  T ed  S ; dunque  il  punto  0 in  cui  si  tagliano,  appar- 
tiene alla  tangente  dimandata , la  quale  è iu  conseguenza  (>t. 

Quando  il  punto  0 in  cui  s’incontrano  le  tracce  de’ due  piani 
tangenti  sarà  troppo  lontano,  come  avviene  nel  nostro  disegno, 
si  potrà  operare  nella  maniera  seguente.  Il  piano  secante  MNU 
parallelo  contemporaneamente  alle  generatrici  de’ due  cilindri, 
deve  tagliare  il  piano  tangente  Sfl  secondo  una  retta  paral- 
lela ad  Mot,  ed  il  piano  tangente  TO  secondo  un’altra  retta  X-.> 
parallela  ad  Aa;  dunque  il  punto  i»  in  cui  s’incontrano  le  linee 
Xi'  e (A3?,  è necessariamente  comune  a’duc  piani  tangenti,  e per- 
ciò è un  punto  della  tangente  cercala  fo6. 

Non  abbiamo  trattalo  Un’ora  se  non  della  proiezione  orizzon- 
tale della  tangente,  perche  il  punto  (/,<')  che  abbiamo  scelto 
per  maggior  chiarezza,  essendo  situalo  sul  contorno  apparen- 
te relativo  al  piano  verticale , la  tangente  è proiettata  su  questo 
medesimo  piano  secondo  il  lato  T'^'  ; ma  in  un  altro  caso  ba- 
sterà proiettare  sulla  linea  della  terra  il  piede  0 della  tangen- 
te , e congiugnerlo  con  t'  ; ovvero , si  costruiranno  facilmente 
le  proiezioni  verticali  delle  due  rette  ausiliari  X«  e («f , che 
col  loro  incontro  daranno  un  punto  93'  della  tangente  proiettata 
sul  piano  verticale. 


(*)  Quanto  al  lato  ( ) tocca , è vero,  la  curva  su  ì due  piani 

di  proiezione  nel  tempo  stesso;  ma  ciò  ha  luogo  perchè  nella  figura  at- 
tuale , questa  generatrice  sta  simultaneamente  sul  contorno  appareule  c 
sul  piano  limite  GHI. 
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no.  I.xx.  Ossee V aziome  I.  Per  distinguere  sulla  curva  d’interse- 

cazione de’ due  cilindri , le  parti  visìbili  dalle  invisibili  in  proie- 
zione orizzontale,  fa  d’uopo  osservare  che  se  il  cilindro  ABK. 
esistesse  solo  nel  disegno , i lati  che  terminano  sull’  arco  ABK 
sarebbero  tutti  visibili , e quelli  che  cadono  sull’altro  AIIK  non 
lo  sarebbero  alTatto  : istcssameute , se  il  cilindro  XMY  fosse  so- 
lo, i lati  visibili  sarebbero  quelli  che  terminano  sull’arco  XVY, 
mentre  che  tutti  gli  altri  non  sarebbero  veduti.  Ma  quando  i 
due  cilindri  esisteranno  simultaneamente,  potrà  avvenire  che  un 
lato  visìbile  sul  primo  trovasi  nascosto  in  parte  dal  secondo; 
nonpertanto , se  questo  lato  viene  ad  incontrare  una  generatrice 
del  pari  visibile  su  quest’  ultimo  cilindro , allora  ricomparirà  in 
questo  sito.  Dall’altro  canto , quando  un  punto  si  troverà  sopra 
un  Iato  che  fosse  invisibile,  considerando  il  solo  cilindro  cui  ap- 
partiene , è evidente  che  con  maggior  ragione  questo  punto  re- 
sterà invisibile  quando  i due  cilindri  esisteranno  insieme  ; per 
conseguenza , possiamo  fermare  prima  le  due  regole  seguenti  : 

Un  punto  della  curva  d’intersecazione  sarà  risi  bile  quan- 
do sarà  dato  dall’  incontro  di  due  lati  visibili  l’ uno  e l’ al- 
tro su  ciascun  cilindro  considerato  isolatamente. 

Un  punto  dell’  intersecazione  sarà  ievisibile,  quando  pro- 
verrà dallo  incontro  di  due  lati  uno  de’qujli,  almeno,  È in- 
visibile sul  cilindro  al  quale  appartiene. 

Il  lettore  farà  facilmente  l’applicazione  di  queste  regole  alla 
proiezione  orizzontale  dell’ intersecazione  de’ due  cilindri,  poiché 
abbiamo  innanzi  indicato,  quali  erano  i lati  visibili  su  ciascuna 
superficie  considerala  isolatamente  ; e da  ciò  potrà  compren- 
dere le  ragioni  che  han  dato  luogo  alle  parti  piene  o punteg- 
giate che  presenta  il  nostro  disegno.  In  quanto  alla  proiezione 
verticale , le  regole  precedènti  si  applicheranno  egualmente , 
sempre  che  sì  tenga  presente  che , relativamente  a questa  pro- 
iezione, i lati  visibili  sul  primo  cilindro  considerato  isolatamente, 
sono  quelli  solamente  che  terminano  sull’  arco  TAG , e quelli 
visibìli  sul  secondo  terminano  tutti  sull’arco  VMU. 
riG.  I.XX.  2g5.  Osservazione  li.  L’incontro  di  due  cilindri  può  aver 
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luogo  per  sfaldatura  o per  penetrazione.  Evvi  sfaldatura 
quando  le  tracce  MiSB  e GUI  dei  due  piani  limili  sono  , come 
nell’ attuale  disegno,  tangenti  una  alla  base  ABRII  e l’allra 
alla  base  XMY  ; perchè  allora  su  ciascun  cilindro  stanno  delle 
generatrici  die  non  contengono  alcun  punto  d’intersecazione,  ed 
in  tal  modo  questi  due  corpi  non  fanno  che  sfaldarsi  mutuamen- 
te ima  parte  della  superficie,  mentl-echè  le  porzioni  corri- 
spondenti agli  archi  MON  ed  HRG  conservano  la  loro  inte- 
grità in  tutta  la  lunghezza.  Inoltre  è importante  osservare  che, 
in  questo  caso,  tutte  le  parti  dell'intersecazione  formeranno  un 
ramo  unico  e non  interrotto,  che  un  punto  movihilc  potrà  per- 
correre con  movimento  continuo,  non  cessando  di  stare  su.  i 
due  cilindri  nel  tempo  stesso. 

Al  contrario  quando  le  tracce  GUI  o CAO  de’ due  piani  li- no* 
miti  saranno  tangenti  alla  stessa  base,  come  nella  figura  7/ , 
allora  vi  iark  penetrazione , perciocché  tutte  le  generatrici  del 
cilindro  XOY  entreranno  nell’  altro  e vi  Iracceranno  sulla 
falda  corrispondente  all’arco  AH  un  primo  ramo  chiuso;  po- 
scia usciranno  dal  cilindro  per  un  secondo  ramo  del  pari  chiuso 
c situato  sulla  falda  CG.  D’altronde,  queste  due  curve  H entrata 
c di  meita  saranno  totalmente  distinte , e non  avranno  alcuna 
]>arte  comune  per  dove  un  punto  movibile  possa  passare  dall’una 
aU’altra  senza  interruzione;  poiché  saran  separate  sul  gran  cilin- 
dro dalle  falde  ABC  ed  HRG  in  cui  non  è alcun  punto  deH'inr 
tersecazione. 

296.  OssEnvAziONB  HI.  In  tutti  i casi  l’ intersecazione  non 
avrà  rami  infiniti,  se  le  due  basi  sono  curve  chiuse.  In  effet- 
to per  esservi  un  ramo  che  si  estenda  indefinitamente , fareb- 
be d’uopo  che  sopra  uno  de’ cilindri  si  avesse  una  generatrice 
parallela  a qualcuna  dell’altro;  ma  allora,  secondo  la  natu- 
ra di  queste  superficie,  tutti  i lati  vi  sarebbero  paralleli  fra  loro 
né  avrebbe  luogo  l’intersecazione  , o pure  si  ridurrebbe  ad  una 
o più  rette  corrispondenti  a’  punti  d’incontro  delle  due  basi , il 
quale  genere  di  linea  non  esige  alcuna  discussione. 

Quando  le  due  basi , o una  di  «sse  , saranno  curve  indefi- 

a5 
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nitc , ])uslcrà  esaminare  la  |K>$ÌE!one  che  iiaimo  i piani  limiti 
( n.  ago  ) rispetto  ad  esse,  per  riconoscere  se  alcuno  de' piani 
secanti  intermedi  pub  andare  a tagliare  una  delle  basi  ad  una 
distanza  infinita. 

PnODLEMA  ir.  Intersecazione  di  due  superficie  coniche. 

l’iG.  I.XX1I.  5>-97-  Sicno  (S,S')  il  vertice  del  primo  cono  ed  AB  la  curva 
rlie  n’è  base  sul  piano  orizzontale;  e (T,T')  e DE  i dati  simi- 
li del  secondo  cono;  allora  conducendo  alle  basi  le  tangenti  per- 
pendicolari alla  linea  della  terra  , si  otterranno  le  rette  S'A'  ed 
S'B'  , T'D' e T'E'  pe’ contorni  apparenti  di  queste  due  snper- 
ficic  sul  piano  verticale.  Rispetto  al  piano  orizzontale  non  vi 
sono  altri  limiti  che  le  tracce  AB  e DE  ; poiché  i vertici  son  qui 
]>roiettati  dentro  alle  basi , ed  è impossibile  condurre  a queste 
«•nrve  delle  tangenti  che  partano  da’ punti  S e T(n.  //^);  ciò  che 
Farebbe  d’uopo  per  ottenere  i piani  tangenti  verticali.  Inoltre 
f.iremo  astrazione  delle  falde  superiori  de’diic  coni,  a Cne  di 
non  rendere  invisibile  sul  piano  orizzontale  il  ramo  della  inter- 
sf'cazione  proveniente  dalle  falde  iuferiori , che  dee  fissare  spe- 
cialmente la  nostra  attenzione. 

‘298.  Per  ottenere  rinlcreecazione  di  questi  due  coni,  ado- 
])rcrcmo  diversi  piani  secanti , condotti  tutti  secondo  la  retta 
(ST,  S'T'),  che  congiunge  i due  vertici;  perocché  essi  pro- 
durranno nelle  due  superficie  sezioni  rettilinee  fi&cWì  a costruir- 
si, ed  inoltre  le  loro  tracce  orizzontali  dovranno  evidentemente 
passare  tutte  pel  punto  R.  Consideriamo  dun.^ue  quello  de’ sud- 
detti piani , che  ha  per  traccia  la  retta  qualunque  RIFGII  ; isso 
• taglia  il  conoTsecoiido  i lati  TE  e TG,  ed  il  cono  S secondo  gFi 
altri  due  SI  od  SII,  rultiino  de’ quali  incontra  i due  primi  iie’ 
])imti  K ed  M;  sicché  questi  due  punti  appartengono  alla  proie- 
zione orizzontale  della  intersecazione  dimandala.  Negligeremo 
qui  i punti  di  sezione  somministrati  dal  lato  SI , i quali , atteso 
che  questo  taglia  le  generatrici  TF  e TG  al  di  là  del  vertice  T, 
app-H-terrebbero  al  ramo  dell’intersecazione  situato  sulle  Falde 
superiori , delle  quali  siam  convenuti  fare  astrazione. 
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Riguardo  al  piano  verticale , sarà  bastevole  proiettare  sulla 
linea  della  terra  i piedi  F,  G,  Il  de’  Iati  non  ha  guari  cousidc* 
rati,  e lé  loro  proiezioni  verticali  T'F',T'G',S'H' , so;ninini> 
streranno  co’ loro  incontri , i punti  K'ed M' della  cnrva  d’inter- 
secazione proiettati  su  questo  piano;  inoltre,  si  sa  che  que- 
st’ultimi  punti  dovranno  essere  dipendenti  da  K ed  M,  per  la 
condizione  di  giacere  a due  a due  su  di  una  stessa  perpendico- 
lare alla  linea  della  terra  ; ciò  che  potrebbe  ancora  servire  a 
dedurli  gli  uni  dagli  altri , non  impiegando  che  un  solo  lato  sul 
piano  verticale.  Si  opererà  in  maniera  aU’iututto  simile  per 
le  altre  rette  che  partono  dal  punto  R:  ma  raccoinaudiaino  di 
dar  corainciamento  alla  traccia  del  disegno  dalla  ricerca  de’di- 
versi punti  notabili  de’ quali  parleremo  or  ora;  perocché  que- 
sti debbono  costruirsi  essenzialmente,  ed  una  volta  fissata  la  po- 
sizione loro,  sarà  facile  proporzionare  il  numero  de’ piani  se- 
canti iniennedi,  agl’intervalli  che  restano  fra  i punti  già.  ot- 
tenuti. 

ugg.  Punti  su  piani  limiti.  Se  la  traccia  R della  linea  (ST,S'T')  fm.  i,xxn 
non  è situata  dentro  delle  due  basi , si  potranno  condurre  da 
questo  punto  due  rette  RPQ  ed  RUV  ciascuna  delle  quali  sia 
insieme  tangente  ad  unti  delle  òasi  c secante  all’  altra  : al- 
lora quest^  rette  saranno  le  tracce  de’ piani  secanti  limiti;  jie- 
rocclié  si  scorge  bene  che  ogni  piano  condotto  pei  due  vorti- 
ci , il  quale  fosso  fuori  dello  spazio  angolare  VRQ , non  incon- 
trerebbe più  che  un  solo  de’ coni , e perciò  non  potrebbe  con- 
tenere alcun  punto  della  loro  intersecazione.  Inoltre , se  si  ap- 
plica al  piano  limite  RPQ , la  maniera  generale  di  costruzione 
indicata  nel  numero  precedente,  si  otterrà  il  punto  (L,L')  in 
cui  la  generatrice  (SLQ,S'L'Q')  sarà  tangente  alla  curva 
d’ intersecazione  wcWó  spazio,  e questo  contatto  dovià  veri- 
ficarsi su  i due  piani  di  proiezione  come  si  vede  nel  nostro 
disegno.  Infatti  la  generatrice  (SQ,S'Q')  è contenuta  nel  pia- 
no limite  RQ  che , per  ipotesi , è tangente  al  cono  T secondo  il 
latoTLP;  ma  essa  sta  evidentemente  anche  nel  piano  che  tocche- 
rebbe il  ceno  S lungo  SLQ;  dunque  è l’intersecazione  de’piani 
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Uugenli  condotti  alle  due  superiìcie  dal  punto  ( L , L') , e per 
- conseguenza  ( n.ai  J)  ò tangeute  alla  curva  secondo  la  quale  si 
tagliano  queste  superGcie. 

Si  dimostrerà  nello  stesso  modo  che  il  piano  limite  HUV  som- 
ministra  un  punto  (N,N')j  nel  quale  la  curva  è toccala  dal  lato 
(SVjS'V')  sopra  i due  piani  di  proiezione. 

3oo.  Punti  su  contorni  apparenti.  Si  faranno  passare  alcuni 
piani  secanti  pe’puntiB,E,D,  in  cui  terminano  i lati  che  forma- 
no il  contorno  apparente  di  ciascuna  superficie  , e col  metodo 
generale  del  n.a^Ssi  otterranno  i punti  )(«,«')> 

(S,S'),nc’ quali  la  curva  toccherà,  ma  solamente  su/ uer- 
ticale,  i lati  corrispondenti.  In  elTetto  nel  punto  ((,(')  , a modo 
di  esempio , la  tangente  della  curva  nello  spazio  è distinta  total- 
mente dalla  generatrice  (SB,S'B'):  ma  queste  rette  sono  tutte  a 
due  nel  piano  S'B'B  tangente  lungo  questa  generatrice  ; e sic- 
come cotal  piano  c evidentemente  perpendicolare  al  verticale;  ne 
risulta  che  la  tangente  e la  generatrice  della  quale  parliamo  si 
confonderanno  nella  proiezione  verticale  ; laonde  farà  mestieri 
che  la  retta  S'B'  tocchi  la  curva  sul  piano  verticale , mentrechè 
SB  è ben  lungi  d’esscr  tangente  alla  proiezione  orizzontale. 

Osserviamo  d’altronde , che  sempre  avrà  luogo,  in  qualche^ 
duno  de’ punti  de’ quali  abbiam  fatto  cenno,  il  passaggio  della 
parte  visibile  a quella  invisibile  della  curva  d’intersecazione; 
è perciò  importantissimo  costruire  i punti  situati  sul  contorno  ap- 
parente , preferibilmente  ad  altri  che  sarebbero  anche  a quelli 
, vicinissimi.  Di  più  daremo  ben  tosto  una  r^ola  generale  per  di- 

stinguere gli  archi  visibili  dagl’invisibili  sulla  curva  d’interseca- 
zione. 

rrc.  LXXll.  3oi.  La  tangente  in  un  punto  qualunque  (M,M')  di  questa 
curva  sarà  somministrata  ( n.  atS)  dalla  intersecazione  de’ due 
piani  che  toccano  i coni  lungo  i lati  SMH  e TMG:  or  le 
tracce  orizzontali  di  questi  piani  sono  le  rette  Hd  e GO  tangenti 
alle  basi;  dunque  il  punto  6 in  cui  queste  si  tagliano,  è il  piede 
della  tangeute,  e per  conseguenza  ha  per  proiezione  orizzon- 
tale la  retta  OM.  La  proiezione  verticale  O'M'  si  ollerrà  proiet- 
tando il  punto  ù sulla  linea  della  terra  in  ù'. 
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302.  PotrebbesI  ancora  ricercane  il  punto  più  basso  ed  il  più 
allo  della  curva  d’intersecazione,  cioè  quelli  in  cui  la  tangen- 
te sarà  orizzontale.  Perciò  farà  d’uopo  in  prima  cercare  un 
piano  secante  RarX  tale  che  tagli  le  basi  in  due  punti  ar  ed  X 
pe’ quali  le  tangenti  xy  ed  XY  risultino  parallele:  questa  pri- 
ma investigazione , die  sarà  più  o meno  facile  secondo  la  natura 
delle  curve  AHB , DGE , potrà  sempre  effettuarsi  in  maniera 
sufficientemente  esatta , dietro  alquanti  tentativi  fatti  su  diverso 
secanti  condotte  dal  punto  R,  e per  le  quali  le  tangenti  alle 
due  basi  convergeranno  in  verso  contrario.  Ciò  premesso  , si 
applicherà  al  piano  secante  Ra:X  il  metodo  generale  del  n.  2gS, 
e si  otterrà  un  punto  ( ;,§')  per  il  quale  la  tangente  alla  curva 
d’intersecazione  giacerebbe  su’ due  piani  tangenti  lungo  i lati 
Tx  ed  SX  ; ma  questi  avendo  le  tracce  xy  ed  XY  per  ipotesi 
parallele  fra  loro , non  potranno  tagliarsi  se  non  secondo  una 
retta  parallela  egualmente  ad  XY,  e per  conseguenza  orizzon- 
tale. Dunque  il  punto  (§,§')  sarà  il  più  basso  della  curva  d’ in- 
tersecazione , e di  una  maniera  simile  si  troverebbe  \\ più  alto. 

303.  Oss£RVAzio?rE  I.  Per  distinguere  sulla  proiezione  verti- 
cale della  intersecazione  gli  archi  visibili  da  quelli  che  noi  so- 
no, fa  d’uopo  osservare  che  se  il  cono  S stesse  solo  nel  disegno,  fk;.  lWii. 
i lati  che  terminano  sull’arco  AQB,  sarebbero  tutti  visibili  sul 

piano  verticale , laddove  quelli  che  cadono  sull’iurco  AYB  non 
sarebbero  veduti;  parimente  se  il  cono  T esistesse  solo,  i suoi 
lati  visibili  terminerebbero  sull’arco  DPE , nel  mentre  che 
tutti  gli  altri  sarebbero  invisibili.  Ma  quando  i due  coni  esi- 
steranno simultaneamente  come  nella  quistione  attuale , potrà 
avvenire  che  un  lato  visibile  sul  primo  , si  trovi  in  tutto  o in 
parte  nascosto  dal  secondo;  nondimeno  se  questo  lato  venisse 
ad  incontrare  una  generatrice  anche  visibile  su  quest’  ultima 
superficie,  allora  è chiaro  che  ritornerà  ad  esser  vibitfilc  in 
questo  luogo.  Dall’altro  c^to  , un  punto  quando  si  trova  su- 
]ira  un  luto  invisibile , considerando  solamente  il  cono  al  quale 
appartiene  , resterà  a più  forte  ragione  invisibile  certamente 
quando  le  due  superficie  esisteranno  insieme.  Onde  possiamo 
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stabilire  le  due  regole  g^tienli , per  mezzo  delle  quali  il  lettore 
potrà  giudicare  facilmente  delle  parti  piene  o punteggiate  del 
nostro  disegno  sul  piano  verticale. 

Un  punto  della  curva  d’inlertecazione  sarà  rista  ile,  quan- 
do sarà  somministrato  dall’  incontro  di  due  generatrici  ri- 
SIBILI  l’ una  e l’altra,  su  ciascheduna  superficie  considerata 
isolatamente. 

Un  punto  dell’intersecazione  sarà  infisibile,  quando  ver- 
rà somministrato  dall’incontro  di  due  generatrici  una  delle 
quali  almeno  è invisibile  sulla  superficie  cui  essa  appartiene. 

Queste  due  regole  sono  egualmente  vere  per  la  proiezione 
orizzontale , ma  qui  ove  i due  vertici  son  proiettati  al  di  den- 
tro delle  basi , non  esiste  piano  tangente  che  sia  verticale  , per 
la  qual  cosa  ( ».  to6)  tutt’  i lati  de’  due  coni  sono  visibili  sul 
piano  orizzontale,  allorché  ciascuna  superQcie  esiste  sola  e si  fa 
astrazione  delle  falde  superiori , come  siam  convenati  ne’  dati 
della  quistione.  Laonde  l’applicazione  della  prima  regola  ci 
mostra  che  la  curva  d’intersecazione  è tutta  quanta  visibile  sul 
piano  orizzontale , eppcrò  debb’esscre  marcala  con  tratto  pieno. 

3o4-  Osserviamo  inoltre  che  le  regole  precedenti  sono  appli- 
cabili ancora  all'intersecazione  di  due  superGcie  qualunque, 
purché  s’intenda  col  yocahoìo  generatrice  la  linea  retta  o cur- 
va che  col  suo  movimento  genera  la  superficie  particolare  della 
quale  si  tratta;  e che  dopo  aver  determinato  ( ».  /o^  ) il  contorno 
apparente  di  questa  superficie  su  ciascuno  de’ piani  fissi,  si  passi 
a riconoscere  quali  sieno  le  porzioni  delle  generatrici  situate  a- 
vanti  o sopra  questo  contorno  apparente. 

3o!5.  Osservazione  II.  Nella  intersecazione  di  due  coni,  come 
iu  quella  di  due  cilindri  ( ».  zgS')  può  esservi  penetrazione  o 
sfaldatura.  Il  primo  caso  ha  luogo  neU’altuale  disegno , per- 
chè le  tracce  IIUV,IIPQ  de’ due  piani  limiti  sono  tangenti  alla 
stessa  base;  ma  questa  penetrazione  non  esclude  sempre  resi- 
stenza de’ ritmi  infiniti , come  si  vedrà  nel  disegno  73.  Vi  sarà 
sfaldatura  se  uno  de’piani  limiti  è tangente  alla  prima  base  c 
T altro  alla  seconda. 
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3o6.  Dei  rami  isfi.mti.  Togliamo  ad  esempio  di  qiicsla  ri- 
cerca I due  coni  rappresentati  sul  piano  verticale  da  D'S'E'  cd 
A'T'B',  le  cui  basi  sono  l’ellisse  DFE  ed  il  cerchio  AIIB.  Cer- 
cando primieramente  i piani  limiti  ( n.  sgg  ) , si  otterranno  le 
rette  RL  ed  RK,  tangenti  il  cerchio  c secanti  l’ ellisse;  poscia 
ciascuna  di  esse , per  esempio  RL , somministrerà  tre  lati  TN , 
SM , SL  situati  nello  stesso  piano , i quali  col  loro  incontro  da- 
ranno due  punti  'X  ed  (a  in  cui  la  curva  sarà  toccata  dalle  gene- 
ratrici SL  ed  SM.  Per  un  altro  piano  secante  RIGHE  situato  fra 
ì piani  limiti , si  otterranno  quattro  lati  che  daranno  solamente 
tre  punti  dell’ intersecazione,  poiché  l'incontro  delle  due 

generatrici  TU  ed  SG  qui  non  avrebbe  luogo , che  al  di  là  dei 
vertici  T cd  S,  e per  conseguenza  sulle  falde  superiori  de’ due 
coni , de’  quali  facciamo  astrazione  per  lo  stesso  motivo  che  al 
n.  2gj. 

I punti  determinati  in  proiezione  orizzontale  , lo  saranno  sul 
piano  verticale , proiettando  sulla  linea  della  terra  i piedi  delle 
generatrici  somministrate  da  ciascun  piano  secante , e congiun- 
gendoli con  T'  ed  S'.  Inoltre  se  si  considerano  le  generatrici 
relative  al  contorno  apparente  de’ due  coni,  le  quali,  secondo  la 
disposizione  attuale  de’ dati,  sono  tutte  e quattro  situate  nel  pia- 
no verticale  RST,  si  otterranno  immediatamente  i punti 
che  farà  mestieri  proiettare  sopra  RT  in  d,S,s  ; poscia  siccome  i 
punti  Y ed  U in  cui  si  tagliano  le  due  basi , fanno  evidenlemenr 
te  parte  dell’intersecazione  de’ due  coni,  questa  curva  si  pre- 
senterà sotto  la  forma  di  due  rami  distinti 

( dp.<fSxd,d‘f^'S'  ) e ( V(AysU,V'(A's'  ) 

807.  Si  avrebbe  un  terzo  ramo  d’ intersecazione , se  avessimo 
tenuto  conto  delle  due  falde  superiori;  ma  in  tutti  i casi  in  cui  le 
basi  dei  due  coni  sono  curve  di  secondo  grado,  l’insieme  de’ rami 
dcH’intersecazionc  dovrà  formare,  su  ciascun  piano  di  proiezione, 
un  sistema  di  linee  che  una  retta  non  può  incontrare  in  più  di 
quattro  punti.  In  effetto  le  equazioni  di  due  superfìcie  coniche 
essendo  di  secondo  grado,  non  potrannodare  mercè  reliminazioiio 
di  nua  delle  variabili  ir,y,z  che  una  equazione  finale  di  quarto 
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grado  ni  più  ; di  maniera  che  combinnta  questa  con  quella  di 
una  retta  qualunque,  non  darà  giammai  più  di  quattro  soluzio* 
ni  comuni. 

3o8.  Nel  disegno  attuale  abbiamo  disposto  le  due  basi  ed  i veri 
Ftr..  lici , in  modo  che  il  piano  verticale  RST  divido  evidentemente 

Lxxui.  j(j  due  parti  uguali  tutte  le  corde  che  gli  sono  perpendicolari 

in  ciascuna  delle  superficie  coniche,  come  UV,LR, sicché 
questo  piano  è un  piano  principale  comune  a queste  due  su- 
perjicie  di  secondo  grado.  Ora  si  sa  (•)  che  allora  la  curva  di 
intersecazione  è non  solamente  simmetrica  da’ due  lati  di  questo 
piano , ma  che  si  proietta  altresì  tutta  su  questo  piano  principa- 
le in  una  linea  di  secondo  grado;  e però  le  curve  e'ji'Y'  c S'\'d‘ 
sono  qui  porzioni  d’una  medesima  iperbole.  D'altronde  il  ramo 
>.'ò'  prolungato  fino  all’incontro  delle  due  generatrici  A'T'  ed 
E'S',  comincerebbe  allora  a ricevere  la  proiezione  della  curva 
secondo  la  quale  si  tagliano  le  falde  superiori  de’  due  coni. 

Sog.  L’ intersecazione  di  due  coni , in  conseguenza  ancora 
delti  simmetrìa  che. presenta  da  una  parte  e dall’  altra  del  piano 
verticale  RST,  va  a tagliare  bniscamente  le  generatrici  del 
contorno  apparente  ne’  punti  rf',S'  ed  s';  mentre  in  generale 
una  curva  situata  su  di  una  superficie  qualunque  deve  toccare 
in  proiezione  il  contorno  apparente  nel  punto  ov’  essa  l’ in- 
contra. Poiché  per  questo  punto,  la  tangente  della  curva  e 
quella  del  contorno  apparente  sono  tutte  e due  situate  in  un 
.piano  tangente  perpendicolare  ( n.  106)  al  piano  di  proiezio- 
ne, c quindi  le  proiezioni  di  queste  due  tangenti  si  confondo- 
no : ma  allorché  avviene  come  qui  al  punto  {d  , d'  ) , che  la 
tangente  della  curva  é perpendicolare  al  piano  verticale  , 
allora  la  proiezione  di  questa  retta  si  riduce  al  punto  unico  d' , 
c Y elemento  che  sarebbe  stato  comune  alla  curva  ed  al  con- 
torno apparente , venendo  a svanire  sulla  proiezione  verticale  , 
queste  due  lince  non  offrono  più  fra  loro  alcun  contatto, 


(*)  Vedi  V Analisi  applicata  alla  geometria  capitolo  IX. 
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3 1 o.  Intanto  esamininnio se  l’intersecazione  presenterà  deVflwi» 
injìniti,  e perciò  cerchiamo  se  esiste  sopra  uno  de’ coni  qual- 
che generatrice  che  sia  parallela  ad  una  delle  generatrici  del- 
V altra  superjicie  cornea  / perchè  se  questa  particolarità  non  ha 
luogo,  l’incontro  di  due  Iati,  situati  in  un  medesimo  piano,  non 
potrà  farsi  che  ad  una  distanza  finita , e per  conseguenza  niuii 
ramo  dell’ intersecazione  si  estenderà  indefinitamente. 

A fine  di  riconoscere  se  esistono  sopra  i due  coni , due  lati  ri- 
spettivamente paralleli,  s’immaginerà,  per  esempio,  che  il  cono 
T sia  trasportato  parallelamente  a se  stesso  sino  a che  il  vertice, 
strisciando  sulla  retta  (TR,T'R'),  venga  a coincidere  col  vertice 
(S.S'),  e dopo  si  costruirà  la  traccia  orizzontale  di  questo  cono 
così  trasportato,  che  chiameremo  il  cono  T".  Per  ottenere  que- 
sta novella  base  che  sarà  una  curva  simile  ad  AVB , basterà  in 
generale  condurre  dal  punto  (S,S')  dive'rsc  rette  parallele  a’Iati 
del  cono  primitivo  T,  e cercare  le  loro  tracce  orizzontali:  ma  al- 
lorché il  cono  T avrà  per  base  un  cerchio , come  nell’ attuale  e- 
sempio,  basterà  evidentemente  di  condurre  la  retta  ( S'<z' , Sa  ) 
parallela  a (T'A',TA),  e l’altra  (S'i',Si)  parallela  a (T'B', 
TB),  indi  descrivere  uff  cerchio  sulla  distanza  ab  come  diame- 
tro. D'altronde  questo  cerchio,  o in  generale  la  traccia  del  co- 
no T",  dovrà  essere  tangente  a’due  piani  limiti  RL  ed  RK,  poi- 
ché quest’ ultimi  toccano  il  cono  T,  e passano  per  la  retta  ( TR, 
T'R')  lungo  la  quale  ha  strisciato  il  vertice  del  cono  movibile. 

311.  Ciò  postose  la  nuova  base  a non  ha  alcun  punto 
comune  con  la  base  DLE  del  cono  fisso  S , i due  coni  S e T" 
non  hanno  alcuna  generatrice  comune , laonde  i coni  S e T 
non  avevano  lati  parallclli;  poiché  due  lati  che  riterrebbero  que- 
sta condizione , dovrebbero  manifestamente  coincidere , allorché 
il  vertice  T è pervenuto  in  S.  Dunque  in  questo  caso  l’interse- 
cazione de’ due  coni  non  ammette  alcun  ramo  infinito. 

3 12.  Se,  come  nel  disegno  attuale  la  base  aQó  taglia  in  qual- 
che parte , per  esempio  in  Q , la  base  DLE  del  cono  immobile 
S,  i due  coni  S e T”  avranno  una  generatrice  comune  SQ; 
quindi  allorché  si  riporterà  T"  in  T questa  generatrice  diverrà 

26 
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i]  lato  TP  parallelo  ad  SQ;  questi  lati  saranno  due  gcncratriri 
rispellivameiilc  parallele  su’ coni  primitivi  T ed  S,  ed  i loro  pie- 
di P e Q dovranno  senza  dubbio  trovarsi  sopra  una  retta  che 
termina  in  R , la  quale  sarà  la  traccia  del  piano  che  contiene 
questi  due  lati.  Allora,  a misura  che  i piani  secanti  si  accoste- 
ranno adRQP,  due  de’ lati  ch’cssi  somministreranno  si  avvicine- 
ranno sempre  più  ad  essere  paralleli  , il  loro  punto  di  sezione 
sarà  più  lontano,  e iìnalmenle  giungerà  ad  una  distanza  inGui- 
fa , quando  si  perverrà  alle  due  generatrici  TP  od  SQ  ; di  ma- 
niera che  vi  sarà  un  ramo  inGuitO£;AV che  convergerà  verso  l’una 
0 l’altra  di  queste  generatrici.  Una  conseguenza  simile  avrà  luogo 
pel  ramo  sU  , il  cui  prolungamento  indcGnito  è indicato  dalle 
due  generatrici  parallele  Sy  e Ty>,  alle  quali  conduce  il  secondo 
punto  di  sezione  q del  cerchio  nQA  con  l’ellisse  DLE;  ed  inol- 
tre , le  due  medesime  coppie  di  generatrici  parallele,  darebbero 
ben  anche  i punti  iiiGiiitamente  lontani  del  ramo  d’interseca- 
zione, prodotto  dalle  due  falde  superiori,  ma  che  non  abbiamo 
voluto  rappresentare  nel  nostro  disegno. 

KstM.xxiii  3i3.  De^li  assintotì.  Quando  un  ramo  inGiiito  «(zV  risulta 
come  qui,  da  un  vero  punto  di  sezione  fra  le  basi  DLE  ed  oQ^, 
questo  ramo  indeGuito  ammette  un  assintoto.  In  effetto,  questo 
àssintoto  essendo  la  tangente  dell?  curva  corrispondente  al  pun- 
to iiiGnitamente  lontano  verso  il  quale  tendono  le  due  gene- 
ratrici parallele  TP  ed  SQ,  sarà  somministrato  dalla  interseca- 
zione de’  piani  tangenti  a’ due  coni  lungo  queste''  generatrici; 
c siccome  tali  piani  hanno  per  tracce  le  rette  POeQO  tangenti  alle 
basi,  il  punto  6 in  cui  si  taglieranno  queste  tracce  , apparterrà 
all’assintoto  dimandato,  ilqnalesarà  parallela  adSQ, 

poiché  i due  piani  tangenti  essendo  paralleli  ad  SQ,  non  possono 
tagliarsi  che  secondo  una  linea  parallela  a questa  generatrice. 

L’altro  assintoto  gv  si  otterrà  di  maniera  simile,  ed  a cagione 
della  simmetria  de’ dati  attuali  da  una  parte  e dall’altra  del  pia- 
no verticale  RST , dovrà  tagliare  il  primo  sulla  retta  RT.  Inol- 
tre , questi  due  assinloti  saranno  nel  tempo  stesso  il  limite  delle 
tangenti  al  ramo  dell’ intersecazione  delle  due  falde  superiori. 
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3i4-  Proiettando  il  punto  0 o | sulla  linea  della  terra , e coii- 
ducendo  una  parallela  alla  generatrice  S'Q' , si  avrebbe  Tassiii- 
toto  comune  a’due  rami  (a'V'  c ).'S'  dell’iperbole  che  riceve  la 
proiezione  verticale  dell’ intersecazione  : ma  le  considerazioni 
precedenti  non  somministrano  però  il  secondo  assintoto  di  (]uesln 
iperbole.  La  ragione  di  tale  diiierenza  è facile  a scorgere  ; 
perocché  i rami  e \'d' , quantunque  indefiniti,  non  rice- 
vono più  alcun  punto  dell’intersecazione  al  di  là  di  s^e  di  sic- 
ché son’essi  veramente  limitati , fintanto  che  si  considerano  come 
appartenenti  a’  due  coni  simultaneamcute , e per  conseguenza 
non  ammettono  assinloti  sotto  questo  punto  di  veduta,  eh’ è 
quello  del  problema  attuale.  In  vece  che,  de’due  rami  ix'V'  c 
y's',  il  primo  é veramente  indefinito  sotto  tutti  i rapporti  (n.,?/2); 
e quantunque  sembrasse  il  secondo  terminare  al  punto  S',  quan- 
do si  considera  come  il  luogo  geometrico  de’ punti  comuni  alle 
due  superficie  coniche,  nondimeno,  dopo  un  intervallo  immagi- 
nario sotto  questo  rapporto , questo  ramo  diviene  nuovamenli; 
rea/e  a contare  dal  punto  d’ incontro  delle  generatrici  .\'T' cd 
E'S';  perché  riceve  allora  la  proiezione  dell’ intersecazione  dello 
due  falde  superiori  ( n.  3o8)  , ch’è  parimente  una  curva  indefi- 
nita. Adunque,  per  siffatto  motivo,  il  metodo  delle  intersecazioni 
doveva  somministrare  l’assintoto  di  questo  ramo  d’iperbole. 

3iS.  Jtamo  vanito  senza  assintoto.  Se  fosse  avvenuto,  dopo 
la  costruzione  del  n.  Sto,  che  la  base  aQi  del  cono  T"  avesse 
toccato  la  base  DLE  in  un  punto  qualunque  Q , allora  il  lato 
SQ  sarebbe  stato  comune  a’due  coni  S e T"  , e per  conseguen- 
za , le  superficie  S e T avrebbero  avuto  ancora  due  generatrici 
parallele  SQ  e TP;  per  la  qual  cosa  l’intersecazione  presente- 
rebbe ancora  un  ramo  infinito , ma  questa  curva  non  ammette- 
rebbe più  assintoto.  In  fatti,  le  basi  DLE  ed  aQò  avendo,  per 
ipotesi,  una  tangente  comune  in  Q,  i piani  tangenti  a’ coni  S 
c T"  lungo  il  lato  SQ  , coinciderebbero  compiutamente:  dun- 
que, quando T"  sarà  ricondotto  parallelamente  a se  stesso  nella 
jiosizione  primitiva  T,  i piani  tangenti  lungo  le  generatrici  SQ 
c TP,  si  ridurrebbero  paralleli  fra  loro;  e quindi  la  loro  in- 
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t^rvccazione , che  dev’essere  l’assintoto  dimandato,  si  trasporle^ 
rebbe  tutta  ad  una  distanza  infinita , vale  a dire  non  esisterelr- 
be  più  per  noi.  La  qual  cosa  è ciò  che  ha  luogo  in  una  parabo' 
la  ordinaria,  in  cui  le  tangenti  iton  bando  limiti  finiti. 

PaOBltiHA  III.  Intersecazione  di  un  cono  e di  un  cilindro, 

316.  Siccome  la  quistione  cfiilnciata  ha  molta  analogia  co’duc 
problemi  precedenti , ci  contenteremo  di  accennarne  la  soluzio- 

Fie . figura  in  prospettiva.  Sieno  dunque  SAB  il  cono 

L.X.X1V.  e CDE  il  cilindro  proposto  ; si  condurrà  pel  vertice  S una  pa- 
rallela SR  a’  lati  del  cilindro,  e facendo  passare  per  questa  retta 
diversi  piani  secanti , produrranno  evidentemente  nelle  due  su- 
perficie sezioni  rettilinee  facilissime  a costruire,  i cui  punti  d’in- 
contro scambievole  apparterranno  alla  curva  dimandata. 

317.  I piani  secati  limitisi  otterranno  ancora  conducendo  pel 
punto  R due  rette  RR.  ed  RL , che  sieno  tangenti  ad  una  delle 
basi  e secanti  per  rispetto  all’  altra  ; e questi  piani  somministre- 
ranno de’ punti  in  cui  la  curva  sarà  toccata  da’ lati  del  cono , o 
da  quelli  del  cilindro , secondo  che  il  piano  limite  RL  taglierà 
l’uua  o l’altra  di  queste  superficie. 

3 18.  Quando  le  due  basi  saranno  curve  chiuse,  non  vi  sarà 
ramo  infinito  se  non  nel  caso  che  una  delle  generatrici  del  cono 
sia  parallela  a’ lati  del  cilindro;  e si  riconoscerà  tosto,  poiché 
allora  la  retta  SR  dovrà  terminare  precisamente  sul  contorno 
della  base  ÀLBK.  Ed  anche  farà  mestieri  che  la  tangente  in 
questo  punto  possa  tagliare  la  base  del  cilindro;  senza  di  che, 
niun  ramo  dell’intersecazione  convergerebbe  verso  la  genera- 
trice SR,  come  è facile  di  scorgere,  costruendo  la  figura  relativa 
a questo  caso  particolare. 

Problema  IV.  Intersecazione  di  un  cono  e di  una  sfera  con- 
centrica. 

Fitì.  LXXV.  3 19.  Sieno  (S,S')  il  vertice,  ed  ABCDE  ....  la  base  del 
cono  proposto;  sieno  ancora  XKY  ed  X'Z'Y'  le  proiezioni  del- 
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la  sfera , che  ha  il  suo  centro  in  (S,S'  ),  e che  supponiamo  qui 
ridotta  all’ emisfero  inferiore,  affinchè  apparisca  la  curva  d’in- 
tersecazione sul  piano  orizzontale.  Adopreremo  per  tagliare  que- 
ste due  superficie  diversi  piani  verticali  condotti  per  il  vertice  (S, 
S'  ) ; quello  di  tali  piani  secanti , che  ha  per  traccia  la  retta 
qualunque  SM , incontra  la  base  del  cono  al  punto  M , e per 
conseguenza  taglia  questa  superficia  secondo  il  lato(SM,S'M'), 
mentre  che  nella  sfera  dà  per  sezione  un  cerchio  massimo.  Se 
dunque  abbassiamo  questo  piano  SM  sul  meridiano  principale 
SY , il  cerchio  massimo  coinciderà  conX'Z'Y' , e la  generatrice 
diverrà  (SP,S'P');  allora  queste  due  linee  tagliandosi  nel  punto 
( Q , Q'  ),  basterà  riportar  questo , mediante  un  arco  di  cerchio 
orizzontale,  sulla  generatrice  primitiva  in  (»i,m'),il  quale  sarà 
un  punto  della  curva  d’intersecazione  del  cono  con  la  sfera. 

320.  Sarà  ben  fatto  applicare  nello  stesso  tempo  la  costru- 
zione precedente  a’due  piani  meridiani  SM  ed  SN,  che  incon- 
trano la  base  del  cono  in  due  punti  M ed  N situati  ad  eguale 
distanza  da  S ; perciocché  si  otterrà , mediante  lo  stesso  paral- 
lelo RQ'  della  sfera,  un  secondo  punto  (n,n')  situato  sulla  ge-. 
neratrice  ( SN,S'N'),  la  quale  verrà  manifestamente  ad  abbas- 
sarsi del  pari  sopra  S'P'.  Inoltre , si  dovranno  specialmente  co- 
struire collo  stesso  magistero,  i punti  della  curva  d’interseca- 
zione che  saranno  situati  su’  lati 

( SA,S'A'  ; , ( SB,S'B'  ) , ( SE,S'E'  ) , ( SP,S'F') , 
i quali  formano  il  contorno  apparente  del  cono , ovvero  sono  si* 
tuati  nel  meridiano  che  dà  il  contorno  apparente  della  sfera  ; 
perchè  in  tal  guisa  si  otterranno  i quattro  punti 

(«,«'), (M'), (e, e'), (/,/'), 

in  cui  la  curva  deve  toccare , sul  piano  verticale , l’uno  o l’altro 
di  questi  contorni  apparenti.  D’altronde,  in  conseguenza  della 
regola  stabilita  al  n.  Jo4^  sarà  sempre  in  alcuni  di  questi  punti 
che  si  farà  il  passaggio  dalla  parte  visibile  alla  parte  invisibile 
della  proiezione  verticale  ; qui  a modo  di  esempio , questo  pas- 
saggio ha  luogo  in  (A, A')  e non  in  (a,o') , perchè  il  lato  (SA, 
S'A')  c già  indietro  del  meridiano  (SX,Z'X')  ; mentre  che 


Digilized  by  Coogle 


ao6  UBRO  ir. —IKTERSEC^ZIOM  DELI.S  SUPERFICIE.  ' 

all’altra  estremità  della  curva  questo  passaggio  ha  effetto  al  punto 
(c,e'),  perciocché  la  generatrice  (SE,S'E')  sta  innanzi  del  me- 
ridiano (SY,Z'Y'). 

In  quanto  poi  alla  proiezione  orizzontale , essa  è interamente 
visibile;  poiché  l’emisfero  superiore  é tolto,  e la  superficie  co- 
nica é ridotta  alla  sua  falda  inferiore , ed  avendo  il  suo  vertice 
proiettato  in  dentro  della  base , non  ammette  piani  tangenti  ver- 
. ticali  ( n. 

3 ai.  E interessante  determinare  la  proiezione  precisa  del 
FIO.  LTLxy,  punto  ff' , in  cui  la  proiezione  verticale  dell’intersecazione  pre- 
senta un  nodo.  A tale  effetto , osserviamo  che  questo  nodo  deve 
provenire  da’ due  punti  e (v,g')  che  saranno  i.°  posti 

alia  medesima  altezza;  a.°  situati  su  due  latiSG,SV,  confusi  in 
proiezione  verticale,  i piedi  de'’quali  per  conseguenza  corrispon- 
deranno ad  una  corda  GV  perpendicolare  alla  linea  della  terra. 
Ma  siccome  i due  punti  cercati  appartengono  inoltre  alla  sfera , 
essi  saranno  egualmente  distanti  dal  centro  (S,S');  dunque  si 
avrà  S^=Su , e per  conseguenza  SG=SV , di  maniera  che  la 
corda  incognita  GV  dovrà  avere  il  suo  mezzo  I sopra  SY.  Or  la 
retta  A£  essendo  ad  evidenza  il  diametro  coniugato  di  tutte 
le  corde  parallele  ad  EE',  ne  segue  ch’essa  contiene  ancora 
il  mezzo  I della  corda  GV;  laonde,  quest' ultima  sarà  determir 
nata  dall’incontro  di  AE  eon  SY,  ed  applicando  allora  alle  ge- 
neratrice SG,SV,  il  metodo  generale  del  n.  3/g,  si  troveranno 
i due  punti  che  si  proiettano  in  g'  sul  piano  verticale. 

322.  Della  tangente.  Per  ottenere  questa  linea  relativamente 
ad  un  qualunque  punto  (wj,ot'),  fa  d’uopo  cercare  l’interseca- 
zione de’ due  piani  che  toccano  la  sfera  ed  il  cono  in  questo  pun- 
to. Or,  da  ciò  che  abbiam  detto  ( n.iSS.^  i34-)  per  una  superfìcie 
di  rivoluzione  , apparisce  chiaramente  che  basterà  condurre  in 
Q',  la  tangente  Q'T'  al  meridiano  pricipale  della  sfera , poscia 
rapportare  la  distanza  D'T'  in  ST , sul  meridiano  SM , e final- 
mente dirigere  perpendicolarmente  a quest’ultimo  piano  la  ret- 
ta Td,  che  sarà  la  traccia  orizzontale  del  piano  tangente  della 
sfera  nel  punto  ( m , m').  Rispetto  al  piano  tangente  del  cont>^ 


Digitìzed  by  Googl 


f AriTOT-o  iii,“-j>T8HS£CAZiorfi  DI  DIE  srpÈnr.  cunvE.  *07 
psso  toccherà  questa  superficie  lungo  la  generatrice  (SM,S'M'), 
e quindi,  avrà  per  traccia  la  retta  M6  che  tocca  la  base  al  pun- 
to M.  Dunque  il  punto  6 in  cui  si  tagliano  queste  due  tracce , 
appartiene  alla  tangente  dimandata,  la  quale  è per  conseguenza 
proiettata  su  6m  e 6'm'. 

323.  Possiamo,  dopo  queste  considerazioni,  costruire  il  punto 
joiti  allo  o il  più  basso  della  curva  , vale  a dire  in  generale  que’ 
punti  in  cui  la  tangente  sarà  orizzontale.  In  fatti  poiché  una  tal 
retta  sarà  contenuta  nel  tempo  stesso  da’ due  piani  tangenti  alle 
superficie  proposte,  farà  d’uopo  evidentemente  che  questi  abbia- 
no le  loro  tracce  orizzontali /lara/Zcfe  l’una  all’ altra.  Or  sup- 
ponendo che  il  punto  cercato  sia  sulla  generatrice  (SC,S'C'), 
il  piano  tangente  del  cono  avrebbe  per  traccia  la  tangente  al 
punto  C della  base , ed  il  piano  tangente  della  sfera  avrebbe  la 
sua  traccia  orizzontale  perpendicolare  al  meridiano  SCK  ; cosi , 
aillnchc  queste  due  tracce  sieno  parallele , farà  mestieri  che  SC 
sia  normale  alla  curva  ABDE.  Dunque,  conducendo  dal  punto 
S nel  piano  orizzontale  una  norujale  SC  alla  base  del  cono , e 
costruendo  col  metodo  generale  del  n.  3tg,  l’incontro  della  ge- 
neratrice (SC,S'C')  colla  sfera , si  otterrà  il  punto  (c,c')  in  cui 
la  tangente  dell’intersecazione  sarà  orizzontale.  Questo  punto 
è qui  il  più  basso , e si  avrebbe  il  più  alto  conducendo  una  se- 
conda normale  che  terminerebbe  verso  il  punto  L della  base  : 
ma  non  abbiamo  espressa  quest’ ultima  costruzione  sul  nostro 
disegno,  perchè  ne  sarebbe  risultata  confusione  con  alcune  altre 
linee  essenziali  a manifestare. 

Secondo  i dati  attuali  non  si  possono  condurre  dal  punto  S 
più  di  due  normali  all’ellisse  ABDE;  ma  per  un’altra  posizione 
di  S , il  numero  di  queste  normali  potrà  giugere  fino  a quattro, 
come  dimostreremo  ; ed  allora  la  curva  d’intersecazione  offrirà 
con  le  sue  inflessioni , quattro  punti  in  cui  la  tangente  sarà  oriz- 
zontale. 

324-  CoivDDRRE  TIRA  NORMALE  ad  Una  curvo piana  ABDE  da 
un  punto  S dato  nel  suo  piano.  Questo  problema , la  cui  so- 
luzione sarebbe  utile  nella  quistione  precedente , non  può  esser 
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risoluta  per  ria  direna  altrimenti , che  tracciando  dapprima  la 
sviluppata  aC5s  della  curva  primitiva,  sviluppata  la  quale  si  ot- 
tiene ( n.  1^’j  ) mediante  l’incontro  successivo  delle  normali  con- 
dotte da  punti  vicinissimi  sulla  curva  ABDE  ; in  seguito , resta 
a condurre  dal  punto  S , una  o molte  tangenti  a questa  svilup- 
pata , operazione  che  si  esegue  con  tutta  la  desiderabile  pre- 
cisione , dirigendo  una  riga  di  maniera  ohe  passi  pel  punto  S e 
che  poggi  sulla  curva  La  sola  incertezza  che  potrebbe  re- 
stare qui  , sarebbe  sulla  posizione  precisa  del  punto  di  contatto 
di  questa  tangente  colla  sviluppata  ; ma  questa  posizione  è del 
lutto  indiflercnte  nella  quistionc  attuale,  stantecfaè  il  punto  C, 
in  cui  terminerà  là  normale  sulla  sviluppante  ABDE,  sarà  chia- 
ramente determinato. 

Se  la  curva  primitiva  ABDE  è un’ellisse,  come  nel  disegno 
precedente  , si  sa  ( n.  200  ) che  la  sviluppata  »t5s  presenterà 
quattro  rami,  i quali  si  riuniranno  con  de’  punti  di  regresso  si- 
tuati sugli  assi;  ed  allora,  quando  il  punto  dato  S starà  al  di 
fuori  della  sviluppata,  non  si  potranno  evidentemente  condurre  a 
questa  curva  che  due  tangenti  SCed  SL,  le  quali  saranno  le  nor- 
mali dimandate  della  curva  primitiva  ABDE.  Ma  se  il  punto 
dato  S'  sta  al  di  dentro  della  sviluppata,  si  potranno  condurre 
a questa  curva  quattro  tangenti , cioè  S'C  ed  S'C'"  che  tocche- 
ranno come  poco  fa  i rami  5e  e C»;  ed  oltre  a queste,  due  altre 
S'C'  ed  S'C"  che  toccheranno  lo  stesso  ramo  C5,  in  fra  il  quale 
e i due  assi , trovasi  compreso  il  punto  dato  S'.  Con  ciò  abbia- 
mo suilicienteinente  giustificata  l’asserzione  emessa  alla  fine  del 
fi.  323,  sul  numero  delle  normali  che  si  potevano  condurre  alla 
base  ellittica  del  cono,  dal  punto  S. 

82 3.  Metodo  per  una  curva  di  errore.  Per  risolvere  il  pro- 
blema della  normale  condotta  dal  punto  S ad  una  curva  piana 
AA'A"A'". . . . , si  dà  qualche  volta  un  metodo,  che  malgrado 
il  difetto  grave  che  presenta , merita  non  pertanto  di  essere  co- 
nosciuto. Per  un  punto  arbitrario  A della  curva  proposta , con- 
duciamole una  tangente  AT,  ed  abbassiamo  su  quest’ ultima 
la  perpendicolare  ST.  Se  il  punto  A fosse  effettivamente  quello 
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in  cui  dee  terminare  la  normale  che  parte  da  S , è evidente  che 
il  piede  T della  perpendicolare  abbassata  sulla  tangente,  dovreb- 
be coincidere  con  A,  cioè  trovarsi  sulla  curva  data  AA'A”, . .; 
la  supposizione  precedente  è dunque  erronea;  ma  conducendo 
diverse  tangenti  A'T',A"T", e calandovi  sopra  le  per- 
pendicolari ST',ST",  i piedi  T,T',T“ forme- 
ranno una  curva  di  errore  o curva  ausiliare  TT'T" 

che  nel  suo  incontro  con  AA'A" , somministrerà  il  punto 

cercato  N ; c quindi  la  normale  dimandata  sarà  SN. 

326.  Per  mala  condizione  la  curva  ausiliare  'fT'T". . . . , 
non  che  tagliare  AA'A". . . . sotto  un  angolo  ben  pronunciato, 
ciocché  farebbe  d’  uopo  per  determinare  nettamente  la  posi- 
zione del  punto  N,  è sempre  tangente  alla  curva  primitiva. -Per 
conseguenza  questa  via  lasccrà  tanta  incertezza  sulla  posizione 
di  N , quanta  se  ne  avrebbe  avuta  se  dopo  aver  condotte  le  nor- 
mali a’ due  punti 'vicini  A ed  A'  e riconosciuto  che  una  passava 
al  di  sopra  di  S e l’altra  al  di  sotto,  ci  fossimo  contentati  di 
stimare  a vista  la  situazione  di  N fra  i punti  A ed  A'.  Fa  me- 
stieri dunque  aver  cura  in  tutti  i problemi  in  cui  si  farà  uso  di 
una  curva  di  errore,  di  evitare  gl’inconvenienti  notati,  i quali 
sarebbero  stati  più  forti , se  il  punto  S fosse  stato  situato  dentro 
alla  linea  AA'A"  ....  ; poiché  allora  la  curva  di  errore  avreb- 
be rivolta  la  sua  concavità  verso  AA'A". . . . , ed  avrebbe  cosi 
lasciato  maggiore  incertezza  sul  vero  luogo  di  contatto. 

Che  che  ne  sia,  osserviamo  che  quando  la  linea  data  AA'A" 

sarà  chiusa,  la  curva  di  errore TT'T" lo  sarà  similmente: 

e se  il  punto  S è situato  al  di  fuori  della  curva  primitiva , quel- 
la di  errore  passerà  due  volte  per  questo  punto  S , offrendo  un 

nodo  delia  forma 

q*p/ -p  / ;qi/ / /g-p  t q' .1  f e q>  1 

Inoltre  toccherà  una  seconda  volta  in  » la  linea  data  AA'A" — , 
ciocché  somministrerà  una  seconda  normale  Sn , la  cui  dire- 
zione in  generale  non  coinciderà  con  quella  della  prima  SN , 
quantunque^  ciò  avvenga  qui  a cagione  della  forma  circolare 
che  abbiamo  adottato  per  la  linea  primitiva. 

»7 
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li  tj.  CoNoniRE  v.\A  TANGENTE  uduiia  cutTo  fiianaìitì'W ' . . , 
(/fi  un  punto  S dato  nel  suo  piano.  QnaiiUinque  sia  bastevole, 
per  oUeiiere  la  direzione  di  questa  tangente  SM  con  tutta  Tesai' 
tezsa  della  quale  son  suscettive  le  operazioni  grafiche,  di  appog- 
giare una  riga  in  maniera  che  passi  pel  jiuuto  S , e tocchi 

la  curva  BO'li" , nondimeno  resta  qualche  incertezza 

sulla  posizione  del  punto  di  contatto M ; pure  se  si  ha  d’uopo  di 
conoscerlo  con  precisione , si  potrà  determinare  mediante  una 
(•urea  di  errore,  aminetteudo  però  che  si  sappiano  condurle  le 
tangenti  alla  linea  IIB'B" da  punti  sopr’essa  dati. 

Si  costruiranno  le  normali  BT,B'T',B”T", ne’  diversi 

punti  presi  sulla  linea  data,  e si  caleranno  su  queste  normali 
le  perpendicolari  ST,  ST'.  ST"  ....  Allora  si  comprende  bene 
che  se  B'',per  esempio,  fosse  il  punto  di  contatto  della  tangente 
condotta  da  S,  dovrebbe  verificarsi  che  il  piedé  T" della  perpen- 
dicolare calala  sulla  normale  in  B"  coincidesse  col  punto  B", 
vale  a dire  che  T"  dovrebbe  trovarsi  sulla  curva  data  ; e poiché 
ciò  non  avviene,  la  supposizione  precedente  è erronea:  ma  ne  ri- 
sulta che  la  curva  di  errore  TT'T" dovrà  passare  pel 

pentodi  contatto  che  si  cerca,  epperò  questo  punto  M sarà 

somministrato  dalla  intersecazione  della  linea  TT'T" con 

BB'B"  ....  Qui  queste  due  curve  si  tagliano  cfiettivamenle,  ed 
il  metodo  non  va  soggetto  all’ inconveniente  cenuato  al  n.3z6; 
inoltre  siccome  la  curva  di  errore  incontra  una  seconda  volta  in 
m la  linea  BB'B". . . , dal  punto  S si  può  condurre  una  seconda 
tangente  Sin. 

3a8.  Altra  soluzione.  Ecco  un  nuovo  metodo  che  avrà  il 
vantaggio  di  non  richiedere  chesappiansi  costruire  le  normali  o 
le  tangenti  della  curva  proposta , corrispondenti  ad  alcuni  punti 
assegnati  ivi  sopra.  SiaXMY  la  curva  alla  quale  si  vuol  diri- 
gere una  tangente  dal  punto  S.  Si  conduca  da  questo  punto 
una  secante  qualunque  SBA  sulla  |quale  s’innalzino  due  per- 
pendicolari A«  e Bc,  eguale  ciascuna  alla  corda  intercetta  AB, 
ed  a partire  dalle  due  estremità  di  questa,  ma  dirette  una  al  di 
sopra  l’altra  al  di  sotto  della  secante;  si  ripeta  quesTopera- 
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zioiie  per  allro  soc.Tiiti  SB'A',SB”A", e la  curva 

detenninata  dagli  estremi  di  tutte  queste  perpendicolari 
dovrà  evidentemente  passare  pel  punto  di  contatto  cercato  della 
tangente  SMT,  poiché  questa  tangente  è una  secante  la  cui  par- 
te intercetta  dalla  curva  è uguale  a zero.  Per  conseguenza  rin- 
contro delle  due  curve  XMY  ed  «'''acc"'farà  conoscere  il  punto 
M che  deve  conginngersi  con  S per  ottenere  la  tangente  diman- 
data; o almeno  questo  incontro  servirà  a fissare  la  posizione  del 
punto  di  contatto  M della  tangente  ST,  quando  si  fosse  slimato' 
sufficiente  , come  si  è detto  sopra , di  tracciare  questa  retta  ST 
colla  riga.  K evidente  inoltre  , che  se  si  rovesciano  tutte  le  per- 
pendicolari dal  lato  opposto  a quello  donde  sono  state  in  prima 
elevate , si  otterrà  una  seconda  curva  ausiliare  che  dovrà  anche 
passare  per  lo  stesso  punto  M , e potrà  servire  di  verifica;  e che 
finalmente  sarebbe  permesso  attribuire  ad  ogni  perpendicolare 
una  lunghezza  eguale  al  doppio  o alla  metà  della  corda  corri- 
spondente , il  quale  rapporto  giova  qualche  volta  far  variare  , 
secondo  la  forma  più  o meno  appianata  della  curva  data  acco- 
sto al  punto  M. 

829.  Si  potrebbe  ancora  ricorrere  ad  una  corva  di  errore  per 
risolvere  i problemi  seguenti  (i). 

Condurre  ad  una  curva  piana  una  tangente  parallela  ad 
una  retta  data  nel  suo  piano  ; 

Condurre  una  tangente  comune  a due  curve  situate  nello 
stesso  piano;  ma  in  tali  quistioni  vi  sarà  sempre  altrettanta 
ed  anche  maggiore  esattezza  , impiegando  semplicemente  una 
riga  che  si  appoggerà  sulle  due  curve  date,  o sulla  curva  unica 
e nella  direzione  assegnata  , quanta  se  si  ricorresse  a linee  ausi- 
liari nella  cui  forma  evvi  sempre  alcun  che  di  arbitrario.  Sola- 
mente quando  il  luogo  di  contatto  sembrerà  incerto  e farà  d’uo- 
]io  conoscerlo  con  maggior  precisione,  si  potrà , dopo  aver  con- 
dotta la  tangente,  ricorrere  al  metodo  del  numero  precedente. 

(i)  In  generalo  ogni  problema  grafico  può  essere  risoluto  modianto  una 
curva  di  errore,  la  quale  in  alcuni  casi  prende  il  nome  di  eurvadi  ricerca . 
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Problem  i V.  Sviluppo  di  una  superjicie  conica  a base  qua- 
lunque. 

33o.  Il  problema  che  abbiamo  risoluto  al  n.  3tg,  può  servire 
a eompiere  questo  sviluppo.  Perocché  se  dopo  aver  costruita  la 
FIG.  LX.X\\  curva  d'intersecazione  (abcdm. . . . ,a'b'c'd'm' del  cono 
proposto  con  una  sfera  di  raggio  arbitrario  il  cui  centro  c al  ver- 
tice, si  sviluppi  il  cilindro  retto  che  proietta  questa  curva  secon- 
do abcdin  . . . . , e si  tracci  su  questo  cilindro  sviluppato  la  tra? 

sformata  della  linea  a doppia  curvatura  i^abcdm , a'b'c'd! 

m! ) si  otterrà  una  curva  piana  che  disegneremo  con 

jiCvSfji...,  gli  archi  della  quale  avranno  la  stessa  lunghezza  asso- 
luta di  quelli  della  lìnea  a doppia  curvatura  e saran  facilmente 
computabili.  Poscia  siccome  tutti  i punti  di  quest’ ultima  curv.a 
trovavansi  sul  cono,  ad  eguali  distanze  dal  vertice,  ò certo  che 
dopo  lo  spiegamento  della  superfìcie  conica  , questi  stessi  punti 
dovranno  esser  situati  tutti  sulla  circonferenza  di  un  cerchio  de- 
scritto col  centro  S"  e col  raggio  S'Y'  della  sfera  secante.  Per 
conseguenza  tracciata  che  è questa  circonferenza  sul  piano  dello 
sviluppo , dovranno  scgnarvisi  gli  archi 

•) 

eguali  in  lunghezza  assoluta  agli  archi 

, 

della  prima  trasformata;  indi,  congiungendo  questi  punti  di  di- 
visione 7' col  centro  S",  resterà  a portare  su  questi 

raggi  le  lunghezze 

S'VA",S"t'B",S"y'C",S"5'D",S'V'M", 

rispettivamente  eguali  a quelle  delle  generatrici  del  cono,  che 
terminano  a’ diversi  punti 

, ^ (A,A'),(B,B'),(C,C'),(D,D'),(M,M'); 

e così,  si  otterrà  lo  sviluppo  della  superfìcie  conica,  sul  quale  la 
base  primitiva  avrà  per  trasformata  la  curva 
A"B"C."D"M" 

33 1 . Con  questo  metodo  la  curva  d’ intersecazione  del  cono 
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con  Id  sfera  concentrica  taglia  evidentemente  tutte  le  generatrici 
ad  angoli  retti , di  maniera  ehe  tieii  luogo  qui  di  sezione  retta 
siccome  l’abbiamo  chiamato  ne*^ cilindri , la  quale  ci  ha  bene 
servito  ( n.  a svil\ippare  un  cilindro  qualunque,  perchà 

. conoscevamo  innanzi  la  forma  rettilinea  che  doveva  preDdere  , 
spiegato  il  cilindro.  Nelle  superficie  coniche  si  conosce  del  paT 
ri  anticipatamente  1^  forma  gtrcokire  che  d^  prendere , sullo 
sviluppo,  la  sezione  ret/o  0 del  cono;  ma  sventurata- 

. mente  questa  sezione  p.on  è più  una  linea  piana , di  sorta  che 
per  misurarne  gli  archi , si  è nell’  obbligo  di  farle  lasciarq  una 
delle  sue  curvature  (*)  effettuando  prima  lo  sviluppo  di  un  ci- 
lindro. Laonde  fa  d’ uopo  convenire  che  questo  metodo  esigen- 
do un  gran  numero  di  operazioni  preliminari , le  quali  molti- 
, plicano  sempre  la  probabilità  di  commettere  degli  errori , non 
.somministrerà  risultamenti  grafici  più  esalti,  che  se  si  fosse 
■ seguite  la  via  più  breve  indicata  al  n. 

Problema  VI.  Intersecazione  di  due  superjlcte  di  rivoluzione 

i cui  assi  s' incontrano. 

33a.  Scegliamo  i piani  di  proiezione  di  maniera  che  il  primo 
sia  parallelo  a’due  assi , ed  il  secondo  perpendicolare  ad  uno  d> 
essi  ; quest’ ultimo  piano  essendo  considèrato  come  orizzontalo  , 
l’asse,  della  prima  superficie  avrà  per  proiezioni  la  verticale 
O'Z'  ed  il  punto  0 , mentre  che  l’altro  sarà  proiettalo  se- 
condo Z'V  ed  01  parallela  alla  linea  della  ferra.  I mcri- 
-diani  principali  A'B'C'  ed  a'b'c'i  cioè  quelli  che  stanno  nel 
piano  yerticalc  01 , sono  dati  dalla  quislionc , e si  proiettano 


(*)  Noi  parliamo  qui  secondo  il  linguaggio  ordinario,  quantunque  'sia 
più  esatto  il  dire  che  lo  si  fa  perdere  il  suo  storcimeulo  ; poiché  vedre- 
mo più  in  là(a.£./4)chn  ima  linea  curva  la  quale  non  è piana,  anch'essa 
non  ammetto  die  una  sola  curvatura  , ma  perù  oiSro  inoltre  uno  storci' 
-mento  de’suoi  elementi,  gli  uni  intorno  degli  altri.  Per  la  qual  cosa  con' 
verrebbe  sostituire  óH’cspressionc  Dalsa  di  curva  a dojq.ia  curvatura  quel- 
Ift  di  curva  storta. 
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verticalmente  secondo  la  loro  vera  grandezza  ; queste  curve  , 
che  formano  nello  stesso  tempo  i contorni  apparenti  delle  due. 
superficie  ( n.  i3i  ) sul  piano  verticale,  sono  qui  due  ellissi  ; ma 
il  metodo  ch’esporremo  or  ora  è indipendente  dalla  natura  dei 
meridiani.  Sul  piano  orizzontale  il  primo  ellbsoide  ha  per  con* 
torno  apparente  l’ equatore BLX/;  nè  vi  faremo  menzione  dell’al- 
tra superficie,  perchè  le  tracce  del  suo  contorno  apparente  esi- 
gerebbero. qui  la  ricerca  della  sua  curva  di  contatto  con  un  ci- 
lindro circoscritto  e verticale  ( n.  io6)^  la  quale  quistione  ap- 
prenderemo quanto  prima  a risolvere,  ma  che  intrigherebbe 
senza  utilità  il  problema  attuale. 

3.33..  Posto  ciò  , osserviamo  che  due  superficie  di  rivoluzione 
che  hanno  utt  asse  comune  quanto  alladirezioue,non  possono  ta- 
gliarsi che  secondo  unoopià  oorchi  perpendicolari  a quest’asse,  e 
descritti  da’punti  in  cui  s’ incontrerebbero!  loro  meridiani.  Inoltre 
una  sfera  potendo  esser  considerata  come  di  rivoluzione  attorno 
ciascuno  de’ suoi  diametri, se  noi  immaginiamo  una  serie  di  sfere 
secanti  le  quali  avessero  tutte  per  centro  il  punto  (Z',0)  comune 
a* due  assi,  ciascuna  di  queste  sfere  taglierà  la  superficie  propo- 
sta secondo  due  cerchi  rispettivamente  perpendicolari  agli  assi , 
e dei  quali  sarà  facile  ayerc  i punti  di  sezione.  In  fatti  tracciamo 
col  centro  e opn  un  raggio  arbitrario  il  cerchio  D'F'E'G' 
per  rappresentare  la  prot.ezione  dSina  di  queste  sfere , essa  in- 
contrerà i meridiani  ^ti  a’ punti  D'  ed  £*•,  F*e  Q';  allora,  ri- 
sulta dalle  osservazioni  precedenti , che  le  rette  D'E'  e F'6' 
sono  le  proiezioni  verticali  do’ due  cerchi  secondo  i quali  gii' el- 
lissoidi sono  tagliati  dalla  sfera  proiettata  su  D'F'E'G'.  Or  i pia- 
ni dì  questi  due  cerchi  avendo  per  intersecazione  una  corda 
orizzontale  (M',IVIiu) , la  quale  cade  in  questo  caso  dentro  del 
contorno  della  sfera,  noi  possiamo  affermare  che  le  loro  circon- 
ferenze, situatevi  sopra,  si  tagliano  in  due  punti  proiettati  verti- 
calmente in  M',ed  orizzontalmente  in  Medm,  aU’incontro  della 
corda  IVI»!  col  cerchio  ( DEM,D'E').  Questi  punti  e^ndo  evir 
dentemente  comuni  a’ due  ellissoidi , appartengono  dunque  al- 
la loro  linea  d’intersecazione;  e ripetendo  simigliauti  operazioni 
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CAPITOLO  in. Intersecazioni  di  due  supere,  curve.  2iii  . 
sopra  altre  sfere  descritte  sempre  col  ccutroZ',si  avranno  le  due 
proiezioni  di  questa  curva  nelle  linee 

R'EM'ir  e RLMII«»/R. 

334>  Farà  mestieri  specialmente  applicare  il  metodo  preceden* 
te  alla  sfera,  che  passa  per  l’equatore  ( B'X',BLX)  ; perciocché 
si  determineranno  così  i due  punti  (L',L)  ed  (L',/)  , da’ quali 
partendo,  la  curva  passa  sotto  l’equatore,  c diviene  sul 

piano  orizzontale.  D’altronde  , quantunque  questa  curva  d’in- 
tersecazione non  sia  nello  spazio  tangente  all’ equatore,  nonper- 
tanto le -tangenti  di  queste  due  linee  pel  punto  (L',L)  tro- 
vandosi l’una  e l’altra  nel  piano  tangente  che  è evidentemente 
verticale  per  tuttala  lunghezza  dell’ equatore,  ne  risulta  che  le 
proiezioni  orizzontali  di  queste  due  tangenti  si  confonderanno  ; 

ed  in  tal  modo  la  curva  RLM toccherà  il  cerchio  BLX 

in  L ed  /,  sul  piano  orizzontale  solamente. 

3315.  Questa  conseguenza  generale  non  soffrirà  eccezione  se 
non  quando  la  tangente  al  punto  ( L,L')  della  linea  a doppia  cur* 
vatura  sarà  esattamente  verticale.  Allora,  l’ elemento  che  sa- 
rebbe stato  comune  alle  proiezioni  orizzontali  di  questa  tangente 
e dell’equatore , sparisce  o riduccsi  ad  un  punto  matematico;  di 
maniera  che  la  curva  cessa  di  toccare  l’equatore,  e lo  taglia, 
formando  ordinariamente  un  regresso.  Questa  particolarità  si  pre- 
senta qui  pe’punti  (R',R)  ,(1I',H)  , i quali  sono  dati  imme- 
diatamente dall’incontro  di  due  meridiani  principali.  In  effetto 
in  ciascuno  di  questi  punti  i piani  tangenti  alle  due  superfìcie 
sono  necessariamente  perpendicolari  a’  meridiani , e per  conse- 
guenza al  piano  verticale  ; dunque  la  loro  intersecazione  che 
sarebbe  la  tangente  della  curva,  è anche  perpendicolare  a que-  - 
sto  piano  e vi  si  proietta  in  un  punto  unico;  onde  avviene  pe’ 
ragionamenti  precedenti  che  la  proiezione  R'L'IF  non  offre 
]>iù  alcun  contatto  col  contorno  apparente  delle  due  superfìcie , 
nientr’ esso  ha  luogo  ordinariamente.  Inoltre,  non  vi  è qui  al- 
cun regresso  ne’  punti  R'  ed  IF,  perciocché  i due  rami  della 
intersecazione,  situati  uno  in  avanti  e l’altro  in  dietro  del  piano 
verticale  UI , hanno  posizioni  simmetriche , e si  confondono  in 
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proiezione  verticale  , come  si  scorge  dalla  costruzione  generale 
che  ha  dato  i due  punti  (M,M')  ed 

336.  E utile  osservare,  che  la  proiezione  verticale  R'L'II' 
sarà  necessariamente  una  linea  di  secondo  grado , ogni  qual 
volta  le  due  superficie  di  rivoluzione  saranno  dello  stesso  grado. 
In  fatti  il  piano  verticale  01  essendo  un  piano  meridiano  per 
runa  e per  l’altra  di  queste  superficie,  divide  evidentemente  in 
due  parti  eguali  tutte  le  corde  ad  esso  perpendicolari  come  per 
esempio  ( Mot  , M');  dunque  questo  piano  è un  piano  prin- 
cipale c\iìe  comune  alle  due  superficie,  ed  allora  si  dimostra  con 
un  calcolo  semplicissimo,  che  l’intersecazione  di  queste  si  pro- 
ietta sul  mentovato  piano  principale,  secondo  una  linea  di  secon- 
do grado  (*).  Si  dovrà  dunque  profittare  di  tale  cognizione  ac- 
quistata anticipatamente  sulla  natura  della  curva  K'L'll',  per 
correggere  gli  errori  di  costruzione  che  tenderebbero  a j>rodur- 
re  in  questa  linea  alcune  flessioni , o uua  cimatura  che  non  si 
accorderebbe  colla  forma  ben  conosciuta  delle  sezioni  coniche. 

337.  Osserviamo  ancora  che  qualunque  sia  il  grado  delle 
duo  superficie  di  rivoluzione,  la  curva  piana  R'L'II'  considerata 
in  se  stessa  e indipendentemente  dalla  eurva  storta  (’*'•')  della 
quale  riceve  la  proiezione  verticale , non  termina  affatto  pretta- 
mente a’ punti  R'  cd  II'  ; ma  deve  prolungarsi  al  di  là  per  rien- 
trare in  se  stessa,  o per  dilungarsi  indefinitamente.  Di  maniera 
che  continfiando  a tracciare  sul  piano  verticale  de’ cerchi  che 
abbiano  sempre  il  punto  Z'  per  centro , e che  si  estendano  al  di 
là  o al  di  quà  de’ punti  H'  e R',  si  potranno  ottenere,  se  la  for- 
ma de’ meridiani  permette  loro  d’essere  ancora  tagliati  da  questi 
cerchi,  alcuni  punti  della  curva  R'L'II'  situati  al  di  fuori  della 
parte  che  riceve  la  proiezione  dell’ intersecazione  delle  due  su- 
perficie. Questa  particolarità  la  quale  si  scorgerà  con  più  chia- 
rezza nel  disegno  79  relativo  ad  una  quistione  analoga  ( 71.344-) ì 


(*)  Questo  teorema  interessante  è dovuto  al  signor  M.  I.  lìinet.  Vedete 
V anali.ri  applicala  alla  geometria  delle  tre  dimetuioui,  Capitolo  l.X. 
(•*)  Vedete  i>er  questa  denominazione  la  nota  del  n.  33 1 . 


Digitized  by  Googlc 


tirmito  i!i.  — tRTERSECAiiORi  Dì  Dt*  suvERF.  convti.  at^ 
ò rondata  sulla  ragione  che  la  proprietà  grafica  la  quale  serve  a 
trovare  ciascun  puutoM'della  curva  piana  R'L'H',è  più  genera- 
le che  non  è la  determinazione  di  questo  medesimo  punto,  con- 
siderato come  la  proiezione  di  un  punto  comune  alle  due  super- 
ficie. In  effetti , sotto  quest’ ultima  veduta  fa  d’ uopo  cheM'  sia 
non  solamente  l’incontro  delle  due  corde  D'E'  ed  F'G',  ma  sia 
ancora  situato  dentro  il  cerchio  D'F'E'G',  come  fabbiamo  enun- 
ciato nel  n.  333,  di  maniera  che  quando  le  due  corde  D'E'  ed 
F'G'  non  si  taglieranno  che  nel  loro  prolungamento , il  punto 
di  sezione  apparterrà  ancora  alla  curva  piana  R'L'U',  ma  nou 
più  alla  curva  storta  secondo  la  quale  si  tagliano  le  due  superfi- 
cie di  rivoluzione. 

338.  Dilla  lAjfoijrTE.  Primo  metodo.  Possiamo  trovare  que- 
sta retta  pel  punto  , cercando  l’intersecazione  de’ piani 

che  toccano  le  due  superficie  in  questo  sito;  Ora  il  piano  tan- 
gente relativo  all’ ellissoide  A'B'C'  si  otterrà  ( n.  i33)  traspor- 
tando il  punto  M'  in  D'  sul  meridiano  principale , iadi  trac- 
ciando la  tangente  D'T'  a questo  meridiano;  allora  se  si  ripor- 
ta il  piede  T'  di  questa  tangente  in  T sul  meridiano  OM , la 
rètta  Ta  perpendicolare  id  Ohi  sarà  la  traccia  orizzontale  del 
piano  cercato. 

Per  ciò  che  concerne  l’ellissoide  à'6'c',  il  cui  asse  non  è ver- 
ticale , io  trasporlo  immediatamente  il  punto  M'  in  F'  sul  meri- 
diano principale  ; poscia  costruisco  la  normale  F'N',  dalla  qua- 
le deduco  ( «.  733  ) la  normale  (M'N',MN)  corrispondente  al 
punto  (M,M');  ed  allora  basterà  condurre  per  questo  punto  un 
piano  perpendicolare  a quest’  ultima  normale.  Perciò  immagino 
in  questo  piano  una  retta  parallela  alla  sua  traccia  verticale , la 
cui  proiezione  verticale  sarà  la  linea  M'P'  perpendicolare  ad 
M'N',  mentre  che  la  sua  proiezione  orizzontale  sarà  MP  paralle- 
la alla  linea  della  terra;  iu  seguito  pel  piede  ( P,P')  di  questa 
linea  ausiliare , conduco  perpendicolarmente  su  di  MM  la  ret- 
ta PQ,  eh’ è evidentemente  la  traccia  orizzontale  del  piano  tan- 
gente al  punto  CM.M')  delFelUssoide  a'b'e'. 

Ciò  jKJslo,  le  tracce  PQ  e Td  de’ due  piani  tangenti  iucontran- 


l'io. 

Li  \ vai. 
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dosi  nel  punto  0 , questo  è il  piede  della  tangente  diiiiaiidata,  la 
quale  ha  per  proiezioni  OM  c 6'M'. 

339.  Secondo  metodo,  mediante  il  piano  normale.  Abbiamo 
Tediito  al  n.st-i  che  la  tangente  all’ intersecazione  delle  due  su- 
perGcic , doveva  essere  perpendicolare  al  piano  condotto  per  le 
due  uormali  rispettive;  basterà  adunque  trovare  questo  piano, 
eh’  ò esso  stesso  normale  alla  curva.  Ora  abbiamo  già  costrui- 
ta la  normale  ( M'N',  MN  ) per  il  secondo  ellissoide  ; quanto  al 
primo  noi  condurremo  al  punto  U'  del  meridiano  principale 
la  retta  D'R'  perpendicolare  sulla  tangente  D'T' , ed  allora 
si  sa  (n.  i3o  ) che  la  normale  p(.-r  il  punto  (M',  M)  sarà  la  ret- 
ta (M'R',MO).  Ciò  posto  sarebbe  ben  facile  trovare  la  trac- 
cia verticale  del  piano  condotto  per  le  due  normali  qui  sopra 
indicale;  ma  siccome  abbiamo  bisogno  di  conoscere  solamente 
la  direzione  di  questa  traccia,  la  quale  sarà  la  stessa  su’  piani 
verticali  01  ed  O'I',  osserveremo  che  le  normali  in  quistione 
vanno  ad  incontrare  gli  assi  in  R'ed  A'; da  cui  risulta  immedia- 
tamente che  1\'R'  è la  traccia  del  piano  normale  sul  piano  Verti- 
cale 01,  oche  conduceudo  pel  punto  M'  la  retta  M'O'  per- 
pendicolare a questa  traccia,  si  avrà  la  proiezione  verticale  del- 
la tangente  dimandata. 

Per  ottenere  l’altra  proiezione,  prolunghiamo  sino  al  piano  oriz- 
zontale due  rette  qualunque  di  quelle  che  riuniscono  i tre  punti 
(M',M),(1V',N)  ,(R',0),  i quali  sono  situali  nel  piano  norma- 
le. Qui  si  vede  che  la  retta  incontra  il  piano  oriz- 

zontale nel  punto  x,  e che  la  retta  (A''R',N0)  l’incontra  in  v; 
dunque  xC  è la  traccia  orizzontale  del  piano  normale,  cui  coiidu- 
cendo  una  perpendicolare  MO,  sarà  questa  la  proiezione  orizzon- 
tale della  tangente  cercata. 

340.  Il  metodo  che  abbiamo  tenuto  è non  solamente  più  sem- 
plice in  certi  casi  di  quello  de’due  piani  tangenti , ma  offre  an- 
cora il  vantaggio  di  potersi  applicare  qualche  volta  ad  alcuni 
punti  particolari,  pe’ quali  l’altro  metodo  sarebbe  insulKcienle. 

Consideriamo  in  fatti  il  punto  (R,R')  situalo  simultaneamente 
su  i due  meridiani  principali;  a cagione  di  questa  posizione  parti- 
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colare  i due  piani  laiigeiili  saranno  rispettivanienlo  perpendi- 
colari al  piano  verticale,  e quindi  la  loro  intersecazione  cli'è  la 
tangente  della  curva  (R.'L'H',RLH ) sarà  proiettata  oriz- 

zontalmente secondo  una  perpendicolare  a RO , e verticalmen- 
te in  un  punto  unico  R'.  Questa  costruzione  fa  conoscere  la  po- 
sizione che  occupa  nello  spazio  la  tangente  della  ciin-a  storta;  ma 
non  fa  conoscer  nulla  intorno  alla  retta  che  toccherebbe  in  R' 
la  curva  piana  R'L' A',  la  quale  si  dee  considerare  come  la  pro- 
iezione della  tangente,  che  precederebbe  immediatamente  nello 
spazio  quella  che  si  è ridotta  ad  un  punto  unico  nel  proiettarla 
sul  piano  verticale  : mentre  che  la  considerazione  delle  due  nor- 
mali manifesta  una  proprietà  costante, di  cui  gode  la  curva  piana 
R'L'H' considerata  siccome  tracciata  nel  piano  de’due  meridiani, 
ed  indipendentemente  dalla  linea  a doppia  curvatura  la  cui  pro- 
iezione cade  in  essa.  Questa  proprietà  consiste  in  ciò,  che  se  si 
trasporta  il  punto  qualunque  M' su’ due  meridiani  in  D'  ed  in  F' 

_ mediante  alcune  rette  perpendicolari  agli  assi,  e poscia  si  condu- 
cano le  normali  D'R'ed  F'N',  la  retta^'Wsarà  sempre  perpen- 
dicolare alla  tangente  inM'.  Ora  tale  relazione  sussistendo  per 
tutti  i punti  della  curva  piana  R'L'H',  c non  essendo  riferibile  che 
alle  linee  situate  nel  suo  piano,  essa  debb’esser  vera  per  il  punto 
R',  dove  rimane  evidentemente  applicata  anche  con  più  sempli- 
cità, poiché  questo  punto  è trasferito  da  se  stesso  su’  due  meri- 
diani. Perconseguenza  basteràcondurrele  normaliR'V'eR'U', 
e poscia  tracciare  la  retta  U'V'  sulla  quale  si  abbasserà  la  per- 
pendicolare R'S',  che  sarà  la  tangente  dimandata. 

Una  consimile  costruzione  farà  trovare  la  tangente  al  punto  H'. 

pRoniiEMA  VII.  Intersecazione  di  un  paraboloide  con  'un  iper- 
boloide , tutti  e due  di  rivoluzione  , ed  i cui  assi  s’  incon- 
trano. 

34.1.  Sieno  ( 0 , O'Z'  ) l’ asso  del  paraboloide,  ed  A'C'B'  il  nG.  txxix. 
suo  meridiano  principale  che  noi  supporremo  terminare  al  cer- 
chio ( A'B',  AB  ) , di  maniera  che  l’ interno  di  questa  superfì- 
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eie  sia  visibile  sul  piano  orizzontale.  Sia  ancora  (OI,Z'I')  l’as- 
se dell’ iperboloide,  ciò  che  ammette  la  supposizione  che  il.  piano 
verticale  di  proiezione  sia  stalo  scelto  simultaneamente  paralle- 
lo a’  due  assi  : non  consideremo  il  suo  meridiano  come  se  fosse 
dato  dalla  quistione,  perchè  allora  il  problema  rientrerebbe  in- 
teramente in  quello  del  n.33z\  ma  definiremo  l’iperboloide  per 
mezzo  della  generatrice  rettilinea  (PQ,P'Q')che  lo  genererebbe 
rotando  intorno  la  retta  fissa  (OI,Z'P),  senza  considerarlo  come 
realmente  esistente;  vale  a dire  che  qui  il  paraboloide  sussisterà 
solo,  e sarà  attraversato  secondo  una  certa  curva  dalle  diverse 
posizioni  della  retta  movibile  (PQjP'Q*).  Del  resto  noi  adopre- 
remo  ancora  per  trovare  questa  curva,  alquante  sfere  secanti  («. 
333 ) descritte  tutte  col  centro  Z';  solamente,  siccome  non  cono- 
sciamo dapprima  il  meridiano  dell’ iperboloide,  non  traccerenio 

piu  arbitrariamente  un  cerchio  massimo  di  una  di  queste  sfere , 

ma  cominceremo  dal  costruire  un'parallelo  di  questo  iperboloide. 

-1  lU.LXXIX.  34®.  Conduciamo  adunque  per  un  punto  «•'  preso  a volontà 
sull’ asse,  un  piano  P'b'G'  che  gli  sia  perpendicolare  ; questo 
piano  incontrerà  la  generatrice  in  un  pupÀo  ( C',C  ) , la  cui  di* 
stanza  al  punto  <»'  sarà  evidentemente  l’ ipotenusa  di  un  trian- 
golo rettangolo,  costrutto  su’ lati  9i'c'eC'c":;=«C;  sicché  descriven- 
do con  questa  ipotenusa  «'c"  un  cerchio  F'c"G',  questo  sarà  lo 
abbassamento  del  parallelo  secondo  il  quale  l’ iperboloide  vien 
tagliato  dal  piano  F'aj'G';  e le  estremità  F'  e G'  del  suo  diame- 
tro saranno  due  punti  àéXiperboh  meridiana  che  si  troverà  si- 
tuata nel  piano  verticale  01. 

Ciò  posto  adottiamo  per  raggio  di  una  delle  sfere  secanti  la 
distanza  Z'F': allora  siffatta  sfera  taglierà  l’iperboloide  secondo 
il  parallelo  proiettato  sopra  F'G',  ed  il  paraboloide  secondo 
un  cerchio  proiettato  sopra  D'E'  ; laonde  il  punto  M' incontro 
di  queste  due  corde,  il  quale  cade  (/entro  della  sfera,  rappresenta 
la  proiezione  verticale  de’  due  punti  ove  si  tagliano  le  circonfe- 
renze di  questi  paralleli:  essi  sono  adunque  due  punti  dell’in- 
tersecazione delle  superficie  proposte;  e si  troveranno  sul  pl.aiin 
orizzont.ile,  tracciando  il  parallelo  (DME,  D'E'  ) ed  abbassando 
la  vci'tic.ilc 
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343.  Costruzioni  simili  daranno  quanti  punti  si  vorrauuo  della 
curva 

(R'L').'M'ir,RL/Mnw/R  ), 

secondo  la  quale  il  paraboloide  è taglialo  dall’  iperboloide  , il 
cui  meridiano  V'F'S'U',  che  si  dedurrà  da  liitli  i punti  simili  ad 
F',  dovrà  toecarc  sul  piano  verticale  la  proiezione  della  genera- 
trice nel  punto  ( S,S'),in  cui  questa  retta  traversa  il  meridiano 
principale  01.  Inoltre  rincontro  di  questo  meridiano  V'F'S'U' 
con  quello  del  paraboloide  darà  i punti  estremi  dell’ interse- 
cazione (K,R')  ed 

344"  Osserviaiu')  che  una  medesima  sfera  potrà  dare  due  pun- 
ti come  L'  e situati  sopra  un  parallelo  unico , ed  appartenen- 
ti amendue  all’intersecazione  delle  superficie  proposte;  mentre 
che  altre  volte  una  sfera  secante  darà  due  punti  M'  e (*',  de’ 
quali  un  solo  apparterrà  veramente  all’ intersecazione,  perchè  il 
secondo  sarebbe  situato  al  di  fuori  delia  sfera.  Intanto  questo 
punto  fi',  soddisfacendo  ancóra  alla  jiroprietà  grafica  che  serve  a 
eoslniire  ciascun  punto  della  curva  piana  R'M'H',  considerata 
indipendentemente  dalla  curva  storta  della  quale  riceve  la  proie- 
zione, apparterrà  sempre  al  prolungamento  di  questa  linea  piana 
( n.  ^^7  );  la  quale  sarà  evidentemente  una  iperbole  per  le  ra- 
gioni citale  al  ».  336  (i). 


(1)  Nel  caso  generale  in  cui  gli  ossi  delle  due  superficie  di  rotazione 
non  s’incontrano  nè  sono  paralleli,  ciascun  punto  della  intersecazione  di 
qucstesupcrficic  può  trovarsi  medianterincontro  di  un  cerchio  appartencnto 
ad  una  di  esse,  colle  sezione  prodotta  nell’altra  dal  piano  di  questo  cerchio. 
K dunque  convenevole,  generalmente  parlando,  di  tagliare  le  due  super- 
ficie con  un  sistema  di  piani  perpendicolari  all’asse  di  una.  a fine  di  non 
avere  a costruire  per  punti  che  le  curve  prodotte  da  tali  piani  nell’  altra. 
.Nondimeno  vi  ha  un  raso  particolare , in  cui  gli  assi  delle  due  superficie 
non  esistono  in  un  medesimo  piano  , e tuttavia  si  perviene  a trovare  cia- 
seiin  punto  della  loro  intersecazione  mediante  rincontro  di  due  cerchi, che 
sono  le  proiezioni  dello  sezioni  prodotte  nelle  superficie  da  uno  stesso  piano. 
Di  fatti  è noto  che  le  superficie  di  secondo  grn  lo  vengono  tagliale  da  piani 
paralleli  in  (.-up  c simili  e siinilnieiito  (icsle.  Ora  su  questa  proprietà,  c sulla 
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34.0.  Della  tangente.  Cerchiamo  come  precedentcnieute  ( n, 
33g  ) le  normali  delle  due  superficie  per  un  punto  qualunque 
Nel  paraboloide,  la  normale  E'R'del  meridiano  fa  co- 
noscere il  punto  R',in  cui  andrebbe  a terminare  sull’asse  O'Z'la 
normale  della  superficie  in  (M,M');  e senza  tracciare  quest’ ulti- 
ma retta,  ci  basta  avere  ottenuto  questo  punto  R'. 

Nell’iperboloide,  il  cui  meridiano  non  è assegnato  dalla  qui- 
slione , osservo  che  il  piano  tangente  relativo  al  punto  proietta- 
to in  ( C,t')  ed  abbassato  in  c",  passerebbe  per  la  tangente  <"T 
del  parallelo,  e per  la  generatrice  ( CP , c'P'  ) che  incontra  il 
piano  verticale  01  in  (S,S');  per  conseguenza,  sul  piano  dei  due 
assi  il  piano  tangente  avrebbe  per  traccia  la  retta  TS',  cui  con- 
ducendo una  perpendicolare  C^N* , questa  sarà  la  proiezione 
della  normale  relativa  al  punto  ( c ,c').  Ma  questo  punto  è so- 


considerazione  seguente  i fondata  la  maniera  ingegnosa,  proposta  dal  si- 
gnor Cliapuis  per  trovarel’intersccazione  di  due  ellissoidi  allungati  di  ro- 
tazione , i cui  assi  non  esistono  ir\  un  medesimo  piano. 

Se  due  ellissi  che  s’intersecano  in  un  piano, e die  hanno  Io  stesso  cen- 
tro e due  ossi  eguali , facciansi  rotare  intorno  agli  assi  disuguali  ; i due 
ellissoidi  risultanti  avranno  di  comune,  cioè  s’ intersecheranno  fra  loro 
in  due  ellissi, aventi  per  un  asse  comune  c perpendicolare  a quel  piano  i due 
assi  eguali,  e per  altri  ossi  i due  diametri  ne'quali  s’ intersecano  leellissi 
generatrici. 

Ciò  posto,  se  pel  centro  di  uno  degli  ellissoidi  dati  conducasi  una  paral- 
lela all’asse  di  rotazione  dell’altro , e nel  piano  determinato  da  questa  pa- 
rallela e dall'  asse  di  rotazione  del  primo , ed  intomo  allo  stesso  centro,  si 
descriva  un’ellisse  simile  e similmente  posta  all’ellisse  generatrice  del  secon- 
do, dandolo  per  asse  perpendicolare  alla  detta  parallela  il  minor  asse  del 
primo  ; il  terzo  ellissoide,  generato  dalla  rotazione  di  questa  ellisse  intorno 
al  suo  asse  maggiore  , sarà  pure  simile  e similmente  posto  al  secondo  , e 
però  tagliati  ambedue  da  un  piano  qualunque,  ne  risulteranno  per  sezioni 
due  ellissi  simili  e similmente  poste.  Dunque,  se  questo  piano  si  supponga 
parallelo  a quello  di  una  delle  ellissi  nelle  quali  s’ intersecano  il  primo  al 
il  terzo  ellissoide , e con  ciò  perpendicolare  a quello  delle  ellissi  generatrici; 
il  piano  stesso  e tutti  isuoi  paralleli  produrranno  ellissi  simili  e similmente 
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pra  lo  slesso  parallelo  che  ( M,M*  ),  dunque  anche  per  quest’ul- 
timo la  normale  della  superficie  incontrerebbe  l’ asse  l'Z'al  pun- 
to N';e  così  questa  normale  resta  determinata. 

Premesso  ciò,  il  piano  delle  due  normali  in  (M,M')  taglierà  evi- 
dentemente il  piano  verticale 01  secondo  la  retta R^N';  adunque 
calando  su  questa  linea  una  perpendicolare  M'O',  questa  sarà  la 
proiezione  verticale  della  tangente  alla  curva  d’intersecazione.  In 
seguito  noi  potremmo  cercare  sul  piano  orizzontale  di  proiezio- 


poste  nei  due  ellissoidi  dati.  Ora  questi  piani  sono  i più  idonei  ad  assumeisi 
per  ausiliari  nella  ricerca  di  cui  è quìstiono  : poiché  allora  trovando  un 
nuovo  piano  sul  quale  la  proiezione  di  una  sola  di  tali  ellissi  sia  cerchio  , 
lo  stesso  avveri'à  delle  proiezioni  di  tutte  le  altre;  e quindi  scegliendo  per 
piani  di  proiezione  un  tal  piano,  ed  un  piano  parallelo  a quello  delle  ellissi 
generatrici,  si  potrà  costruire  l’intersecazione  dc’due  dati  ellissoidi  median- 
te quella  di  due  cerchi  da  descriversi  per  ciascun  piano  ausiliare. 

Ora  la  ricerca  di  quel  nuovo  piano  non  sarà  dilTicilc,  se  si  osservi  che 
quando  si  proietta  una  ellisse  sopra  un  piano  parallelo  soltanto  all’  asse 
minore,  quest’asse  rimane  invariato  nell’ellisse  di  proiezione,  laddove  l’al- 
tro diminuisce  nel  rapporto  dell’unità  al  coseno  dell’angolo  che  il  piano 
dell’ellisse  proiettata  comprende  con  quello  di  proiezione.  Se  dunque  sopra 
imo  de’  diametri  in  cui  s’intersecano  le  ellissi  generatrici  del  primo  e del 
terzo  ellissoide,  come  ipotcnusa  , descrivasi  un  triangolo  rettangolo  che 
abbia  per  un  cateto  il  comune  asse  minore  di  tali  ellissi;  il  piano  condotto 
por  questo  cateto  perpendicolarmente  a quello  dellecllissi  generatrici,  avrà 
la  proprietà  dimandata  per  rapporto  a tutte  le  ellissi  prodotte  dai  piani  au- 
siliari nei  dati  ellissoidi. 

Giova  pur  notare  non  esser  punto  necessaria  la  descrizione  eOettiva  del- 
l’ellisse generatrice  del  terzo  ellissoide , potendosi  per  la  sola  conoscenza 
dei  suoi  assi  ritrovare  i punti  dove  intersecherebbe  l’ ellisse  generatrice 
del  primo  ellissoide. 

Per  aggiungere  adesso  a quelli  dell’  autore  qualche  altro  esempio  d’ in- 
tersecazione di  due  superficie  curve,  nel  quale  convenga  adoperare  super- 
ficie ausiliari  non  piane,  supporremo  che  vogliasi  costruire  l’intersecazio- 
ne di  un  cono  o di  un  cilindro  qualunque  con  una  superficie  di  rotazione. 

Nel  caso  del  cono  le  superficie  ausiliari  che  più  convengono  all’  uopo 
sono  parimente  superficie  toniche , aventi  per  comun  vertice  quello  del 
cono  dato , ed  i singoli  paralleli  della  superficie  di  rotazione  per  loro  di- 
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ne  la  traccia  del  piano  delie  due  normali , il  quale  passa  per  irtt 
punti  conoseiiiti  ( R',0),  (N',N  );  ma  sarà  molto  più 

spedito  determinare  questa  treccia  lul  piano  orizzontale  IJ'K' 
ov’è  situato  il  punto  l'oicìiè  prolungando  ll'N'  sino  a 

che  tagli  questo  piano  in  f',  n proiettando  quest’ultimo  in  p,  la 
retta  pM  è mani.^estainente  la  traccia  diinmidata;  e ad  essa  con- 
dnccndo  una  perpendicolare  IdO  , si  arra  la  proiezione  orizzon- 
tale della  tangente  all’ intersecazione  delle  due  siiperticie. 


rcttrici.  Uno  qualunque  di  questi  coni  scaleni  ha  per  asse  la  retta  elio 
unisce  il  vertice  comune  col  centro  dell.t  corrisimmlcute  direttrice  ; c pro- 
lungando questa  retta  sino  ad  incontrare  il  piano  orizzontale  di  proiezio- 
ne ( che  al  solilo  supporremo  perpendicolare  all’asse  di  rotazione  ),  que- 
sto incontro  sarà  il  centro  della  traccia  o base  circolare  del  cono;  la  quale 
avrà  per  raggio  una  quarta  i>roj)orzionale  dopo  la  detta  congiuiigcnte  , 
la  stessa  prolungata  rino  al  piano  orizzontale  ( alle  quali  due  rette  posso- 
no sostituirsi  lo  loro  proic-zionì  verticali  cho  le  sono  proporzionali  ),  ed  il 
raggio  del  parallelo  assunto  per  direttrice.  U dunque  chiaro  che  lo  stesso 
cono  avrà  di  comune  col  cono  dato  le  ix'tìe  cLe  congiungono  il  verlico 
di  ambedue  coi  punti  dove  s’ intersecano  le  loro  tracce . ed  avrà  di  comu.> 
Dc  colla  data  superficie  di  rotazione  il  parallelo  di  questa,  assunto  jM'r 
direttrice  del  primo  cono.  Per  la  qual  cosa , i punti  comuni  a questa  pa- 
rallelo cd  alle congiungcnli  pocanzi  nominate,  apparterranno  alla  richie- 
sta intersecazione  delle  due  date  superficie. 

È chiara  per  se  stessa  la  varietà  che  dee  subire  questa  soluzione  ( la 
quale  diventa  ancora  pià  semplice  ) quando  al  dato  cono  si  sostituisce  un 
cilindro.  In  tal  caso  le  sujicrlicic  ausiliari  voglion  essere  parimente  ciliu- 
driclie,  e costruite  con  lati  paralleli  a quelli  del  cilindro  dato,  e con  di- 
rettrici rappresentate  dai  singoli  paraCcli  della  si’perficie  di  rotazione.  Per 
ciascuna  di  esse  la  parallela  ai  Iati  dal  centro  della  direttrice  ne  sarà 
l’asse , e rincontro  di  questo  co!  piano  orizzontale  sarà  il  centro  della  sua 
traccia  o base  circolare , la  quale  avrà  lo  stesso  raggio  della  direttrice.  In 
conseguenza  i punti  comuni  a questa  direttrice , ed  ai  lati  condotti  per  le 
intersecazioni  della  traccia  del  cilindro  dato  con  quella  del  corrispondente 
cilindro  ausiliare,  apparterraniiu  alla  cercata  intersecazione  dello  stesso 
cilindro  dato  con  la  superficie  di  rota.'iune. 

Quest’  ultimo  pi-ohlcma  ha  uii’u|>plicazioiic  importante  nella  ricerca  di 
talune  ombre  [Hirtatc. 
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LIBRO  QUINTO. 


DE*  PIANI  TANGENTI  II-  CUI  Pl'NTO  DI  CONTATTO 
NON  È DATO. 


346.  Ne’  problemi  che  abbiamo  risoluto  nel  secondo  libro  su’ 
piani  tangenti  supponevasi  dato  il  punto  di  contatto  sulla  super- 
ficie. Per  compiere  questa  teorica  importante  resta  dunque  ad 
esaminare  le  quistioni^in  cui  senza  assegnare  alcun  punto  di  con- 
tatto, debba  il  piano  tangente  adempiere  alcune  condizioni,  sic- 
come le  seguenti  : 

1. °  Che  passi  per  un  punto  dato  fuori  della  superficie. 

2. °  Che  sia  parallelo  ad  una  retta  conosciuta. 

3. °  Che  passi  per  una  retta  data , o per  due  punti  assegnati 
nello  spazio. 

Che  sia  parallelo  ad  un  dato  piano. 

K.®  Che  tocchi  più  superficie  contemporaneamente. 

Queste  diverse  condizioni  divideranno  da  sè  il  presente  libro 
in  più  capitoli,  ne’ quali  non  ritorneremo  su  ciò  che  concerne  lo 
superfìcie  cilindriche  o coniche , perciocché  ne  abbiamo  trattato 
immediatamente  al  capitolo  3.®  del  libro  II. 

2y 
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rift. 

1.XXS. 


CAI’ ITOLO  PRIMO. 

»e’1>iani  tangenti  condotti  da  in  pento 

KEOIU  LA  SEPEIIFICIE. 

34.7-  Sia  V il  punto  dato  fuori  di  ima  superfìcie  qualunque  S; 
conduciamo  per  questo  punto  diversi  piani  fejaiUi  in  una  dire- 
ziono arbitraria;  e per  csemjiio  facciamoli  passare  luUi  per  una 
retta  qualunque  V.A1)  die  traversa  la  supeifuie.  Allora  essi  la 
taglieranno  secondo  alcune  curve  A.MD.AAl'D.AM"!)  , . . . . 
che  si  saprebbero  costruire  co’ melodi  preccdenteiiieiito  esposti, 
cd  alle  quali  si  potranno  generalmente  condurre  dal  punto  V 
alcune  tangenti  VM,YiM',ViU"  , . . . ; di  maniera  che  tutte  que- 
ste rette  formeranno  manifestamente  un  cono  che  ha  il  punto  V 
per  vertice,  e sarà  circoscritto  alla  superficie  S,  vale  a dire 

la  toccherà  lungo  la  curva  MM'M" In  effetto  per  il 

])unto  M”,  a cagion  d’esempio,  il  piano  tangente  di  S conterrà 
la  tangente  M"T  della  curva  MM'M" , come  pure  il  lato  M''V 
che  per  costruzione  è tangente  alla  superficie:  dunque  questo 
piano  sarà  esso  stesso  tangente  al  cono;  e le  due  superficie  a- 
vendo  cosi  un  piano  tangente  eomune  in  M",  offriranno  un 
vero  contatto  in  questo  punto  ed  in  tulli  quelli  della  linea 
MM'M" 

34.8.  Ciò  posto,  per  risolvere  il  problemi  generalo  che  forma 
l’oggetto  di  questo  capitolo , basterà  costruire  la  linea  di  con- 
tatto MM'M"  della  superficie  proposta  S con  un  cono  cir- 
coscritto avente  il  suo  vertice  in  V , indi  condurre  un  piano 
tangente  ad  S per  un  punto  qualunque  di  questa  linea  : que- 
sto piano  soddisferà  evidentemente  alla  quistioiie , poiché  toc- 
cherà uecessariaineule  ( n.  34-q  ) il  cono  circoscritto  e passerà 
pel  vertice  V eh’ è il  punto  dato. 

Viceversa  ogni  piano  condotto  dal  punto  V tangente  alla 
Bupe.ficie  S teccbei'à  questa  in  un  punto,  eli’  io  chiamo  m e 
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che  esrendo  congiunto  con  V darà  una  retta  Ym  evidentemen- 
te tangente  ad  S ; dunque  questa  retta  Ym  sarà  senza  dubbio 
uno  de’ lati  del  cono  circoscritto  VMM'M"  . . . . . , e per  con- 
seguenza il  punto  ni  starà  sulla  curva  MM'M"....,  che  .diviene 
cosi  il  luogo  di  tutte  le  soluzioni  del  problema  proposto. 

Il  problema  sarà  solamente  impossibile  quando  il  cono  cir- 
coscritto non  esisterà  affatto , vale  a dire  allorché  il  punto  V sarà 
talmente  situato,  che  non  si  potrà  condurre  da  questo  punto  al- 
cuna tangeiite  alle  diverse  sezioni  fatte  co’ piani  che  passano  per 
•VAD. 

34.0.  Risulta  da  ciò  che  la  nostra  quistione  può  ammettere 
un’infinità  di  soluzioni , eccetto  quando  la'superl:cie  proposta  S 
è sviluppabile.  In  fatti  abbiamo  veduto  ( n.  i83)  che  una  tale 
' siiptrlìcie  era  l’inviluppo  di  tutte  le  posizioni  di  un  piano  movi- 
bile,  sottoposto  ad  una  legge  di  movimento  la  quale  non  lasciava 
di  arbitrario  che  una  sola  condizione  (*):  dunque  allorché  que- 
sto piano  movibilc,  ch’é  nel  medesimo  tempo  il  piano  tangente 
della  superficie  sviluppalùle  , passerà  pel  punto  dato  V , o non 
potrà  prendere  altra  situazione,  o prenderne  soltanto  un  nume- 
ro limitato,  secondo  la  natura  ed  il  numero  delle  falde  della  su- 
perficie. Laonde  per  questa  maniera  di  superficie , il  problema 
dì  costruire  un  piano  tangente  che  passa  per  un  punto  dato  di- 
viene totalmente  determinato  (**) , il  che  fu  da  noi  riconosciuto 
ne’ coni  e ne’cilindri  (n.  ti6  e 123), 


' {*)  0 altrìmcnll  detto,  che  nella  sua  equazione  non  lasciava  dio 
ima  sola  costante  arbitraria;  sicché  la  condiziono  di  passare  per  il  punto 
V fisserà  compiutamente  la  posizione  di  questo  piano  nello  spazio. 

(•*)  L’eccezione  che  presentano  lo  superficie  sviluppabili  è unica,  poi- 
ché essa  non  ha  luogo  per  le  superficie  storte.  In  effetto  vedremo  che  in 
queste  ultime,  ciafcun  piano  condotto  per  il  puntoV  e per  una  generatrice 
rettilinea  é tangente  alla  superficie  in  un  terzo  punto  da  costruire;  di  ma- 
niera che  congiungendo  questo  punto  di  contatto  con  V,  si  otterrà  ancora 
uno  da' lati  dei  cono  circoscritto , il  qualo  sussiste  qui  come  in  una  super- 
ficie qualunque.  ’ 
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350.  D’altronde,  siccome  una  superfìcie  sviluppabile  è toccata 
dal  suo  piano  tangente  per  tutta  la  lunghezza  di  una  medesima 
generatrice  rettilinea  (n.  /77),  nc  segue  che  se  si  facessero  qui 
le  sezioni  indicate  n.  >?47,  e loro  si  conducessero  alcune  tan- 
genti pel  punto  V,  tutti  i punti  di  contatto  sarebbero  situati  su  di 
una  retta  della  superficie;  ed  il  cono  circoscritto  ridurrebbesi  al- 

■ lora  ad  uno  o più  piani  tangenti  che  passerebbero  pei  punto  V. 

35 1.  Il  problema  di  condurre  per  un  punto  V un  piano  tan- 
gente ad  una  superfìcie  S non  isviluppabile,  diverrebbe  nuova- 
mente determinato  se  si  aggiungesse  la  condizione  che  questo 
piano  dovesse  toccare  la  superfìcie  sopra  una  data  curva,  per 
esempio  sopra  un  meridiano  , o sopra  un  parallelo  la  cui  posi- 
zione fosse  assegnata.  In  fatti  dopo  aver  costruito  la  lìnea  di 
contatto  MM'M". . . del  cono  circoscrito  ad  S,  basterebbe  esami- 

* Ilare  in  quali  punti  incontra  la  data  curva,  ed  essi  sarebbero  ma- 
nifestamente i punti  di  contatto  de’ piani  tangenti  clic  soddisfano 
al  problema  ; il  quale  sarebbe  impossibile  se  la  curva  assegna- 
ta sulla  superficie  non  avesse  alcun  punto  comune  con  la  lìnea 
MM'M" 

352.  Quanto  alla  costruzione  della  linea  di  contatto  di  una 
superfìcie  qualunque  S con  un  cono  circoscritto  che  ha  per  ver- 
tice un  punto  dato  Y,  la  quale  è d’altronde  utilissima  nella  pro- 
spettiva, per  essere  evidentemente  il  contorno  apparepte  della 
superficie  veduta  dal  punto  V , il  solo  metodo  generale  è quello 
indicato  al  n.  34-p  E poiché  esige  delle  operazioni  grafiche  as- 
sai penose,  andremo  ad  esporne  altri  più  semplici,  ma  applicabili 
solaminte  ad  alcune  specie  di  superfìcie  che  s’incontrano  fre- 
quentemente , dopo  però  che  avremo  dimostrato  un  teorema  im- 
portante su  queste  linee  di  contatto  rispetto  a tutte  le  superficie 
di  secondo  grado. 

353.  La  curva  di  contatto  di  U7i  cono  circoscritto  aduna 
superficie  di  secondo  grado  è sempre  piana  ; ed  il  suo  piano 
« parallelo  a quello  diametrale  che  sarebbe  coniugalo  al  dia- 
na. metro  condotto  pel  vertice  del  cono. 

LXXX.  Sicno  V il  vertice  del  cono,  ed  S la  superfìcie  di  secondo  gra- 
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do  di  cui  si  tratta  ; la  quale  supporremo  ia  prima  ammetta  un 
centro  O,  sebbene  possa  essere  indifferentemente  un  ellissoide 
o pure  uno  de’due  iperboloidi.  Facendo  passare  per  la  retta  VO 
diversi  piani  secanti , otterremo  delle  curve  di  secondo  grado 
ABD,  AB'D,AB"D , ....  aventi  tutte  un  diametro  comune 
OA;  e se  noi  le  tagliamo  col  piano  diametrale  eh' e 
coniugato  con  OA  , vale  a dire  che  divide  in  due  parti  eguali 
tutte  le  corde  della  superficie  parallele  a questa  direzione,  ot- 
terremo le  rette  OB,OB',OB",  ....  che  godranno  evidente- 
mente della  medesima  proprietà  rispetto  alle  conle  condotte  in 
ciascuna  di  queste  curve  parallelamente  ad  OA.  Per  la  qual  cosa 
OA  ed  OB.OA  ed  OB',OA  ed  OB" , . . . . formeranno  vari  siste- 
mi di  diametri  coniugati  a due  a due  nelle  diverse  curve  di  se- 
condo grado  ABD,AB'D,AB"D  .... 

Ciò  posto,  si  conduca  ad  una  di  queste  curve  una  tangente 
VM , e poscia  pel  punto  di  contatto  M si  meni  un  piano  pa- 
rallelo a BB'C,  il  quale  taglierà  la  superficie  S secondo  una  cur- 
va MM'N , e le  sezioni  primitive  secondo  le  ordinate  PM , PM', 
PM",  ....  rispettivamente  parallele  ad  OB,OB',  OB".  Allora 
se  si  menino  pc’divcrsi  punti  ....  alcune  tangenti  alle 

curve  AM'D,AM"D  io  dico  che  queste  tangenti  termi- 

neranno sulla  retta  0 A al  medesimo  punto  V , donde  è parti- 
ta la  prima  MV.  In  fatti,  si  sa  che  in  ogni  linea  di  secon- 
do ordine  riferita,  a due  diametri  coniugati  la  sottangente 
non  dipende  che  dall’ascissa  del  punto  di  contatto , e dal  dia- 
metro sul  quale  si  conta  questa  ascissa  ; per  conseguenza  pe’ 
diversi  punti  M,M',M",  . ! . . che  corrispondono  alla  medesi- 
ma ascissa  OP , la  sottangente  avrà  un  valore  comune , vale 
a dire  : 

dunque  tutte  le  tangenti  condotte  da M,M',M"...  formeranno  un 
cono  circoscritto  alla  superficie  di  secondo  grado,  la  cui  linea 
di  contatto  sarà  la  curva  piana  parallela  al  piano 
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«lianielrnlc  BB'C  ch’è  cnniugnlo  dì  VO  {*).  li  quale  conterrà 
in  oltre  il  centro  P della  curva  MM'M”.  . . . , come  faremo  ve- 
dere. 

Ili  ogni  superficie  di  secondo  grado  le  diverse  sezioni 
fatte  da  piani  paralleli  fra  loro  sono  curve  simili,  i cui  cen- 
tri sono  situali  sul  diametro  che  e coniugato  a quello  tra 
questi  piani,  il  quale  passa  pel  centro  della  supeifcie.  In  fatti 
qualunque  sia  una  di  queste  sezioni  piane  3\IiM'iVl"N  , si  potrà 
condurle  pel  centro  0 uu  piano  BB'B"C  parallelo , e costrui- 
re il  diametro  OA  coniugato  di  quest’  ultimo  piano.  Allora 
tutte  le  sezioni  ABD , AB'D , AB"D , . . . avranno  per  diame- 
tri coniugati  a due  a due  OA  ed  OB,  OA  ed  OB',  OA  ed  OB"; 

dunque  le  ordinato  jMP,MP',.MP", che  corrispondono 

alla  medesima  ascissa  OP  saranno  proporzionali  a’  diametri  OB, 
OB'.OB", . . . i quali  non  sono  comuni  e per  conseguenza  que- 
ste rette,  consideratccomc  vettori  paralleli  conAoUì  nello 

due  curve  MM'N  c BB'C,  soddisferanno  alla  condizione  generale 
della  simiglianza.  Oltracciò  siccome  il  punto  0 è il  centro  di 
figura  della  curva  BB'C,  lo  sarà  necessariamente  il  punto  P 
rispetto  alla  curva  jMM'N  ; sicché  i centri  dello  sezioni  paral- 
lele al  piano  diametrale  BB'C  sono  situati  tutti  sul  diametro  OA 
coniugalo  con  questo  piano. 

.3i)i>.  Ritorniamo  al  teorema  dimostrato  per  le  super- 

ficie dotate  di  un  centro;  ed  a fine  di  cstendfrlo  alle  superfìcie 
che  ne  sono  sfornite,  vale  a dire  a’duc  paraboloidi , regoliamo 
riG.  la  dimostrazione  della  maniera  seguente.  Meniamo  pel  punto 
I.WXI  V una  parallela  VX'  all’asse  principale  OX  del  paraboloi- 

de; la  quale  è ancora  qui  un  diametro  della  superficie,  ed 
i diversi  piani  secanti  condotti  per  questo  diametro  daranno  lo 


(•)  Nel  caso  particolarc'in  cui  la  superficie  è una  sfera,  la  curva  di  con- 
tatto del  cono  circoscritto  diviene  un  cerchio  minore  perpendicolare 
alla  reila  VO  che  riunisce  il  vertice  V col  centro  della  sfera.  In  dipo 
ciò  si  dimostra  direttamente,  faeendo  girare  intorno  di  VO  un  cerchio 
massima  e la  sua  tangente  condotta  dal  punto  V. 
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sezioni  paraboliche  AMK,Aj\1'E',Ai\1"E"  , ......  Ciò  posto 

conduciaruo  ad  mia  di  esse  lataiigciile  VM,e  per  il  punto  di  con* 
tatto  M meniamo  parallelamente  al  piano  tangente  del  parabo- 
loide in  A un  piano  MM'M"N,  il  quale  taglierà  le  parabole  se- 
condo le  ordinate  !V1P,M'P,M"P,  ....  rispellivaincntc  jiaral- 

lele  alle  tangenti  AT,  AT',  AT"  , ....  di  queste  curve.  E poi- 
ché per  tali  ordinate  si  sa  che  la  sottaiigcutc  sai’à  costante- 
mente doppia  dell’  ascissa  comune  AP,  per  conseguenza  tulle 
le  tangenti  in  ....  termineranno  al  medesimo  jmiito 

V,  e formeranno  in  lai  guisa  un  cono  circoscritto  che  toccherà  il 
paraboloide  lungo  la  curva  piana  Si  vede  in  oltre  che 

il  piano  di  questa  curva  è parallelo  al  piano  tangente  in  A , il 
quale  ticn  luogo  qui  del  piano  diametrale  coniugato  con  A'X';  per- 
chè quest’ultimo  starebbe  ad  una  disianza  inliuila.  D’altra  parlo 
nell’ellissoide  della  fìgiira  8o  il  piano  tangente  in  A era  ben  an- 
che parallelo  a e però  alla  curva  di  contatto  1MM'M"I\’; 

ma  noi  non  abbiamo  voluto  adottare  questo  piano  tangente,  pe- 
rocché esso  non  esisterebbe  più  negriperboloidi-,  allorché  il  dia- 
metro YO  non  incontra  la  superlicie. 

Problema  1.  Trovare  la  curva  di  contatto  di  una  superjicie 

di  rivoluzione  con  un  cono  circoscritto, il  cui  vertice  è dato. 

3h'6,  Sia  (0,I'Z')  l’asse  di  rivoluzione  che  considereremo 
come  verticale , cd  ( X'C'Y'D',  CD  ) il  meridiano  principale 
della  superficie.  Qui  questa  curva  è uu’ ellisse  di  cui  un  diametro 
principale  coincide  con  l’asse  di  rivoluzione;  ina  il  metodo  che 
esporremo  è aU’inlutlo  generale  ed  applicabile  ad  un  meridiano 
qualunque.  Sia  inoltre  ( V,Y'  ) il  punto  assegnalo  j)cr  vertice 
del  cono  circoscritto;  la  curva  X'M'Y' secondo  la  quale  toccherà 
r ellissoide  può  determinarsi , costruendo  successivamente  i juiuli 
che  stanno  su  ciascun  parallelo  della  superficie,  o imre  quelli 
che  sono  situati  su’diversi  meridiani,  c questo  darà  luogo  a due 
metodi,  ciascuno  da  sé  solo  bastevole  per  tracciare  la  cui-va  di- 
mandata . 


rie. 
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Z'à’i.Melodo  ilei  parallelo.  Sia  ( E'F',EMF)  il  parallelo  scel- 
to arbitrariamente  sopra  la  superficie  di  rivoluzione  S:  sostituen- 
do a questa  un  cono  retto  generalo  dalla  rivoluzione  della  tan- 
gente E'Z' intorno  dell’asse,  è evidente  che  esso  toccherà  la 
superficie  S per  tutta  la  lunghezza  del  cerchio  E'F';  percui  ogni 
piano  tangente  condotto  a questo  cono  per  il  punto  ( V,V')  toc- 
cherà S nel  punto  in  cui  il  lato  di  contatto  incontrerà  il  cerchio 
E'F'.  Per  conseguenza  questo  punto  d’incontro  apparterrà  alla 
curva  dimandata  X'M'Y',  la  quale  è {n.  348)  il  luogo  de’ 
punti  di  contatto  de’ diversi  piani  tangenti  condotti  alla  su- 
perficie S per  il  punto  ( V, V'  ) . 

3!)8.  La  quistione  è dunque  ridotta  a trovare  un  piano,  che 
partendo  dal  punto  (V,V')  vada  a' toccare  il  cono  Z'E'F':  ora 
vi  si  perverrebbe  congiungendo  il  vertice  (Z',0)(*)  con 

( V,V'  ) , indi  cercando  il  punto  dove  questa  retta  andrebbe  a 
tagliare  il  piano  orizzontale  E'F',  e conducendo  infine  da  que- 
st’ultimo punto  le  tangenti  al  cerchio  ( E'F',EMF).  -Ma  sicco- 
me il  vertice  ( Z',0)  può  trovarsi , come  qui , situato  a troppa 
distanza,  e che  in  oltre  il  punto  donde  partono  le  tangenti  alla 
base  del  cono  cambierebbe  anche  al  cambiare  di  parallelo , noi 
adotteremo  in  vece  un  metodo  che  ovvierà  a questi  due  incon- 
venienti. 

Assumiamo  per  base  del  cono  retto  il  cerchio  ( G'II',GPH  ) 
secondo  il  quale  il  cono  è tagliato  dal  piano  orizzontale  V'G'II': 
allora,  poiché  questa  nuova  base  contiene  nel  suo  piano  il  punto 
dato  ( V,V')  , sarà  inutile  ricorrere  al  vertice  del  cono,  e ba- 
sterà condurre  le  tangenti  alla  base  attuale  per  il  punto(V,V'): 
in  somma  siccome  i soli  punti  di  contatto  hanno  un’importanza 
per  noi , descriviamo  sulla  retta  VO  come  diametro  una  circon- 
ferenza' che  tagli  il  cerchio  GPU  ne’  punti  P e Q , ed  i raggi 


(*)  I tre  punti  dinotati  con  Z'nel  nostro  disegno  si  suppongono  rappre- 
sentare il  punto  unico  in  cui  la  tangente  E'Z'  andrebbe  a tagliare  l’asse 
verticale , cli’è  il  vertice  del  cono  retto , ma  che  non  ha  potuto  qui  esser 
compreso  nel  quadro. 
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OP  e PQ  saranno  evidentemente  le  proiezioni  orizzontali  de*  lati 
secondo  i quali  il  cono  retto  sarà  toccato  da’  piani  tangenti  con- 
dotti da  ( V,V'  ).  Dunque  prolungando  questi  raggi  sino  al  pa- 
rallelo dato  EiMF,  i punti  M ed  N che  si  proietteranno  sopra  di 
E'F'  in  M'  ed  N' , saranno  due  punti  che  apparterranno  (n. 

) alla  curva  di  contatto  della  superficie  S col  cono  circo- 
scritto,  il  cui  vertice  sarebbe  in  ( V,V'  ). 

339.  Per  trovare  i punti  di  questa  curva  che  saranno  sopra 
un  altro  .parallelo  , si  farà  di  una  maniera  consimile  ; e la 
stessa  circonferenza  descritta  su  VO  come  diametro,  servirà 
per  tutte  queste  operazioni , poiché  le  tangenti  alla  base  del 
nuovo  cono  retto  dovranno  ancora  partire  dal  punto  ( V,V'  ). 
Per  esempio,  se  consideriamo  il  parallelo  ( E"'F'",  EMF  ) c- 
guale  al  precedente  , bisognerà  condurre  la  tangente  E"’G"', 
che  girando  intorno  dell’asse  verticale  descriverebbe  un  cono 
retto  la  cui  base  , considerata  nel  piano  orizzontale  Y'G',  sarà 
ii  cerchio  ( G"'II'",  G”P"H"  ),  il  quale  essendo  tagliato  dalla 
circonferenza  \ 0 in  due  punti  P"  e Q",  darà  ne’  raggi  OP"ed 
OQ"  le  proiezioni  orizzontali  de’  lati  di  contatto  del  cono  retto 
^^///£///p/i/jj///pQ’pjgjjj  tangenti  che  gli  sarebbero  condotti  dal 
punto(V,V');indi  l’incontro  di  questi  raggi  col  parallelo  (EMF, 
E"'F"')  darà  i punti  (N",iN'")  situati  su  questo 

|>arallelo,  ed  appartenenti  alia  curva  di  contatto  della  superficie 
S col  cono  circoscritto  che  ha  il  vertice  in  ( V,V'). 

36o.  Metodo  del  meridiano.  Per  trovare  i punti  di  questa 
medesima  curva  situati  sopra  un  meridiano  qualunque  «Oc,  im- 
maginiamo per  tutti  i punti  dell’anzidetto. meridiano  alcune  ret- 
te perpendicolari  al  suo  piano,  l’insieme  delle  quali  formerà 
MI  cilindro  orizzontale  evidentemente  circoscritto  alla  superfi- 
cie S lungo  di  questa  curva  meridiana.  Allora  se  per  il  punto 
(V,Y')  si  conduca  a questo  cilindro  un  piano  tangente , esso 
sarà  tangente  all’ellissoide  nel  punto  in  cui  toccherà  la  base 
del  cilindro  ; laonde  silfatto  punto  apparterrà  alla  curva  cerca- 
ta , poiché  questa  ( n.  34S  ) é il  luogo  di  tutti  i punti  di  cou- 
tàtto  dcirellissoide  co’piani  Ungeuti,  che  partono  da  ^Y,Y'). 

30 
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Ora  per  costruii'e  (jucstu  piano  taiigeiilo  al  cilindro  orizzontale 
liiso^na  ( n.  n6)  condurrre  dal  punto  ( V,V')  una  parallela  ai 
lati  di  (|iu^ta  superficie,  vale  a dire  una  retta  (VP",V'H"')  per- 
[londicolaro  al  piano  verticale  aOc  che  contiene  la  base  del  ci- 
lindro ; poscia  dal  punto  P"  in  cui  tal  retta  incontra  questo  pia- 
no incridiauo  condurre  a questa  base  una  o più  tangenti.  Ma 
]ier  eseguire  quest’  ultima  operazione  si  abbassi  la  meridiana 
«Oc  sul  pitino  verticale,  del  pari  ebe  il  punto  P"  il  quale  si 
trasporta  evidentemente  in  ( II", IP"),  e conducendo  le  tangenti 
lP"<p',lI"'F'",  si  ottengono  i punti  di  contatto  (<p',«p),  (F'",F) 
sulla  base  del  cilindro , abbassata  ; dunque  riportandoli  con  ar- 
chi di  cerchio  orizzontali  sul  meridiano  primitivo  «Oc,  si  avran- 
no le  vere  posizioni  (•J-,4-*)  ed  (M",M'"). 

36i.  Quest’ultimo  punto  coincide  con  uno  di  quelli  che  noi 
abbiamo  ottenuto  col  metodo  del  parallelo  , perchè  qui  il  piano 
meridiano  «Oc  è stato  scelto  in  maniera  da  contenere  il  punto 
(M",M"')  già  costruito,  ed  abbiamo  adottato  questa  disposizio- 
ne a fine  di  mostrare  chiaramente,  che  se  i due  metodi  sono  fon- 
duti su  considerazioni  molto  differenti , si  adoperano  nondimeno 
le  stesse  operazioni  grafiche,  eseguile  con  ordine  onninamen- 
te inverso,  come  dee  qui  scorgersi  pel  punto  ( M",M'"  ).  Ma 
_ qualunque  sia  il  metodo  adoperato,  vi  sono  de’ pùnti  particolari 
he  si  otterranno  con  uu  magistero  diretto;  per  cui  raccomandia- 
mo di  cominciare  l’esecuzione  del  disegno  dalla  ricerca -di  questi 
punti  notabili. 

36a.  Punti  su’  contorni  apparenti.  In  quanto  a quelli  situali 
sull’equatore  (C'D',CLD),  è chiaro  che  i piani  i quali  tocche- 
ranno colà  l’ellissoide  saranno  verticali , e quindi  le  loro  tracce 
orizzontali  saranno  le  tangenti  YL,  c YK  che  partono  dal  punto 
Y ; d’altronde  i puuli  di  contatto  L e &,  essendo  determinati  iii 
' proiezione  orizzontale  dall’  incontro  del  cerchio  CLD  con  la  cir- 
conferenza di  cui  YO  è il  diametro,  sarà  bastevole  juoicllare  L e 
RinL'e  R',  sopra  C'D'. Osserviamo  in  oltre  che  questi  due  punti 
essendo  sul  contorno  apparente  della  superficie  relativamente  al 
piano  orizzontale,  formeranno  i limili  comuni  dell’ «/-co  visibile 
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LMXR  e dell’inwiii/e  LM"  YR.  su  questa  proiezione;  ed  il  pri- 
mo di  essi  si  distinguerà  facilmente  dall’altro  , esaminando  se 
uno  de’ suoi  punti  ( M ,M'  ) è situato  al  di  sopra  dell’ equatore 
C‘D'. 

Dcil’istessa  maniera  pe’ punti  situati  sul  meridiano  principale 
(X'C'Y'D'jCD),  i piani  tangenti  dell’ ellissoide  saranno  {n.t2Q) 
perpendicolari  al  piano  verticale;  sicché  le  loro  tracce  passeranno 
per  il  punto  V',  e saranno  le  due  tangenti  V'X',V'Y',  i cui 
punti  (*)  di  contatto  X',Y', dovranno  essere  proiettati  in  X,Y,su 
CD.  Oltre  che  siccome  questi  due  punti  son  situati  sul  contorno 
apparente  della  superficie  per  rispetto  al  piano  verticale,  essi  se- 
pareranno l’arco  visibile  X'M'Y'  dall’arco  invisibile  X'N'Y'i-u 
questa  proiezione;  e se  ne  distinguerà  il  primo,  esaminando  se 
uno  de’ suoi  punti  ( M,M')  è posto  innanzi  del  piano  verticale  CD 
che  contiene  il  meridiano  principale. 

363.  Pialli  limiti.  Noi  intendiamo  que’ punti  in  cui  la  tan- 
gente della  curva  di  contatto  sarà  orizzontale,  i quali  saranno 
per  conseguenza  i più  alti  o i più  bassi  di  tutt’i  punti  vicini. 
Dapprima  questa  condizione  non  potrà  incontrarsi  che  nel  me- 
ridiano VO,  il  quale  passa  per  il  vertice  ( V,V')  del  cono  circo- 
scritto: in  effetto  il  metodo  generale. che  ha  somministrato  (n.3o8) 
i punti  (M,M')  ed  (N,N')  mostra  evidentemente  che  i diversi 
punti  della  curva  sono  a due  a due  situati  sopra  alquante  cor- 
de orizzontali  (MN,M*N') , che  il  piano  verticale  VO  divide 
ciascuna  in  due  parti  eguali;  dunque  allorché  uno  di  questi 
punti  corrispondenti  sarà  nel  piano  verticale  VO , l’altro  vi  sa- 
rà del  pari,  e per  conseguenza  la  corda  relativa  a questi  punti  così 
confusi , sarà  divenuta  tangente  alla  curva , senza  cessare  di  es- 
sere orizzontale. 

Ora,  per  determinare  questi  punti  limiti  che  sappiamo  esser  si- 


(*)  Basterà  condurre  queste  tangenti  con  una  riga  appoggiata  sul  pun- 
to V'  c sul  meridiano;  ma  poscia  farà  mestieri  fissare  i loro  punti  di  con- 
tatto con  precisione,  servendosi  per  esempio,  delle  corde  supplemcntaU 
dell’  ellisse. 
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(uati  sul  meridiano  VO^  osservo  che  la  retta  la  quale  ne  con- 
^iungesse  uno  con  (Y,V')  sarebbe  necessariamente  tangente 
al  meridiano  VO , poidiè  giacerebbe  contemporaneamente  nel 
piano  di  questa  curva  ed  in  quello  tangente  dell’ ellissoide  ; 
duuque  se  si  abbassa  questo  meridiano  sul  piano  verticale,  del 
pari  che  il  )mnto  ( V , V'  ) che  sarà  evidentemente  trasportato 
in  V",  e poscia  si  conduca  la  tangente  V"U',  determinandone 
esattamente  il  punto  di  contatto  U'  mediante  le  corde  supple- 
inentali , non  si  dovrà  far  altro  che  proiettare  questo  punto  in 
If , e quindi  ricondurlo  con  un  arco  di  cerchio  orizzontale  nella 
sua  vera  posizione  (R,R').  Questo  sarà  il  punto  più  basso  della 
curva,  e la  tangente  orizzontale  U'R' corrisponderà  all’ ultimo 
dc’paralleli  che  possono  contenere  alcun  punto  di  questa  linea. 

Il  punto  più  alto  (T,T')  si  otterrebbe  similmente,  ma  non 
abbiamo  voluto  effettuarne  la  costruzione , sicuri  di  recare  con- 
fusione nella  figura. 

'K54-  Nell’ esempio  attuale  in  cui  la  superficie  di  rivoluzione 
è di  secondo  grado,  la  curva  di  contatto  è necessariamente  pia- 
na («.  3j3),  e qui  c un’ellisse  che  ha  per  uno  de’  suoi  assi  nello 
spazio  la  retta  ( RT,R'T')  ; poiché  le  tangenti  alle  estremità  di 
questa  linea  sono  ad  essa  perpendicolari , atteso  che  lo  sono  al 
piano  verticale \0{n.363).  Sarebbe  anche  facile  dedurne  il  se- 
condo asse'e  gli  altri  due  vertici,  facendo  una  sezione  orizzon- 
* tale  nell’ ellissoide  per.  la  metà  della  retta  ( RT  ,R'T')  ; e deesi 
osservare  che  questi  due  diametri  principali  resteranno  assi 
della  proiezione  orizzontale  RLTR,  perché  uno  di  essi  essendo 
orizzontale,  l’angolo  compreso  fra  le  loro  proiezioni  resterà 
retto , mentre  sul  piano  verticale  questi  due  diametri  non  sa- 
ranno più  perpendicolari  l’uno  all’ altro , e diverranno  scmpli- 
cemeiUe  due  diametri  coniugati  oiiZ/yui  della  curva  R'L'T'R.'. 

365.  Osservazione,  Se  ci  rammentiamo  che  ogni  superficie 
di  rivoluzione  può  essere  considerata  come  V inviluppo  di  un 
cono  movibile  ( n.  tg4  ) sempre  circoscritto  lungo  un  parallelo, 
o benanche  come  l' inviluppo  di  un  cilindro  movibile  (n.tgS) 
sempre  circoscritto  lungo  un  meridiano , si  comprenderà  che 


Digitized  by  Googlc 


CAPITOLO  I.— PIAM  T.VJf.  COIVI).  DA  UH  Pl'Tf.rCOni  LA  SL'PF.R.  'jS'J 

ne’ due  metodi  adottali  «.  3Sq  e 36o , abbiamo  avuto  per  iscopo 
di  sostituire  alla  superficie  di  rivoluzione  proposta  una  invilup- 
pala conica  o cilindrica  , per  la  quale  la  costruzione  del  piano 
tangente  condotto  dal  punto  ( V,V')  era  più  facile  che  per  la 
superficie  primitiva.  Or  siccome  le  superficie  di  rivoluzione  am- 
mettono ancora  una  inviluppala  sferica  ( n.  ig3)  il  cui  raggio 
è la  normale  al  meridiano , ne  risulta  un  terzo  metodo , meno 
vantaggioso  nella  pratica,  ma  ch’è  interessante  di  conoscere. 

366.  Terzo  melodo  mediante  una  inviluppala  sferica.  Con 
la  normale  E'®  del  meridiano  tracciamo  un  cerchio,  che  girando 
attorno  l’ asse  verticale  genererà  una  sfera  evidenteinenle  tan- 
gente alla  superficie  di  rivoluzione  S , lungo  del  parallelo  E'F'; 
poscia  immaginiamo  un  cono  circoscritto  a questa  sfera , aven- 
te per  vertice  il  punto  dato  ( V ,V' ).  La  curva  di  contatto 
di  questo  cono  ausiliare  con  la  sfera  sarà  un  cerchio  minore 
( w.  333  nota  ) , il  cui  piano  si  troverà  perpendicolare  alla  ret- 
ta (V'®,VO);  e siccome  ne’ punti  in  cui  questo  cerchio  mi- 
nore incontrerà  il  parallello  E'F' , i piani  tangenli  della  sfera 
saranno  comuni  alla  superficie  S , ne  segue  che^'lali  punti  ap- 
parterranno alla  curva  cercata  X'M'Y'.  Ora  se  facciamo  girare 
simultaneamente  la  sfera  ed  il  suo  ceno  circoscritto  intorno 
della  verticale  0 , sino  a che  l’asse  (V'®,VO)  di  quest’  ultimo 
sia  divenuto  parallelo  al  piano  verticale , il  vertice  (V,V')si 
trasporterà  in  V"  ; e conducendo  le  tangenti  \"y,'V"5  il  cer- 
chio di  contatto  sulla  sferà  si  troverà  allora  proiettalo  secondo 
la  corda  yS.  In  tale  situazione  questo  cerchio  di  contatto  taglia 
il  parallelo  E'F'  in  due  punti  situali  alle  estremità  della  corda 
proiettata  verticalmente  sul  punto  s';  or  come  la  distanza  di  det- 
ta corda  all’ asse  di  rivoluzione  non  cangerà,  quando  riporte- 
remo la  sfera  cd  il  cono  circoscritto  nelle  loro  posizioni  primitive, 
è chiaro  che  riportando  con  un  arco  di  cerchio  il  punto  s^sul 
meridiano  primitivo  VO  in  s,  c conducendo  per  quest’ultimo 
punto  una  corda  perpendicolare  a YO , le  intersecazioni  di  essa 
col  parallelo  EMF  daranno  i punti  dimandati  M ed  N , che  bi- 
sognerà in  seguito  proiettare  in  M'  od  N'  sopra  E'F'. 


FIG. 

LX.\X1V. 
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t II.  Per  un  punto  dato  condurre  ad  una  siipetificie 
di  rivoluzione  un  piano  tangente,  che  la  tocchi  in  un  paral- 
lelo dato. 

3G7.  Non  sarà  qui  necessario  , come  1’  abbiamo  manifestato 
generalmente  al  n.  3^t , di  costruire  la  curva  di  contatto  della 
superficie  con  un  cono  circoscritto;  però  evidentemente  sarà  ba- 
stevole applicare  al  parallelo  assegnato  dalla  quistionc  il  me- 
todo ilei  n.3I>-j  o quello  del  «.  36S,  c si  otterranno  direttamente 
i punti  di  contatto  de' piani  tangenti  dimandati,  che  saranno  de- 
terminati nel  numero  e facili  a costruire  (n.i3z). 

PaoncEMA  ni.  Per  un  punto  dato  condurre  ad  una  superjicie 
di  rivoluzione  un  piano  tangente  , che  la  tocchi  sopra  un 
meridiano  dato. 

368.  Questo  problema  si  risolverà  ancora  direttamente,  ap- 
plicando al  meridiano  assegnato  dalla  quislione  il  metodo  espo- 
sto al  n.  36o.  Si  conosceranno  cosi  i punti  di  contatto  dei 
piani  tangenti  che  si  cercano , e questi  piani  saranno  allora  fa- 
cili a determinarsi  ( n.  i3z  ). 

Problema  IV.  Trovare  la  curva  di  contatto  diana  superjicie 
qualunque  di  secondo  grado  con  un  cono  circoscritto,  il 
cui  vertice  è dato. 

369.  Prendiamo  per  esempio  un  ellissoide  a tre  assi  disuguali, 
e scegliamo  i piani  di  proiezione  paralleli  a due  de’ tre /nant 
principali  di  questo  corpo.  Allora  i contorni  apparenti  della  su- 
perficie saranno  le  due  ellissi  (ABDE,A'D')  ed  (A'C'D'F',  AD) 
che  avranno  ciascuna  due  assi  comuni  con  l’ellissoide;  e dino- 
tando con  (V,V')  il  vertice  del  cono  circoscritto,  cercheremo 
di  determinare  i punti  della  curva  di  contatto,  che  sono  situati 
sopra  una  sezione  orizzontale  qualunque  G'IP.  Questa  sezione 
è un'ellisse  simile  ad  .àBDE , di  cui  G'IP  è uno  de’ diametri 

:•>»  4.  i 
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]>rincipali  ; c se  la  coiisidercremo  come  la  base  di  uu  cono 
ausiliare, che  avrebbe  il  suo  verlicc  al  punto  T' in  cui  l’asse  ver- 
ticale della  superficie  c incontrato  dalla  tangente’  T'G' , ijucslo 
cono  G^T'H'  sarà  circoscritto  all’ ellissoide.  In  efielto  tutte  le 
sezioni  fatte  nella  superficie  da  piani  condotti  secondo  la  verti- 
cale (0,0'T'),  sarebbero  delle  ellissi  ehe  hanno  un  asse  co- 
mune (0,C'F');  in  oltre  per  tutt’i  punti  di  queste  ellissi,  situati 
su  G'Il',  l'ascissa  O'I'  essendo  la  medesima,  la  sottangeiite 
sarebbe  costantemente  uguale  a l'T'  ; per  conseguenza  le  tan- 
genti a queste  ellissi  verticali  terminerebbero  tutte  al  punto  Ti 
e formerebbero  il  cono  circoscritto  T^G'H'.  Ciò  posto,  se  si  con- 
duce a questo  cono  ausiliare  il  piano  tangente  che  parte  da 
il  lato  di  contatto  incontrerà  la  base  G'H'  in  un  punto 
che  apparterrà  alla  curva  dimandata  ; poiché  in  questo  punto  il 
piano  tangente  del  cono  ausiliare  toccherà  l’ellissoide  c passerà 
altrcs'i  per  il  punto  ( V,V')  , ciò  eh’ è l’indole  distintiva  della 
curva  di  contatto  della  superficie  col  cono  circoscritto, il  cui  ver- 
tice sarebbe  in  (V,V'). 

370.  Ora  per  condurre  dal  punto  (V,V')  un  piano  tangente 
al  cono  T' G'  H' , ed  operar  solamente  sull’  ellisse  principale 
ABDE , data  immediatamente  dalla  quistione , prolungo  que- 
sto cono  sino  al  piano  orizzontale  scelto  iu  maniera 

da  tagliare  questo  corpo- secondo  un’ellisse  eguale  alla  prece- 
dente ; poscia  adottando  questa  sezione  ( A"D",ABDE  ) per  base 
del  cono,  e congiungendo  il  vertice  -col  punto  (V,V'),  cerco 
rincontro  di  questa  retta  (V'T'R',VOR)  col  piano  A"D" , 
ed  infine  dal  punto  R conduco  due  tangenti  RI’,llQ  all’ellisse 
ABDE.  I punti  di  contatto  di  queste  tangenti  essendo  fissati  con 
precisione  ( per  esempio  mediante  le  corde  supplemcutali  ) , 
conduco  i raggi  OP,OQ  che  saranno  le  proiezioiii.orizzoutuli  dei 
lati  di  contatto , e ne  deduco  facilmente  le  proiezloui  verticali 
T'P'jT'Q'.  Finalmente  queste  ultime  tagliando  Tcllisse  G'IP  m i 
punti  M'edN'jli  proietto  iuMedN,ed  ottengo  cosi  i due  punti 
della  curva  dimandata , che  sono  situali  sulla  sezione  orizzontale 
G'il'  dell’ ellissoide. 
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Si  avrebbero  potuto  trovare  direttamente  ì punti  M ed  N , 
proiettando  H'  in  H e conducendo  per  quest’ultimo  punto  le  pa- 
rallele HM  ed  UN  alle  corde  DP  e DQ  : perocché  in  due  ellissi 
simili , come  G'H'  ed  , i raggi  vettori  OM  ed  OPsono 

proporzionali  a’ semi-assi  OH  ed  OD. 

Syi.  Per  ogni  altra  sezione  orizzontale  oltre  G'H',  si  opererà 
di  una  maniera  simile;  ma  se  avvenisse  che  il  vertice  T' del  cono 
ausiliare  fosse  a non  molto  comoda  distanza , si  potrebbe  adotta- 
re per  sua  base  la  sezione  R'L'  fatta  dal  piano  orizzontale  con- 
dotto dal  punto  (V,V'),  ed  allora  basterebbe  concepire  per 
quest’  ultimo  punto  alcune  tangenti  a quest’  ellisse  R'L'.  Ora 
tali  rette  non  meno  che  i loro  punti  di  contatto  sono  molto  faci- 
li a determinarsi  con  una  costruzione  diretta,  senza  descrivere  la 
curva,  e con  la  sola  conoscenza  degli  assi  che  sono  qui  propor- 
zionali ad  AD  e BE,  uno  de’  quali  è R'L'.  Questa  costruzione, 
si  troverà  spiegata  quanto  prima  in  un  caso  analogo 

Syi.  Punti  su  contorni  apparenti.  Si  determineranno  questi 
punti  come  nel  problema  precedente  («.  362),  co.iducendo  le  tan- 
genti V'X',  V'Y'  al  contorno  apparente  dell’ellissoide  sul  piano 
verticale, e proiettando  i punti  di  contatto  X'  ed  Y'inX,  ed  Y so- 
pra AD.  Nel  modo  stesso  le  tangenti  Va?  e Vy  al  contorno  appa- 
rente sul  piano  orizzontale,  daranno  due  punti  x eà.  y che  biso- 
gnerà proiettare  in  x'  ed^'  sopra  A'D'.  Oltracciò  questi  due  si- 
stemi di  punti  indicheranno  le  estremità  degli  archi  visibili  so- 
pra i due  piani  di  proiezione. 

373.  / punti  litniti,  0 sia  quelli  in  cui  la  tangente  del  la  curva 
è orizzontale,  saranno  necessariamente  situali  nel  piano  verticale 
\0.  Infatti  risulta  evidentemente  dalla  costruzione  generale  la 
quale  ha  dato  i punti  P e Q,  o M ed  N,che  i punti  della  curva  di 
contatto  stanno  a due  a due  su  le  corde  orizzontali  ( MN,M'N'  ), 
le  quali  sono  costantemente  parallele  al  diametro  coniugalo 
di  OR  nell’ ellisse  ABDE  ; e però  ciascuna' di  esse  è divisa  in 
due  parli  uguali  dal  piano  verticale  VOR.  Dunque,  allorché  uno 
di  questi  punti  corrispondenti  si  troverà  nel  piano  VORj  l’altro 
vi  starà  parimente;  e la  corda  che  li  riunisce,  sarà  divenuta  tan- 
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gente  alla  curva , senza  che  abbia  cessato  di  essere  orizzontale. 

374.  Intanto^  per  costruire  questi  punti , la  cui  altezza  sarà 
matsima  o minitna  , è bastevole  evidentemente  condurre  per 
il  punto  ( V,V')  due  tangenti  alla  sezione  prodotta  neU’ellissoi- 
de  dal  piano  verticale  YOR.  Or  questa  sezione  è un'ellisse  i cui 
semi-assi  sono  O'C'  ed  0« , e se  rabbassiamo  sul  piano  verticale, 
del  pari  che  il  punto  (V,V')  che  verrà  in  V",  si  tratterà  di 
condurre  per  quest’ultimo  due  tangenti  ad  una  ellisse  i cui  semi- 
assi diverranno  O'C'  ed  0'»' , il  quale  problema  può  risolversi 
senza  tracciare  la  curva.  Tn  efletto  dopo  aver  costruito! fuochi 
9 e 4- di  questa  ellisse,  descrivo  un  arco  di  cerchio  col  raggio 
V"<p , ed  un  altro  col  centro  4-  e con  un  ra^io  uguale  all’asse 
maggiore  dell’ellisse;  e queste  due  circonferenze  tagliandosi 
ne’ punti  C c y , (*)  la  retta  V"5,  condotta  dal  mezzo  dell’arco 
9C , è la  tangente  dimandata , ed  il  suo  punto  di  contatto  è 
dato  dal  suo  incontro  con  la  retta  4-t.  Per  conseguenza  non  si 
dovrà  che  portare  il  punto  ( s',«  ) nel  piano  verticale  VO , me- 
diante un  arco  di  cerchio  orizzontale,  e si  otterrà  così  il  punto 
(X,X')  più  basso  della  curva  di  contatto. 

' Nell’istessa  guisa  la  seconda  tangente  all’ellisse  precedente 
sarà  la  retta  Y"«>  che  passa  per  lo  mezzo  dell’arco  <py;  ed  il  suo 
incontro  con  4/  determinerà  il  suo  punto  di  contatto  ( «’',«) , il 
quale  riportato  nel  piano  verticale  YO,  diverrà  il  punto  ((*,(*') 
più  alto  della  curva  in  quistione. 

875.  Si  potrebbero  ancora  costruire  in  pari  modo  i due  punti 
di  questa  curva  che  saranno  situati  nel  piano  Y'O',  perpendico- 
lare al  piano  verticale  ; poiché  la  sezione  prodotta  nell’  ellissoi- 
de da  questo  piano  secante  Y'O' , sarebbe  una  ellisse  i cui  assi 
son  facili  a trovare:  ma  per  non  rendere  il  disegno  difficile  a com- 
prendersi , lasceremo  al  lettore  la  cura  di  esercitarsi  a questa  co- 
struzione, ch’è  interamente  simile  alla  precedente. 


(*)  Vedete  ne'  trattati  dell’ analisi  applicata  alla  geometria  il  metodo 
grafit  o de^/i  aniic/ii  [ter  condurre  le  tangenti  alle  sezioni  coniche. 
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djG.  Faremo  osservare  in  fino,  ehe  il  inelodo  qui  impiegalo  per 
un  ellissoide  è ugualmente  applicabile  ad  un  iperboloide,  o an- 
che ad  un  paraboloide,  co’ leggieri  cambiamenti  che  risulte- 
rebbero naturalmente  dalla  natura  dello  sezioni  piane  che  am- 
mettono queste  superficie. 


CAPITOLO  IL 
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877.  Sia  S’iina  superficie  qualunque  , c VO  la  retta  data, 
o pure  una  linea  parallela  ad  una  retta  data,  condona  per  un 
punto  preso  arbitrariamente  dentro  di  S : se  per  la  linea  YO 
conduciamo  diversi  piani  secanti  , essi  taglieranno  la  superfi- 
cie S secondo  le  curve  ABD,AB'D,AB"D . . . . che  potranno 
sempre  essere  costruite  co’metodi  generali  del  libro  IV;  cil  alle 
quali  conduccndo  le  tangenti  BU,B'U',B''ir",  ....  parallele  a 
VO,  esse  vi  formeranno  un  cilindro  clie  sarà  circoscritto  ad  S, 
vale  adire  che  toccherà  questa  superjicieper  tutta  la  lunghezza 
della  curva  BB'B"C.  In  e.TetIo  il  piano  tangente  diS  relativo  ad 
un  punto  qualunque  B”, conterrà  evidenteniente  il  latoB"U"del 
cilindro  , non  che  la  tangente  B"/  alla  curva  BB'B"  ....  che 
u’tì  base;  dunque  sarà  tangente  al  cilindro  , il  quale  per  con- 
seguenza avrà  un  vero  contatto  con  S al  punto  B",  0 lo  stesso 
avrà  luogo  lungo  la  linea  BB'B"C. 

.878.  Ciò  posto,  per  condurre  alla  superjicie  Sun  piano  tan~ 
gente  parallelo  ad  una  linea  retta  data  VO  , basterà  cercare 
la  curva  di  contano  BB'G  di  questa  superficie  con  un  cilindro 
circoscritto  parallelo  a VO  , indi  costruire  il  piano  tangente  di 
S in  un  punto  qualunque  della  linea  di  contatto  ;peroccbè  questo 
piano  toccherà  necessariamente  il  cilindro  circoscritto,  eppcrò  . 
conterrà  uno  de’ suoi  lati  che  sono  lutti  paralleli  a VO;  dunque 
ancL’ esso  sarà  parallelo  a questa  retta. 
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Heci|)rocamcn(c  ogni  piano  parallelo  a VO,il  quale  locclierà 
la  .superficie  S in  un  ceri)  puiilo  che  chiamo  b , conterrà  iicccs- 
sari.inicnle  ima  retta  condotta  parallelamente  a VO,  per  questo 
jiiiiito  b;  dunque  cotal  retta  sarà  un  lato  del  cilindro  circoscritto, 
ed  il  suo  punto  di  contatto  b dovrà  per  conseguenza  trovarsi  sulla 
curva  BB'C  , che  diviene  perciò  il  luogo  esclusivo  di  tutte  le 
solaz’oni  de!  problema  proposto. 

Questo  probhma  sarà  dunque  impossibile  , quando  non  potrà 
esservi  un  cilindro  circoscritto  jiaralleJanirute  alla  retta  data,  ciò 
che  avverrebbe,  fra  gli  altri  esempi  in  uu  paraboloide,  se  la  retta 
propost  i fosse  parallela  all’oaje  della  superficie  , poiché  allora 
le  sezioni  ABU,AB'D  sarebbero  dello  parabole  le  quali  non 
ammettono  tangenti  parallele  ai  loro  diametri. 

Ilyg.  Risulta  da  tali  principi  , che  la  quistione  generale  la 
quale  ci  occupa  o è suscettiva  d’ iiiiiuite  soluzioni , o pure  non 
ne  ammette  alriina  , salvo  il  caso  in  cui  S è una  supct^cie  svi- 
luppabile, perchè  allora,  giusta  l’osservazione  fatta  al  «.4^9, 
il  piano  movibile  che  genera  una  tale  superficie,  c eh’ è nel  me- 
desimo tempo  il  suo  piano  tangente,  si  troverà  compiutjmcute  de- 
terminalo dalla  nuova  condizione  d’  esser  parallelo  ad  una  retta 
data.  La  qual  cosa  abbiamo  di  già  riconosciuta  rispetto  a’  cilindri 
cd  a’  coni  nel  capitolo  111  del  libro  II. 

3do.  Il  problema  di  condurre  ad  una  supeifieie  S non  isvilup- 
pabile  un  piano  tangente  parallelo  ad  una  retta  data,  sarebbe  de- 
terminato se  si  aggiungesse  la  condizione  di  avere  questo  piano 
il  suo  punto  di  contatto  sopra  una  curva  conosciuta  ; perchè  al- 
lora questo  punto  sarebbe  dato  dall’incontro  di  essa  con  la  li- 
nea di  contatto  del  cilindro  circoscritto. 

Per  quel  che  concerne  la  coilruzione  di  quest'ultimi  linea  che 
è molto  utile  nella  teorica  delle  ombre  , il  metodo  generale  è 
solo  quello  che  abbiamo  indicalo  ( n.  Òyj  ) ; ma  daremo  quanto 
]>riina  alcune  maniere  di  costruzioni  più  accomodate  a certi  ge- 
neri di  superficie  che  s’ incontrano  frequentemente  , dopo  che 
avremo  fatte  alquante  rsservazioni  su  queste  linee  di  coniano 
nelle  siijicilìcie  di  secondo  grado. 
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38 1 . La  curva  di  contatto  di  un  cilindro  circoscritto  ad  una 
sttperjicie  di  secondo  grado  è sempre  piana , e giace  nel  pia- 
no diametrale  coniugato  del  diametro  parallelo  al  cilindro. 

In  effetto, se  si  conduce  pel  centro  0 della  superficie  di  secon- 
do grado  S una  retta  YO  parallela  alla  direzione  del  cilindro , 
le  diverse  sezioni  ABD,AB'D,AB"D  , . . . prodotte  da  alquanti 
piani  condotti  secondo  VO,  saranno  curve  di  secondo  grado  che 
avranno  tutte  un  diametro  comune  AOD  ; ora  tagliando  queste 
curve  col  piano  diametrale  BB'C  coniugato  di  AD  (vale  a dire  col 
piano  che  dividerebbe  in  due  parti  eguali  ciascuna  corda  paral- 
lela ad  AD), le  intersecazioni  saranno  alcune rctteOB, OB', OB". . . 
le  quali  sono  necessariamente  diametri  coniugali  di  OA  in  cia- 
scuna delle  corrispondenti  curve.  Dunque  le  tangenti  BU,B'U', 
B"U", . . . che  si  condurranno  a queste  sezioni  pe’  diversi  punti 

B,B',B", saran  tutte  parallele  adOA , e formeranno  un 

cilindro  circoscritto  alla  superficie  S , la  cui  linea  di  contatto 
BB'B"  sarà  situata  interamente  nel  piano  diametrale  BB'C  con- 
iugato di  OA  (*). 

In  fine,  questo  rìsultamento  importante  può  essere  considerato 
siccome  conseguenza  del  teorema  dimostrato  ( n.3S3),  per  la 
linea  di  contatto  di  un  cono  VMM'N  circoscritto  ad  S ; poiché 
se  il  vertice  Y si  allontana  all’  infinito  sulla  retta  OAY,  è facile 
vedere  che  i diversi  punti  di  contatto  ...  si  traspor- 
teranno in  B,B',B", 

382.  Per  estendere  il  teorema  precedente  a’ due  paraboloidi 
che  sono  privi  di  centro,  immaginiamo  per  l’asse  principale  OX 
della  superficie  un  piano  EOF  parallelo  alla  direzione  assegnata 
per  le  generatrici  del  cilindro,  e conduciamo  in  questa  direzione 
una  tangente  YBU  alla  parabola  EOF  ; allora  il  piano  diame- 


(*)  Nel  caso  particolare  in  cui  la  supcrlìcie  proposta  è una  sfera  , la 
curva  di  contatto  del  cilindro  circoscritto  diviene  un  cerchio  massimo  , 
perpendicolare  alla  direzione  VO  de’ Iati  del  cilindro;  risultamento  che 
si  prova  direttamente,  facendo  girare  intórno  di  VO,  un  cerchio  ma&simo 
c la  sua  tangente  parallela  a questa  retta. 
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Irale  die  taglierà  in  due  parti  eguali  (ulte  le  corde  parallele  a 
VBU,  passerà  manifestamente  per  il  punto  di  contatto B di  (juesla 
tangente,  e produrrà  nella  superfìcie  una  sezione  parabolica  BB' 
B"C.  Ciò  posto  , tutte  le  rette  B'U',B"U",...  condotte  pe’  diver- 
si punti  di  quest’ ultima  parabola  parallelamente  a YBU,  saran- 
no necessariamente  tangenti  alla  superficie;  senza  di  che  le  loro 
parti  interne  ocort/ie  non  sarebbero  più  tagliale  per  metà  dal  pia- 
no BB'C  , ch’è  supposto  diametrale  e coniugato  di  BVIJ.  Laonde 
tutte  le  rette  BU,B'U',B"U", ....  formeranno  il  cilindro  circo- 
scritto che  si  dimandava , e la  sua  linea  di  contatto  BB'B"C  con 
la  superficie,  siccome  si  vede,  sarà  piana  e sempre  parabolica. 

Un  ragionamento  simile,  fondato  sulla  definizione  stessa  del 
piano  diametrale,  avrebbe  potuto  farsi  al  n.  38t. 

Problema  I.  Trovare  la  curva  di  contatto  di  una  superjìcie 
di  rivoluzione  con  un  cilindro  circoscritto  e parallelo  ad 
una  retta  data, 

383.  Sieno  ( 0,I'Z'  ) l’asse  della  superlìcio  di  rivoluzione  ed 
( E'C'E"'D',CD)  il  meridiano  princi]>alc,la  cui  forma  partico- 
lare non  avrà  alcuna  influenza  sul  successo  del  metodo.  Sia  di 
più  (AB,A'B')  la  retta  alla  quale  debba  essere  parallelo  il  ci- 
lindro circoscritto:  la  curva  di  contatto  x'm'y'  (*)  di  queste  due 
superficie  può  costruirsi  cercando  successivamente  i punti  che 
sono  situati  su  ciascun  parallelo , o pure  quelli  che  stanno  su 
ciascun  meridiano;  donde  risultano  le  due  maniere  di  soluzio- 
ni seguenti. 

384-  Metodo  del  parallelo.  Sia  ( E'F',E»nF  ) un  parallelo 
scelto  a piacere  sulla  superficie  di  rivoluzione  S ; sostituendo  a 


(*)  Siccome  il  problema  attuali;  lia  molta  analogia  con  (picllo  di  1 n.  3S6, 
noi  faremo  qui  uso  di  lettere  piccole,  affincliè  si  possano  scorgere  le  parti 
simili,  senza  però  confondere  le  due  curve,  che  si  troveranno  insieme 
riprodotte  nel  disegno  8y. 


FIG. 
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questa  il  cono  retto  generato  dalla  rivoluzione  della  tangente 
E'Z'  del  meridiano,  è chiaro  che  siirailo  cono  toccherà  la  su- 
perficie per  tutta  la  lunghezza  del  parallelo  E'F',  sicché  ogni 
piano  tangente  condotto  a questo  cono,  jiarallelaineulc  ad  ( AB, 
A'B'  ) , toccherà  S nel  punto  in  cui  il  lato  di  contatto  incontre- 
rà il  parallelo  E'F';  dunque  un  tal  punto  apparterrà  alla  curva 
dimandata,  la  cui  proprietà  caratteristica  ( n.  3jS)  è questa,  che 
per  ciascuno  de’  suoi  punii  il  piano  iangenle  della  siiperjìcie 
S risulta  parallelo  ad  ( AB, A'B'  ). 

Noi  ci  riduciamo  cosi  a coudurre  un  piano  tangente  al  cono 
Z' E'F' parallelamente  ad  una  retta  data;  e jier  non  essere  obbli- 
gati ad  avvalerci  del  suo  vertice  Z',  che  potrebbe  trovarsi  ad  una 
distanza  poco  accomodata  alla  costruzione , cd  a fine  di  poter 
condurre  le  tangenti  dà  un  medesimo  punto  fisso,  faremo  alcuni 
cambiamenti  al  metodo  generale  del  n.  t24  nel  modo  seguente. 

Immaginiamo  che  il  cono  retto  Z'E'F'  sia  trasportato  paral- 
lelamente a se  stesso,  col  piaoo  tangente  dimandalo  , sintanto- 
ché il  suo  vertice  sia  giunto  in  un  certo  punto  O'  deH’assc  ver- 
ticale (0,I'Z');  in  questo  movimento,  bene  si  scorge  che 
il  lato  di  contatto  avrà  conservata  la  medesima  proiezione  oriz- 
zontale ; e si  otterrà  la  traccia  orizzontale  del  cono  cosi  tras]>or- 
lato,  conducendo  la  retta  O'e'  parallela  a Z'£',  c descrivendo 
con  un  raggio  Oc  = l'e'  il  cerchio  epf.  Allora,  per  condur- 
re a questo  cono  un  plano  tangente  parallelo  ad  ( AB,  A'B'  ), 
meno  per  questa  direzione  la  retta  ( 0'«',0«),  che  incon- 
tra il  piano  orizzontale  al  punto  (a, a')  dal  quale  dovrebbero  jiar* 
tire  le  tangenti  al  cerchio  epf,  ma  siccome  non  evvi  bisogno  se 
non  de’punti  di  contatto,  descrivo  sopra  Oa  come  diametro  una 
cìrconfcrcuza  il  cui  incontro  col  cerchio  epf  determinerà  i punti 
p e eJ  i raggi  0/>,0y  sìranuo  le  proiezioni  orizzontali  de' 
lati  di  contatto  dc’jiiaiii  tangenti  che  si  cercavano.  Or  questi  lati 
vanno  ad  incontrare  il  jiarallclo  (E»iF,E'F')  base  del  cono  pri- 
mitivo , ne’  punti  ( m,m‘)  cd  ( «,«');  per  conseguenza  son  essi 
due  punti  della  curva  di  coutatto  della  superficie  di  rivoluzicne 
col  cilindro  circos 'ritto. 
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38!5.  I punti  di  <]uesta  curva  situati  sopra  un  altro  parallelo 
si  costruiranno  di  una  maniera  simile,  trasportando  sempre  al 
punto  0',  il  vertice  del  cono  retto  circoscritto  lungo  questo  pa- 
rallelo ; e perciò  la  circonferenza  descritta  sul  diametro  Oa 
servirà  a tutte  queste  operazioni. 

Ma  sarà  assai  vantaggioso  cercare  immediatamente  i punti  si- 
tuati sul  parallelo  E"'F'"  eguale  ad  E'F',  in  isprcie  se  il  me- 
ridiano è come  in  questo  esempio  , simmetricamente  situalo  al 
disopra  e al  di  sotto  del  piano  orizzontale  C'D'  ; perchè  allora 
non  vi  saranno  nuove  costruzioni  grafiche  ad  eseguire.  I.u  ef- 
fetto se  si  concepisce  il  cono  Z'"E'"F"'  circoscritto  lungo  il 
parallelo  E'"F"',  è evidente  che  le  sue  generatrici  saranno  ri- 
spettivamente parallelo  a quelle  del  cono  Z'F.'F';  di  maniera  che 
quando  lo  trasporteremo  al  punto  0',  secondo  la  regola  prece- 
dente, esso  coinciderà  interamente  col  conoO'e'f’,  c poiché  tutte 
le  ulteriori  operazioni  tornano  ad  essere  le  stesse  di  quelle  in- 
dicate dianzi,  conchiudcrcmo  che  i lati  di  contatto  de’ piani  tan- 
genti cercati  si  trovano  ancora  proiettali  orizzontalmente  sui 
raggi  0^  ,0y,  che  mediante  il  loro  incontro  col  cerchio  E«F 
daranno  i punti  dimandali.  Nondimeno  bisogna  qui  prolungare 
i raggi  anzidetti  al  di  là  di  0 per  ottenere  la  vera  posizione  dei 
punti  m“  ed  n",  che  si  proietteranno  in  m'"  ed  n"'  sul  paral- 
lelo E'"F"';  e la  ragione  di  questa  differenza  è fondata  sulla 
posizione  del  parallelo,  11  quale  sta  su  la  falda  superiore  del 
■ cono  Z'"E"'F"',  inenlrechè  il  cerchio  epf  a\  quale  conducia- 
mo le  tangenti  ap  ,aq si  trova  su  la  falda  inferiore  di  questo 
cono  trasportalo  nella  posizione  O'ef. 

386.  Metodo  del  meridiano.  So  vogliansi  ollencro  i punti  del- 
la curva  , situali  sul  meridiano  dato  aOc,  s'immagineranno  per 
lutti  i punti  di  esso  dello  rette  perpendicolari  al  suo  piano,  le 
quali  formeranno  un  cilindro  orizzontale  evidcnlcmcnle  circo- 
scritto  alla  superficie  di  rivoluzione  per  tutta  la  lunghezza  del 
meridiano  suddetto.  Allora  se  si  conduce  a questo  cilindro  au- 
siliare un  piano  tangente  parallelo  ad  ( AB,A'B') , questo  toc- 
cherà la  superficie  S nel  punto  in  cui  incontrerà  la  meridiana  *C, 
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base  del  cilindro  ; per  la  qual  cosa  colai  punto  apparterrà  alla 
curva  cercata , eh’ è ( n.  38^  ) il  luogo  di  tutti  i punti  di  con- 
tatto de  piani  tangenti  </i  S condotti  jiarallelamente  ad  (AB, 
A'B'), 

Per  costruire  questo  piano  tangente  al  cilindro  ausiliare  eh’ è 
jorizzonlale , conduco  (n.  irj  ) la  retta  (0«,0'a')  parallela  ad 
( AB, A'B'  ) , e dal  piede  ( «,a'  ) abbasso  una  perpendicolare 
ap  sul  piano  verticale  aOC;  allora,  congiuiigcndo  il  punto p con 
( 0,0'  ) , avrei  la  direzione  secondo  la  quale  farebbe  d’  uopo 
condurre  una  tangente  alla  meridiana  «C , base  del  cilindro  pro- 
posto. Ma  per  mandare  ad  effetto  questa  operazione,  abbasso  sul 
piano  verticale  la  meridiana  suddetta  e la  retta  che  riunirebbe 
i punti  p ed  (0,0'):  con  ciò  il  punto />  va  in  ( e,e'),  e la  ret- 
ta ond’  è parola  diviene  ( 0c,0'e'  );  conduco  dunque  paralle- 
lamente a questa  una  tangente  Z'E'  al  meridiano  principale, 
ed  il  punto  di  contatto  ( E',E)  riportato  nel  meridiano  primi- 
tivo 0>con  un  arco  di  cerchio, darà  il  punto  dimandato 

Siccome  si  può  condurre  al  meridiano  principale  una  seconda 
tangente  parallela  ad  O'e' , evvi  un  altro  punto  di  contatto 
(F"',  F),  che  ricondotto  nel  meridiano  »0c,  darà  un  nuovo 
punto  ( ) appartenente  altresì  alla  curva  cercata. 

387.  Noi  troviamo  qui  due  punti  che  abbiamo  già  costruiti 
coll’altro  metodo  , atteso  che  il  meridiano  *0c  è stalo  scelto  in 
maniera  da  passare  per  essi  ; e perciò  abbiamo  voluto  manife- 
stare questa  cosa  notabile , che  i due  melodi  sebbene  sicno  fon- 
dali su  considerazioni  molto  differenti , non  impiegano  però  che 
le  medesime  operazioni  grafiche  eseguite  in  un  ordine  preci- 
samente inverso.  Ma  oltre  ai  punti  situati  sopra  un  parallelo  o 
sopra  un  meridiano  qualunque,  vi  sono  quelli  notabili  che  si  ot- 
tengono con  magisteri  diretti , c da’ quali  raccomandiamo  inco- 
minciare a delinearc  il  disegno. 

388.  Punti  su’  contorni  apparenti.  Pc’  punti  della  curva  in 
quislione  che  sono  sull’ equatore  ( C'D',C/D  ),  i piani  tangenti 
della  superficie  saranno  verticali;  sicché  le  loro  tracce  oriz- 
zontali saranno  rette  parallele  ad  AB  e tangenti  al  cerchio  C/D. 
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Dunque  conducendo  il  diametro  kl  perpendicolare  ad  AB , la 
estremità  ed  / che  si  proietteranno  sopra  C'D'  in  ' ed  V da- 
ranno i punti  dimandati.  In  oltre  l’arco  di  curva  che  sarà  visibile 
sul  piano  orizzontale,  terminerà  precisamente  a questi  due  pun- 
ti , poiché  appartengono  al  contorno  apparente  della  superficie 
rispetto  a questo  piano  di  proiezione;  e si  distinguerà  l’arco  vi- 
sibile Imnk  dai  resto  della  curva  , esaminando  se  uno  de’  suoi 
punti  ( ) sta  al  di  sopra  dell’  equatore  C'D'. 

In  quanto  a’ punti  della  curva  situati  sul  contorno  apparente 
della  superficie  relativamente  al  piano  verticale , vale  a dire  sul 
meridiano  principale,  si  osserverà  che  i piani  tangenti  corrispon- 
denti saranno  perpendicolari  al  piano  verticale;  dunque  le  loro 
tracce  saranno  parallele  ad  À'B'  e tangenti  alla  meridiana  E'C' 

E'".  Laonde  conducendo  queste  tangenti,  e determinando  i loro 
punti  di  contatto  x'  edy',  che  si  proietteranno  su  CD  in  x ed 
y , si  otterranno  i punti  cercati,  i quali  formeranno  ancora  le 
estremità  dell’arco  della  curva  visibile  sul  piano  verticale;  que- 
st’arco sarà  qui  x'mft/ , perchè  uno  de’ suoi  punti(»j,»j')  è si- 
tuato in  avanti  del  piano  verticale  GD  che  contiene  il  meridia- 
no principale.  ^ 

38g.  I punti  limiti,  vale  a dire  quelli  in  cui  la  tangente 
della  curva  sarà  orisson/a/e,  saranno  necessariamente  situati 
nel  meridiano  Oa  parallelo  alla  retta  data  (ÀB,A'B').  In  fatti  ri- 
sulta evidentemente  dalla  costruzione  generale  che  ha  sommini- 
strato i due  punti  ed  («,«')  relativi  ad  un  medesimo 

parallelo , che  questo  piano  verticale  Oa  divide  iu  due  parti  e- 
guali  tutte  le  corde  ad  esso  perpendicolari,  siccome  ( mn,m'n')\ 
dunque  allora  quando  uno  di  questi  punti  starà  nel  piano  meri, 
diano  Oa,  dovrà  trovarvisi  parimente  quell’ altro  che  gli  corri- 
sponde, e la  retta  indefinita  che  li  riunisce  diverrà  tangente  alla 
curva,  rimanendo  tuttavia  orizzontale. 

Intanto  per  costruire  questi  punti  situati  Sul  meridiano  Oa  , 
osservo  che  il  lato  del  cilindro  circoscritto  il  quale  passerebbe  per  . « 
uno  di  essi,  sarebbe  necessariamente  tangente  alla  meridiana  Oa,  t 

poiché  esso  giacerebbe  nel  suo  piano  ; per  conseguenza  basterà 
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condurre  aicnne  tangenti  a questa  meridiana,  parallelamente 
alla  retta  (AB,A'B').A  tal  uopo  abbassiamo  sul  piano \erlicale  il 
meridiano  Oa,  e la  retta  (Oa,0'a')  già  parallela  ad  (AB,A'B'); 
la  quale  abbassata  diviene  O'a" , e conducendo  in  questa  dire* 
zione  una  tangente  al  meridiano  principale,  il  punto  di  contatto 
u'  si  proietta  in  u;  poscia,  allorché  si  ricondurrà  questo  punto 
nel  meridiano  primitivo  Oa,  prenderà  la  posizione  (r,r')  eh’ è 
il  punto  piti  basso  della  curva.  Il  punto  più  alto  (/,/')  si  otterrà 
di  una  maniera  simile,  condueendo  al  meridiano  principale  una 
seconda  tangente  parallela  ad  O'a";  ma  nell’esempio  attuale  in 
cui  il  meridiano  è un’ellisse , si  sa  ebe  i due  punti  di  contatto  di 
queste  tangenti  parallele  starebbero  sopra  uno  stesso  diametro , 
il  cui  mezzo  0'  resterà  immobile,  quando  si  farà  girare  il  me- 
ridiano intorno  dell’asse  verticale  ; per  la  qual  cosa  i due  punti 
( r,r'  ) e (<,/'  ) dovranno  anche  trovarsi  sopra  un  diametro  della 
superficie,  e Tultiino  potrà  dedursi  dall’altro. 

3go.  Questa  relazione,  c la  dipendenza  di  simile  che  corre  ma- 
nifestamente qui  tra’ pùnti  ed  {tn",m"')  , («,«')  ed 

(«",n"'), è una  conseguenza  necessaria  del  teorema 

dimostrato  al  n.  38i,  onde  si  è veduto  che  quando  la  superficie 
è di  secondo  grado , la  curva  di  contatto  di  un  cilindro  circo- 
scritto  giace  tutta  quanta  nel  piano  diametrale  coniugato  del 
diametro  ( 0a,0'a'  ) ; da  cui  risulta  evidentemente  che  il  cen- 
tro (0,0')  della  superficie  di  secondo  grado  debh’essere  il  cen- 
tro della  cttrva  di  contatto.  Si  può  ancora  osservare  che  i due 
assi  di  questa  curva  nello  spazio  sono  i diametri  ( kl^k'V  ) ed 
(rt,r'i'),  poiché  le  tangenti  condotte  alle  estremità  di  ciascuno 
di  essi  gli  sono  perpendicolari  (n.  38g).  Poscia,  siccome  uno  di 
questi  due  assi  é orizzontale , essi  continueranno  ad  essere  i 
diametri /7rnici)oa/{  della  curva  in  proiezione  orizzontale  ; ma 
non  sarà  lo  stesso  sul  piano  verticale , in  cui  divengono  sempli- 
cemente diametri  coniugati  obliqui. 

Sgt.  Terzo  metodo  mediaitte  un’inviluppata  sferica-  In 
conseguenza  delle  osservazioni  fatte  al  n.  noi  possiamo  ot- 
tenere i punti  della  curva  prccedcute  che  sono  situati  sopra  un 
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dato  parallelo  E'F',  sostituendo  alla  superficie  di  rivoluzione  S 
una  sfera  circoscritta  lungo  questo  parallelo , ed  il  cui  raggio 
sarà  la  normale  F*<b  al  punto  F*  del  meridiano  principale.  In 
fatti,  immaginiamo  un  cilindro  ausiliare  circoscritto  a questa 
sfera , e parallelo  ad  ( AB  , A'B'  ) ; la  curva  di  contatto  sarà 
qui  un  cerchio  massimo  perpendicolare  a tal  retta  (n.  <^<^/  no* 
/a  ) , e poiché  ne’  punti  in  cui  questo  cerchio  massimo  incon- 
trerà il  parallelo  E'F' , i piani  tangenti  della  sfera  saranno  co- 
muni alla  superficie  S , ne  avviene  che  siffatti  punti  apparter- 
ranno alla  curva  dimandata,  la  cui  indole  sta  in  questo  che  ogni 
piano  tangente  di  S sia  parallelo  ad  (AB,A'B').  Or  se  facciamo 
girare  intorno  della  verticale  0 la  sfera  ed  il  cilindro  circoscrit- 
to, non  che  la  retta  (Oa,0'a'),che  dinota  la  direzione  de’lali  di 
detto  cilindro,  sin  tanto  che  sia  pervenuta  nella  posizione  O'a" 
parallela  al  piano  verticale , allora  il  cerchio  maosimo  di  contatto 
sulla  sfera  sarà  proiettato  secondo  il  diametro  perpendicolare 
ad  O'a";  ed  in  tale  situazione  taglierà  il  parallelo  E'F'  in  due 
punti  situati  agli  estremi  della  corda  orizzontale  proiettata  in  «'. 
Nè  questa  corda  cambierà  distanza  rispetto  all' asse  verticale  0, 
quando  riporteremo  il  sistema  nello  stato  primiero  ; laonde  se  si 
porta  con  un  arco  di  cerchio  il  punto  «'in<  sul  meridiano  Oa,  e 
si  conduca  la  corda  msn  perpendicolare  ad  Oa , i punti  m ed  n 
in  cui  tale  corda  incontrerà  il  parallelo  EmF , saranno  i pun- 
ti dimandati , che  bisognerà  in  seguito  proiettare  sopra  E'F'  in 
m' ed  «'. 

Problema  II.  Condurre  un  piano  tangente  ad  una  superficie 

di  rivoluzione,  che  sia  parallelo  ad  una  retta  data,  ed  il  cui 
punto  di  contatto  stia  su  di  un  parallelo  conosciuto. 

3y2.  Non  sarà  necessario  qui,  comcrabbiamo  generalmente 
indicato  al  n.  38o  , di  costruire  la  curva  di  contatto  della  super, 
fide  di  rivoluzione  con  un  cilindro  circoscritto  , i cui  lati  sieno 
paralleli  alla  retta  data  ; ma  basterà  applicare  al  parallelo  ai- 
seguato  dalla  qiiislione  il  metodo  del  n.  ò84>  o quello  del  n.3gt. 
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ciocché  farà  conoscere  il  punto  di  contatto  del  piano  dimanda- 
to ; dopo  di  che  ne  sarà  facilissima  la  costruzione. 

Paoblema  hi.  Condurre  ad  una  superficie  di  rivoluzione  un 
piano  tangente  parallelo  ad  una  retta  data,  il  cui  punto 
di  contatto  stia  sopra  un  meridiano  conosciuto. 

393.  Si  risolverà  ancora  direttamente  questo  problema  appli- 
cando al  dato  meridiano  il  metodo  esposto  al  n.  386 ; percioc- 
ché si  conoscerà  immediatamente  il  punto  di  contatto  del  pia- 
no tangente  cercato,  ciò  che  basterà  per  costruirlo. 

ProblemaIV.  Costruire  la  curva  di  contatto  di  una  superficie 
qualunque  di  secondo  grado , con  un  cilindro  circoscritto 
parallelamente  ad  una  retta  data. 

394.  Disponendo  i dati  della  quistione  come  nel  disegno  83 
concernente  il  problema  del  n.  36g  , si  sostituirà  dapprima 
all’ellissoide  un  cono  circoscritto  lungo  una  sezione  orizzontale 
G'H'  ; poscia  si  condurrà  a questo  cono  T'G'II'  un  piano  tan- 
gente che  sia  parallelo  alla  retta  data,  in  vece  di  farla  passare  per 
il  punto  ( V,V').  Si  sa  che  fa  d’uopo  per  questo  condurre  per  il 
vertice  una  parallela  alla  retta  assegnata  dalla  quistione  , indi 
cercarne  il  punto  d’incontro  col  piano  k."D"  che  si  adotterà  an- 
cora per  base  del  cono  ; e sarà  questo  il  punto  dal  quale  bisogna 
condurre  le  tangenti  all’ellisse  ABDE. 

Con  questi  cambiamenti  le  operazioni  grafiche  saranno  presso 
a poco  le  stesse  di  quelle  del  problema  già  citato;  perciò  la- 
sceremo  la  cura  al  lettore  di  eseguirne  le  costruzioni , che  d’al- 
tronde saranno  applicabili  in  simil  maniera  ad  ogni  superficie 
di  secondo  grado. 
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CAPITOLO  III. 

DEI  PIANI  TANGENTI  CONDOTTI  PER  ENA  RETTA  DATA. 

3g'6.  Per  risolvere  geueralmenle  questo  problema  rispetto 
nd  una  superlìeie  qualunque  S,  che  fa  mestieri  supporre  non 
isviluppabile  poiché  altrimenti  la  soluzione  sarebbe  impossi- 
bile ( n.  34-^  ) , immaginiamo  un  cono  circoscritto  ad  S il  cui 
verticeYsia  situato  arbitrariamente  sopra  la  retta  data  AB;  poscia 
determiniamo , con  qualcheduno  de’  metodi  esposti  precedente- 
mente , la  curva  di  contatto  XàY  di  questo  cono  colla  superficie 
S.  Questa  curva  essendo  {n.348)  il  luogo  geometrico  de' punti 
di  contatto  di  tutti  i piani  tangenti  ad  S che  passano  pel  pun- 
to V,  comprenderà  necessariamente  il  punto  di  contatto  ).  del 
piano  tangente  condotto  per  AVB;  e se  si  costruisce  in  pari  guisa 
la  curva  di  contatto  X'XY'  di  un  secondo  cono  circoscritto  ad  S 
avente  del  pari  il  suo  vertice  V'  sopra  AB , tale  curva  dovrà 
anche  passare  pel  punto  cercato  X , che  sarà  per  conseguenza 
fornito  dall’intersecazione  delle  due  linee  XxY  ed  X'XY'. 

Reciprocamente  ogni  puntoXofA  che  sarà  comune  a queste  due 
curve,  soddisferà  alle  condizioni  del  problema;  perocché  siccome 
il  punto  lA  si  trova  su  XY,  il  piano  tangente  di  S in  |a  passerà  pel 
piintoY  ; indi  a cagione  che  questo  punto  n sta  suX'Y',  lo  stesso 
piano  tangente  passerà  per  Y',  donde  si  potrà  conchiudere  die 
comprenderà  la  retta  data  AB. 

3g6.  Si  può  anche  combinare  la  curva XXY con  la  linea  di  con- 
tatto xXy  di  un  cilindro  circoscritto  ad  S , parallelamente  alla 
retta  AB.  In  effetto  quest’ ultima  linea  è il  luogo  geometrico  dei 
punti  di  contatto  di  tutti  i piani  tangenti  di  S che  sono  paralleli 
ad  AB  ( n.  3j8  ) ; e siccome  il  piano  cercato  soddisfa  a siffatta 
condizione,  il  suo  punto  di  contatto  X dovrà  trovarsi  ancora  sulla 
curva  xly , reciprocamente  per  ogni  punto  comune  alle  curve 
x>g  ed  X'xY,  il  piano  tangente  di  S soddisferà  alle  due  condi- 
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zioiii , i.“  ili  essere  parallelo  ad  AB;  2.°  di  passare  pel  punto 
V;  dunque  questo  piano  comprenderà  certamente  la  retta  AVB. 

3()7.  Risulta  da  quanto  si  è esposto,  che  quando  le  curve  xy, 
XY,X'Y',...  . non  s’incontreranno,  il  problema  di  condurre 
il  piano  tangente  alla  superfìcie  S per  la  retta  data  AB  diviene 
impossibile;  e si  comprende  bene  a priori  che  ciò  deve  avvenire 
per  alcune  posizioni  di  questa  retta. 

398.  Osservazioni.  Quando  la  superfìcie  proposta  S òdi  se* 

condo  grado,  si  sa  ( n.SSS")  che  tutte  le'curve  di  contatto  XY, 
X'Y',X"Y", dei  coni  circoscritti  i cui  vertici  stanno  so- 

pra AB,  sono  piane  ; perciò  allora  i piani  di  queste  curve  han- 
no per  intersecazione  comune  la  corda  X/x,  che  riunisce  i punti 
di  contatto  de’ due  piani  tangenti  condotti  per  AB  alla  superfìcie 
S.  In  oltre  è facile  lo  scorgere  che  questa  corda  è coniugata  del 
piano  diametrale  che  passerebbe  per  AB. 

399.  Oltracciò  quando  la  retta  AB  sarà  situata  in  un  pia- 
no principale  della  superficie  S , che  noi  chiameremo  orizzon- 
tale per  render  più  facile  il  linguaggio,  i piani  delle  curve  XY, 
X'Y',X"Y", ....  che  sono  (n.  rispettivamente  paralleli 
ai  piani  diametrali  coniugati  delle  rette  V0,V'0',V"0",  saran- 
no tutti  verticali , e per  conseguenza  le  curve  XY,X'Y', ...  si 
proietteranno  secondo  alcune  rette  le  quali  passeranno  tutte  per 
il  punto  in  cui  si  proietterà  la  corda  V;  poscia  come  d’altra 
banda  i coni  circoscritti.alla  superfìcie  S,  si  proietteranno  da  se 
stessi  secondo  alcune  coppie  di  tangenti  alla  sezione  principale, 
se  ne  può  dedurre  questo  teorema  notabile  di  geometria  pia- 
na ; se  si faccia  muovere  sopra  una  retta  AB  il  vertice  V di 
un  angolo  variabile  XV  Y i cui  lati  restino  tangenti  ad  una 
curva  di  secondo  grado , le  corde  che  congiungeranno  a due 
a due  I punti  di  contatto  corrispondenti  di  queste  tangenti , 
s' incontreranno  tutte  in  un  punto  unico , il  quale  sarà  situa- 
to sul  diametro  coniugato  della  retta  AB.  Quest’ ultima  par- 
ticolarità risulta  da  che  la  curda  Xjt  sta  nel  piano  xXy.,  il  quale  ò 
esso  stesso  («.  i)8t)  il  piano  diametrale  coniugato  di  AB. 

•i-oo.  Ritornando  al  problema  generale  eh’  è l’ oggetto  di 
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ffuesto  capitolo,  si  vede  che  la  soluzione  esigerà  per  l’ordinario 
la  traccia  delle  curve  di  contatto  di  due  coni , ovvcro,di  un  cono 
e di  un  cilindro,  circoscritti  alla  superficie  proposta  S ; ina  in 
molti  casi,  questa  via  potrebbe  esser  resa  più  piana  da  alcune 
considerazioni  particolari,  che  anderemo  ad  esporre  su  diversi  e- 
sempi. 

Problema  I.  Per  una  retta  data  condurre  un  piano  tangente 

ad  una  sfera. 

4oi.  Facciamo  passare  i due  soliti  piani  di  proiezione  pel  cen- 
tro della  data  sfera;  allora  le  sezioni  prodotte  da  tali  piani , che 
formerebbero  il  contorno  apparente  della  superficie,  saranno  neh 
r abbassamento  ridotte  ad  un  cerchio  unico  EE'F'F  descritto  dal 
punto  O col  raggio  stesso  della  sfera.  Sia  in  oltre  (AB, A'B'  ) la 
retta  data  ; immaginando  un  cono  circoscritto  alla  sfera  che  ab- 
bia il  suo  vertice  in  un  punto  qualunque  di  questa  retta,  basterà 
evidentemente  condurre  a questo  cono  un  piano  tangente  che 
passi  per(AB,  A'B'),  a fine  di  ottenere  la  soluzione  del  problema 
proposto;  perciocché  detto  piano  comprendendo  una  generatri- 
ce del  cono  circoscritto  ed  una  tangente  alla  sua  base,  che  sono 
due  rette  tangenti  alla  sfera  , sarà  esso  tangente  a quest’ ultima 
superficie. 

Si  scelga  per  vertice  del  cono  circoscritto  il  punto  ( A,  A'  ) in 
cui  la  retta  data  incontra  il  piano  orizzontale;  in  allora  condu' 
cendo  le  tangenti  AE,AF  al  cerchio  massimo  orizzontale  della 
sfera,  questa  superficie  sarà  toccata  dal  cono  EAF , secondo  un 
circolo  minore  perpendicolare  alla  linea  AO  ( n.  3S3 nota)\ 
quindi  questo  cerchio  minore  sarà  verticale  e proiettato  sul 
suo  diametro  EF  ; poscia  siccome  il  piano  verticale  EF  muo- 
ve ad  incontrare  la  retta  data  nel  punto  ( R,R'),  fa  d’ uopo  dal- 
lo stesso  (n.  tsi3)  condurre  le  tangenti  alla  base  del  cono.  A tal 
fine  si  abbassi  sul  piano  orizzontale,  il  cerchio  verticale  EF,  fa- 
cendo girare  il  suo  piano  intorno  di  EF , e questo  cerchio  di- 
viene ETF;  ma  a cagione  di  silfatto  movimento  il  punto  ( R,' 
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R'),  di  cui  la  più  breve  distanza  all’asse  di  rotazione  EF  era 
la  verticale  ( R,R'G) , si  trasporterà  perpendicolarmente  a que- 
st’asse a una  distanza  RR"  = R'G;  dunque  le  tangenti  R" 
S , R"T  faranno  conoscere  in  abbassamento  i punti  di  contat- 
to S c T de’ piani  tangenti  dimandati,  con  la  base  del  cono , ed 
anche  con  la  sfera.  Ora  per  riportare  tali  punti  nella  vera  po- 
sizione loro,  fa  d’uopo  rialzare  il  sistema  intorno  dell’asse  EP, 
ed  abbassando  su  questa  linea  le  perpendicolari  Sx,  T(a,  si  otten- 
gono le  proiezioni  orizzontali  ed  (a  de’ punti  di  contatto  cercati. 
In  quanto  alle  proiezioni  verticali , osservo  che  i punti  S e T 
quando  saranno  rialzati , avranno  per  altezza  al  di  sopra  del  pia- 
no orizzontale  le  ordinate  SX  e T fx;  dunque  prendendo  su  rette 
perpendicolari  alla  linea  della  terra  le  distanze  IX'=SX,V(x'= 
T{x,  si  avranno  finalmente  (X,X'  ) ed  ( (x,(x')  pe’  punti  di  contat- 
to della  sfera  co’  piani  tangenti  condotti  per  la  retta  ( AB , 
A'B'). 

4-02.  Trovati  che  sieno  i punti  di  contatto  sarà  facilissimo  ot- 
tenere le  tracce  AX  ed  XB',AY  ed  YB',  di  ciascun  piano,  poi- 
ché devono  passare  pe’  punti  A e B'  e trovarsi  rispettivamente 
perpendicol.iri  sulle  proiezioni  de’ raggi  condotti  a’ punti  di  con- 
tatto. Nonpertanto,  siccome  quest’ ultima  condizione  non  offrirà 
sempre  nella  pratica  tutta  la  precisione  che  si  desidera , le  si 
potrebbe  surrogare  una  retta  che  unirebbe  i punti  di  contatto 
con  un  punto  arbitrario  di  ( AB, A'B'  ) , o che  fosse  parallela  a 
quest’  ultima  linea. 

FIG.  4o3.  Secondo  metodo.  Oltre  il  cono EAF già  circoscritto  alla 
Lx  XXTII.  sfera  immaginiamone  iin  secondo  parimente  circoscritto,  il  cui  ver- 
tice sia  in  ( B,B').  Quest’ultimo  toccherà  la  sfera  secondo  un 
circolo  minore  perpendicolare  alla  B'O  ( n.  Sodinola  ) , e per 
conseguenza  perpendicolare  al  piano  verticale  di  proiezione  nel 
quale  è situata  questa  linea  ; cosi  conduccndo  le  tangenti  B'E' 
c B'F',  l’ anzidetto  cerchio  minore  di  contatto  sarà  proiettato  ver- 
ticalmente su  E'F'clie  ne  sarà  il  diametro.  Or  secondo  le  consi- 
derazioni generali  esposte  al  n.  3gd , i circoli  EP  ed  E'F'  de- 
vono passare  1’  uno  e 1’  altro  pe’  pumi  di  contatto  della  sfera  co’ 
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piani  tangenti  condotti  per  ( AB,A*B^);  dunque  questi  due  punti 
staranno  all’  estremità  della  corda  secondo  la  quale  si  tagliano 
questi  due  cerchi,  corda  che  ha  necessariamente  per  proiezione 
orizzontale  la  retta  indefìnila  EIF  e per  proiezione  verticale  E'F^. 

Ciò  posto,  abbassiamo  la  corda  mentovata  con  uno  de’due  cer- 
chi che  la  contengono,  per  esempio,  col  cerchio  verticale  £F  il 
quale  girando  intorno  al  suo  diametro  orizzontale,  è già  venuto  a 
collocarsi  in  ETF.  Durante  questo  movimento  il  punto  (K,K'), 
in  cui  la  corda  in  quistione  viene  ad  incontrare  il  piano  orizzon- 
tale, resterà  immobile  poiché  giace  sull’asse  di  rotazione  EF;  un 
secondo  punto  della  stessa  corda,  per  esempio,  la  sua  traccia  ver- 
ticale ( L,L'  ) descriverà  un  arco  di  cerchio,  il  cui  raggio  sarà  la 
verticale  L'L  abbassata  da  questo  punto  sull’asse  anzidetto;  dun- 
que se  in  una  direzione  perpendicolare  ad  EF  si  porti  la  distan- 
za LL"  s=  LL',  il  punto  L"sarà  la  posizione  che  prenderà  ( L, 

L'  ) dopo  Tabbassamento  della  corda  , la  quale  diverrà  KL". 

Allora,  i punti  S e T in  cui  questa  retta  taglierà  il  cerchio  mino'- 
re  abbassato  secondo  ETF  saranno  le  due  estremità  della  corda; 
ne  farà  d’ altro  mestieri  che  di  riportarli  sopra  EF , con  le  per- 
pendicolari Sx  e T(a,  poscia  finalmente  di  proiettare  i punti  X eV 
sopra  E'F'  in  X'  e f*'. 

4o4'.  Terzo  metodo.  Dopo  aver  determinato  solamente  Le 
rette  EF  ed  E'F',  mediante  le  coppie  delle  tangenti  condotte  Fio. 
alla  sfera  pe’ punti  A e B',  ed  avere  osservato  che  quelle  sono  le  tlXXVlU 
proiezioni  della  corda  che  riunisce  , sulla  sfera,  i due  punti  di 
contatto  de’piani  tangenti  dimandati,  si  può  fare  a meno  'di  trac- 
ciare una  nuova  circpnferenza  , cercando  l’ incontro  di  questa 
corda  (EF,E'F')  col  cerchio  massimo  che-la  contiene.  Il  piano 
di  quest’ultimo  avrà  per  traccia  orizzontale  OR,  ed  abbass'a^do- 

10  intorno  di  questa  retta, siflàtto  cerchio  massimo  si  confonderà 
col  contorno  della  sfera.  Rispetto  alla  corda  ( EF,E'F'  ) tras- 
portata nello  stesso  movimento,  passerà  sempre  pel  punto  R il  ' 
quale  essendo  sull’asse  di  rotazione  rimarrà  immobile;  mentrechè 

11  punto  ( L , L'  ) di  essa  descriverà  un  arco  di  cerchio,  il  cui 
raggio  sarà  la  perpendicolare  abbassata  da  questo  punto  su  di 
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Il  cérchio  massimo  rfi  cui  si  traila  verri  a confondersi  col  con. 
torno  della  sfera  ; il  punto  (R,R')  descriverà  girando  intorno 
ad  OC  un  arco , il  cui  raggio  sarà  la  perpendicorc  ( RC , R'C'  ) 
abbassata  su  questa  retta;  dunque,  costruendo  la  vera  grandez- 
za CH  di  lai  raggio,  cd  abbassandola  da  C in  R",  qnesl’nltimo 
punto  sarà  la  nuova  posizione  di  ( R,R')  , c ie__taugeutì  cercate 
saranno  abbassate  secondo  R"P,R"Q. 

Adesso  vediamo  ciò  che  addivengono  i punti  di  contatto  P e Q 
quando  si  riportano  queste  tangenti  nel  piano  COD'.  La  prima 
R”P  incontra  l’asse  OC  in  un  punto  V che  rimarrà  immobile;, 
sicché  questa  retta  sarà  proiettata  orizzontalmente  sopra  RV-e 
quindi  la  sua  proiezione  verticale  sarà  R'V';  dunque  riportan- 
do con  una  perpendicolare  ad  OC  il  punto  P in  ).  sopra  R\  , po- 
scia proiettando  > in  X'  sopra  R'V',  si  otterrà  la  vera  situazione 
del  punto  di  contatto  (X,X')  del  primo  piano  tangente  alla  sfera. 

Quanto  alla  tangente  abbassata  secondo  R"Q  , essa  taglia 
qui  l’asse  di  rotazione  OC  ad  una  distanza  considerevole  |>erchò 
possa  trarsi  partito  da  questo  punto  immobile.  Ma  per  snpplir- 
»i,  osservo  che  PQ  rappresenta  in  abbassamento  la  corda  dio 
Unirebbe  i due  punti  di  contatto  de’  piani  tangenti  ; e siccome  la 
mentovata  corda  incontra  la  retta  OC  nel  punto  ( K,K'),  ha 
necessariamente  per  proiezioni  Rx  e K'X'.  Dunque  riportando 
con  una  perpendicolare  ad  OC  il  punto  Q in  p sopra  RX,  poscia 
proiettando  p in  p'  sopra  R.'X',  si  otterrà  il  punto  di  contatto 
del  secondo  piano  tangente  alla  sfera.  Si  può  in  oltre  par- 
tire anche  da  questa  considerazione,  che  la  corda (Xp,X'p')  deb- 
ba manifestamente  essere  perjiendicolarc  al  jiiano  AOI3' , che 
passerebbe  pel  ccittro  della  stei  a c per  la  retta, data  (AB,A'll'). 

PaofliEMA  n.  Per  una  r,el(a  diUa,  condurre  un  piano  ìangente 
ad  una  superficie  di  rivoluzione  di  cui  sia  conosciuta  un 
meridiano  yua/uiu/ue. 

4o6.  Siene  ( 0,1'Z'  ) Tasse  di  rivoluzione  , ( X'C'Y'D.CD  ) 
il  mepidinuo  principale  della  superllcie , cd  ( AB,A'll')  la  reità 
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per  la  quale  fa  mestieri  condurre  il  piano  tangente  dimandato. 
Impiegheremo  qui  il  metodo  generale  indicato  ai  n.*  3q5  e 3^6, 
ed  in  conseguenza  cercheremo  : 

i.o  La  curva  di  contatto  (XRYRL,X'R'Y'R'L')  della  su- 
perficie proposta  con  un  cono  circoscritto,  il  cui  vertice  (V,V') 
è preso  a piacere  sulla  retta  (AB,A'B'):  questa  curva  si  costrui- 
rà mediante  i magisteri  adoperati  al  n.336,  e però  abbiamo  avu- 
to cura  di  conservar  qui  le  stesse  lettere  che  avevano  servito  al 
disegno  84)  relativo  a questo  problema  isolato;  di  maniera  che 
^c  spiegazioni  precedenti  si  applicheranno  letteralmente  al  dise- 
gno attuale. 

2.®  La  curva  di  contatto  ( xtlyr,x't'l'y'r'  ) della  superficie 
proposta  con  un  cilindro  circoscritto  parallelo  ad  ( AB, A'B' ), 
la  quale  si  costruirà  ancora  co’  mezzi  adoperati  per  risolvere  il 
problema  del  n.383,  sul  disegno  86,  le  cui  notazioni  sono  state 
conservate  nel  presente  disegno. 

Ora  esaminiamo  se  queste  due  curve  di  contatto  si  tagliano  in 
qualche  parte;  e per  trovare  i loro  punti  d’intersecazione  poniam 
cura  di  non  combinare  in  uno  stesso  piano  di  proiezione  un  ramo 
segnato  con  linea  piena  o visibile,  con  un  ramo  punteyyiato  o 
invisibile;  perocché  tali  rami  non  essendo  situati  sulla  stessa  falda 
della  superficie,  non  vi  è caso  che  possano  incontrarsi.  E però  ve- 
diamo qui  che  le  curve  si  tagliano  in  due  punti  (X,X')  e ( , le 

cui  proiezioni  orizzontali  e verticali  per  ciascuno  di  essi,  debbono 
essere  situate  altresì  sulla  stessa  perpendicolare  alla  linea  della 
terra;  allora  secondo  i ragionamenti  svolti  ai  n.  3g3  e 3yS,  que- 
sti sono  i punti  dì  contatto  della  superficie  di  rivoluzione co’]>iani 
tangenti  che  passerebbero  per  ( AB,A'B');  ed  una  volta  cono- 
sciuti silfatti  punti , sarà  facile  costruire  con  diversi  mezzi  le 
tracce  di  detti  piani.  Faremo  solamente  osservare  che  le  tracce 
orizzontali  dovranno  passare  pel  piede  A della  retta , ed  essere 
perpendicolari  alle  proiezioni  OX  ed  0(*  delle  normali  relative 
ni  due  punti  di  contatto  trovati. 

Casi  pai  ticolari.  Se  la  retta  data  fosse  verticale,bastereb- 
be  evidentemente  condurre  dal  suo  piede  due  tangenti  alla  pro- 
iezione orizzontale  dell’ equatore. 
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^Se  questa  retta  fosse  orizzontale,  le  si  condurrebbe  un  plano 
meridiano  perpendicolare,  e dal  punto  d’incontro,  si  menereb- 
bero due  tangenti  alla  curva  meridiana  contenuta  in  questo  pia- 
no; operazione  facile  ad  eseguirsi,  quando  questo  punto  e la 
curva  meridiana  della  quale  è quistione , saranno  abbassati  sul 
piano  verticale,  come  si  è praticato  al  n.  36o  pel  punto  P"  del 
disegno  84- 

Secondo  metodo.  Quando  la  superficie  di  rivoluzione  sia  di 
secondo  grado  sarà  vantaggioso  impiegare,  come  al  n.3^S,  due 
coni  circoscritti  de’ quali  si  situeranno  i vertici  nei  due  punti  in 
cui  la  retta  data  incontrerà  il  piano  dell’equatore,  e quello  del 
meridiano  principale;  perché  allora , secondo  il  teorema  dimo- 
strato al  n.333,  ciascmia  delle  curve  di  contatto  sarà  proiettata 
secondo  una  retta  sopra  uno  de’  due  piani  di  proiezione,  né  fa- 
rà mestieri  costruire  più  di  una  curva  in  tutto  il  disegno , sic- 
come spiegheremo  minutamente  nel  problema  simile  e più  ge- 
nerale del  n.  417 • 

409.  Terzo  metodo.  Supponendo  ancora  che  la  superficie  di 
rivoluzione  sia  di  secondo  grado potrà  adoperare  un  solo  dei 
duo  ooui  circoscritti  dei  quali  venghiamo  di  far  cenno  ; perché 
siccome  la  curva  di  contatto  starà  ( n.  333  ) interamente  in  un 
piano  perpendicolare  al  piano  orizzontale  , o al  verticale , ba- 
sterà condurre  a questa  curva  due  tangenti  per  il  punto  in  cui  il 
suo  piano  incontrerà  la  retta  data  (*).  Oltreché  si  è veduto  (n. 
3^4)  quanto  era  facile  costruire  queste  tangenti  co’ loro  punti  di 
contatto , senza  tracciare  la  curva  di  secondo  grado  in  quistio- 
ne , conoscendo  solamente  i suoi  due  assi  ; or  uno  di  questi 
s’ otterrà  immediatamente , dirigendo  pel  vertice  del  cono  cir- 
coscritto due  tangenti  all’equatore,  o al  meridiano  principale, 
e l’altro  asse  se  ne  dedurrà  in  una  maniera  ben  facile  ad  im- 
maginare (n.  4>S.  ). 


(*)  Questa  via  è aCTotto  simile  a quella  che  si  è tenuta  per  la  sll-ra  al 
n.  4oi. 
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Noi  inviliamo  il  lettore  ad  csperimenlare  questo  metodo  in  un 
rllissoide  di  rivoluiioiic,  ma  qui  per  variare  gli  esempi  andiamo 
a farne  l’ applicazione  ad  un  iperboloide  storto  di  rivoluzione  , 
tleCuiio  dalla  sua  generatrice  rettilinea  , e non  dal  meridiano. 

PaoBi.KMA  III.  Per  una  retta  data  condurre  un  piano  tangente 
ad  un  iperlioloide  storto  di  rivoluzione. 

FIO.  \C.  4-1  o-  Sieno  ( 0 , O'O"  ) 1’  asse  verticale  della  Superficie , ed 

( ADIljA'D'A”  ) la  retta  movibile  che  girando  intorno  di  que- 
st’asse genera  ( n.i^o)  l’iperboloide,  che  supponiamo  termina- 
to alle  due  sezioni  orizzontali  A'B'  ed  A"B",  egualmente  lonta- 
ne dal  cerchio  della  gola.  Non  eseguiremo  la  rappresentazione 
della  superficie  sul  piano  verticale  , poiché  ciò  condurrebbe  a 
tracciare  l'iperbole  meridiana  della  qual  cosa  vogliamo  fare  a 
Nieao  ; ma  sul  piano  orizzontale  riguarderemo  la  superficie  co- 
me realmente  proiettata  , ed  in  conseguenza  punteggeremo  le 
parti  delle  lince  principali  che  saranno  al  di  sotto  della  falda  su- 
periore, 

.il  1.  Adunque  sìa  ( «c , «'c'  ) la  retta  per  la  quale  si  tratta  di 
rondurrc  il  piano  tangente  ; se  dal  punto  ( V,V')  in  cui  incon- 
tra il  piano  orizzontale  del  cerchio  della  gola  s’ immagini  un 
cono  circoscritto,  di  cui  due  de’ suoi  lati  saranno  evidentemente 
le  tangenti  VX  e V Y,  questo  cono  toccherà  l’iperboloide  secon- 
do una  curva  situata  interamente  ( n.  3!f3)  nel  piano  verticale 
XY,  la  quale  per  cons^uenza sarà  un’iperbole  avente  per  asse 
rciile  la  corda  XY.  Dunque  conducendo  due  tangenti  a questa 
ciuva  pel  punto  (R,R0  in  cui  il  suo  piano  va  a tagliare  la  retta 
si  otterranno  i punti  di  contatto  de’ piani  tangenti 
all’iperboloide. 

4ir.  l*cr  costruire  queste  tangenti,  fa  d’uopo  in  prima  far 
girare  intorno  dell’asse  ( 0,0'0"  ) il  piano  verticale  XY  sintan- 
toché jmuida  la  posizione  xj/  parallela  al  meridiano  principale, 
rii  allora  il  punto  ( R,ll'  ) si  trasporterà  in  ( r,r'  ).  In  questa 
siltijiioiie  , l’ iperbole  coulcnula  nel  piano  verticale  xg  c simile 
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a quella  meridiana  principale  della  supcrGcie,  cd  ha  com'essa  , 
per  proiezioni  de’ suoi  assiutoli  lo  rette  A'D'e  B'D';  donde  e me- 
diante l’asse  reale  x'y'  , si  deducono  facilmente  i due  fuochi 
<p  e 4-.  Ciò  posto,  per  condurre  le  tangenti  a questa  iperbole  dal 
punto  r'  (*),  descrivo  un  arco  di  cerchio  colla  distanza  > 'ip  per 
raggio  5 ed  un  altro  arco  il  cui  centro  sia  ed  il  raggio  eguale 
ad  x'y';  poscia  tirando  la  retta  r'I'  pel  mezzo  dell’arco  <py,  si  ot- 
tiene una  delle  tangenti  cercate,  ed  il  suo  punto  di  contatto  l' 
sarà  determinato  dall’ incontro  colia  retta  47.  Parimente  Taltra 
tangente  sarà  la  retta  r'm'  condotta  dal  mezzo  dell’ arco  9^  ; e 
la  linea  4$  prolungata , determinerà  il  punto  di  contatto  m'  di 
questa  seconda  tangente. 

Presentemente  non  resta  da  far  altro,  che  proiettare  i punti  /' 
cd  m' in  f ed  m su  xy,  e poscia  ricondurre  questi  punti  sul  piano 
verticale  primitivo  XY,  in(X,À')  e ((*,(*')•  Questi  sono  i punti 
di  contatto  dell’iperboloide  co’ due  piani  tangenti  condotti  per 
la  retta  ( ) ; e le  tracce  di  tali  piani  » 

sono  facili  a costruire  con  questi  soli  dati. 

4i3.  Ma  siccome  nell’ iperboloide  storto,  sappiamo  che  cia- 
scuno piano  tangente  deve  comprendere  due  generatrici  retti- 
linee delia  superficie , le  quali  si  tagliano  nel  punto  di  contatto, 
si  potranno  condurre  pe’  punti  X e [i,  quattro  tangenti  al  circolo 
delia  gola,  cioè  XA,,)Jla,(AA,,piB,,  le  quali  somministreranno 
mediante  i loro  incontri  colle  tracce  orizzontali  della  superficie, 
quattro  punti  appartenenti  alle  tracce dc’piaui  tangenti.  Oltracciò 
le  due  generatrici  XA,  e |zB,  facendo  parte  l’una  del  sistema 
(AD,A'D'),  l’altra  del  sistema  (BI^'D'),si  taglieranno  neces- 
sariamente (n./44)  ie  un  punto  che  dovrà  evidentemente  stare 
sulla  retta  ( ) , e siffatto  punto  (s,s'  ) sarà  precisamente 

quello  in  cui  questa  retta  incontra  1‘  iperboloide.  Vi  sarebbe 
ancora,  un  secondo  punto  di  sezione  che  sarebbe  somministralo 
dall’  incontro  delle  generatrici  XB^  , e (*A,. 


(*)  Leggete  nc’ trattati  di  sezioni  coniche  it  metoda  deyli  antichi  'p:* 
cuiidmTe  le  taiigcnti  a euoslc  eucvo. 
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4i4-  Osservazione.  Se  il  punto  ( V,V'  ) in  cui  la  retta  data 
incontra  il  piano  orizzontale  del  circolo  della  gola  si  tro-- 
vasse  al  di  dentro  di  questo  circolo,  non  si  potrebbero  più  con- 
durre le  tangenti  VX,VY  ; e ciò  indicherebbe  clic  la  curva  di 
contatto  dell’iperboloide  col  cono  circoscritto,  che  ha  il  suo  ver- 
tice in  ( V,V'),  cambia  di  posizione,  e diviene  un’ iperbole  il  cui 
asse  reale  è verticale,  ed  il  cui  piano  è sempre  perpendicolare  a 
quello  orizzontale  YO.  In  questo  caso,  si  condurrebbero  dal  pun- 
to (V,V'')  due  tangenti  alla  curva  meridiana  situata  nel  piano  VO, 
e la  corda  compresa  tra  i loro  punti  di  contatto  sarebbe  l’asse  rea- 
le cercato  ; in  seguito  le  restanti  costruzioni  si  elTetluircbbero  di  ' 
una  maniera  simile  a quella  adoperata  nel  primo  caso. 

415.  .i^l/ra  soluzione.  Le  osscrvazipni  fatte  al  n.'* 4/t? som- 

ministrano un  metodo  semplicissimo  ed  applicabile  a tutte  le  po- 
sizioni della  retta  data.  In  effetto  se  dopo  aver  costruiti,  col  ma- 
gistero del  n.2S4,  i punti  d’intersecazione  della  retta  ( ) 

coll’iperboloide,  si  conducano  per  uno  di  essi(  t,s'  ) alcune  tan- 
genti sA,,sBj,  al  circolo  della  gola,  queste  generatriei  combi- 
nate a vicenda  con  ( ) determineranno  immediatamente 

i due  piani  tangenti  dimandati , i quali  avranno  per  tracce  oriz- 
zontali «Ag  ed  » B,.I  puutidi  contatto  poi  saranno  somministrati 
dalle  altre  due  generatrici  che  partono  da’  punti  Bj  ed  A,  (*). 

416.  Risulta  da  quanto  ahbiam  detto , che  se  la  retta  data 
non  tagliasse  affatto  l’ iperholoidc  in  alcun  sito,  sarebbe  impos- 
sibile condurre  per  essa  un  piano  tangente  alla  superfìcie  ; con- 
dizione evidente  a priori,  poiché  ogni  piano  tangente  doven- 
do, contenere  qui  due  gcnethtrici  le  quali  si  tagliano , ve  ne  sa- 
rà almeno  una  che  incontrerà  la  retta  ( »£,»'«')  situata  per  ipo- 
tesi in  questo  piano  tangente.  Solamente,  siffatto  punto  d’in- 
contro si  allontanerà  all’  inCnito  , nel  caso  particolare  in  cui  le 
anzidettedue  generatrici  c la  retta  (»£,»'£')  saranno  tutte  c tre 
parallele;  ma  allora  la  posizione  del  piano  tangente  si  assegnerà 


(*)  Una  simile  soluzione  può  essere  applicata  all’iperboloide  ad  una  fal- 
da c non  di  rivoluzione.  Vedete  al  n.Sj8. 
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con  maggior  (acililà , poiché  sarà  evidentemente  ( fi.  sSa)  tan* 
gente  al  cono  assintoto. 

ProbiemaIV.  Pef  una  retta  data  condurre  un  piano  tangento 
ad  una  superficie  qualunque  di  secondo  grado  % 

417.  Assumiamo  per  esempio  un  ellissoide  riferito  a due  pia- 
ni  di  proiezione,  di  cui  ciascuno  ùa  parallelo  ad  un  piano  prin* 
cipale  della  superficie;  questa  avrà  per  contorni  apparenti  le 

ellissi />nnci*pa/j(  ABDEjA'D')  ed  ( A'C'D'P',AD),  che  hanno  pi(j,  XCI4 
ciascuna  due  assi  comuni  coll’ellissoide.  Sia  in  oltre  (RS,R'S') 
la  retta  data  ; i punti  di  contatto  de’  piani  tangenti  condotti  per 
questa  retta  saranno  somministrati  (n.  3gS')  dalle  intersecazioni 
delle  curve  di  contatto  di  due  coni  circoscritti  all’ellissoide,  ed 
aventi  i loro  vertici  situati  come  si  vorrà  sulla  retta  data;  ma  per 
render  semplice  la  costruzione  di  queste  curve  ponghiamo  i vertici 
di  questi 'due  coni  ne’ punti  (V,V')  e in  cui  la  retta  (RS, 

R'S'  ) muove  ad  incontrare  i piani  delle  due  ellissi  principali 
che  sono  paralleli  a’  piani  di  proiezione. 

418.  Allora,  se  si  conducono  le  tangenti  V'a'eV'S'all’ellisse 
A'C'D'F',  i punti  *'e  S'apparterranno  evidentemente  alla  pro- 
iezione verticale  della  curva  di  contatto  del  cono  circoscritto 
(V,'V');e  questa  curva  eh’ è piana  (n.333)t  sarà  proiettata 
verticalmente  sulla  retta  »'S'.  In  fatti  siccome  il  vertice  ( V,V'  ) 
è situato  in  un  piano  verticale  VAD  che  divide  l’ ellissoide  in 
due  parti  esattamente  simmetriche , è certo  che  i punti  della 
curva  di  contatto  devono  essere  a due  a due  su  di  alcune  corde 
perpendicolari  a questo  piano  principale  ; dunque  altresì  il  pia- 
no della  curva  cercata  sarà  perpendicolare  al  piano  verticale 
VAD , e vi  si  proietterà  secondo  la  retta  A'S'.che  riunisce  i due 
punti  già  trovati. 

Per  le  stesse  ragioni,  la  retta  (aS,»'S')  è un  asse  della  curva 
nello  spazio , e continua  a godere  di  tal  proprietà  in  proiezio- 
ne orizzontale,  nella  quale  somministra  i due  vertici  » e S,  don- 
de si  deduce  facilmente  la  direzione  »c  del  secondo  asse;  ma 
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per  determinare  la  sua  lunghezza  osservo  che  questi  due  assi 
sono  proporzionali  a quelli  della  sezione  fatta  nell’  ellissoide  , 
da  un  piano  diametrale  O'a'  parallelo  alla  curva  di  contatto  x' 
8'.  Se  dunque  si  proietti  a' in  a,  e si  conduca  «c  parallela  ad  oB, 
si  otterrà  la  lunghezza  ®c  del  secondo  asse  cercalo  ; e quindi  sarà 
molto  facile  tracciare  l’ellisse  «XcsY,  che  dovrà  passare  altresì 
pe’  punli'X  ed  Y i quali  si  deducono  dalla  sezione  X',  e dove 
toccherà  evidentemente  il  contorno  AB  DE  sul  piano  orizzontale. 

4ig.  Ora,  il  secondo  cono  circoscritto  il  cui  vertice  sta  in  (v,v'), 
toccherà  l’elissoide  secondo  una  curva  piana,  che  per  ragioni 
consimili  a quelle  che  abbiamo  esposte  di  sopra , sarà  proiettata 
orizzontalmente  sulla  retta  xt/  ; poscia  senza  cercare  la  proie- 
zione verticale  di  detta  curva , che  si  otterrebbe  cou  magisteri 
simili  a quelli  chè  ci  hanno  servito  pel  primo  cono,  possiamo 
trovare  i punti  di  sezione  X e (*  delle  due  curve  di  contatto  sul 
piano  orizzontale , e riportare  questi  punti  in  X'  e (*'  sopra  »'S'. 
Allora  avremo  per  ciascun  piano  tangente  dimandato  il  suo 
punto  di  contatto  ( X,X'  ) 0 ( ed  una  retta  (RS,R'S')  per 
la  quale  dee  passare  ; in  guisa  che  è facilissimo  trovare  le  sue 
tracce,  eoa  costruzioni  delle  quali  l’attuale  disegno  presenta  so- 
lamente i risultamenti. 

420.  Altro  metodo.  Si  può  risolvere  il  problema  precedente 
FIG.  XCl.  circoscritto  il  Cui  vertice  è in  ( V,V');  perchè  ogni 

piano  tangente  a questo  cono,  che  sarà  condotto  per  la  retta 
(RV,R'V')  soddisferà  evidentemente  alla  quistione.  Si  cercherà 
dunque  il  punto  (R',R)  in  cui  una  tal  retta  vien  tagliata  dal  pia- 
vno  della  base  poscia  si  condurranno  dal  punto  R due  tan- 
genti a questa  base*Y[x5X;  oltracciò  si  osserverà  essere  qui  inuti- 
le tracciare  l’ellisse  »YsX,  stantechè  mediante  i due  semi-assi 
ed  ®C  si  sanno  costruire  i punti  di  contatto  (a  e X delle  tangenti 
R(x  ed  RX,  siccome  abbiamo  già  fatto  a’  n.  3j4  c 4^2.  Allora  i 
punti  X e (*  saranno  anche  quelli  ne’ quali  1 ellissoide  sara  tocca- 
to da’ piani  tangenti  condotti  secondo  la  retta  (RV,R'V');  e però 
questi  due  piani  saranno  determinati  con  un  metodo,  il  quale 
darà  il  vantaggio  di  porre  in  opera  solamente  la  linea  retta  ed 
il  cerchio. 
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CAPITOLO  IV. 

db’  piani  tangenti  paballeu  ad  un  piano  dato. 

4.2 1.  Sia  S la  superficie  alla  quale  si  propone  di  condurre 
un  piano  tangente  che  sia  parallelo  ad  un  piano  dato  P.  Imma- 
giniamo che  in  questo  ultimo  si  traccino  due  rette  arbitrarie  A 
e B,  e che  poscia  si  determini,  co’ magisteri  indicati  al  capito- 
lo li , l’andamento  delle  curve  dì  contatto  X ed  Y della  superfi- 
cie S con  due  cilindri  circoscritti,  e paralleli  uno  ad  A,  l’altro  a 
B.  Allora  si  sa  ( n.  SqS  ) che  per  tutti  i punti  della  curva  X.  i 
piani  tangenti  di  S sono  paralleli  ad  A;  che  per  tutti  quelli  della 
curva  Y i piani  tangenti  sono  paralleli  a B ; dunque  se  le  curve 
X cd  Y si  tagliano , ciascheduna  intersecazione'  darà  un  punto 
pel  quale  il  piano  tangente  della  superficie  S sarà  parallelo  con- 
temporaneamente alle  due  rette  A c B,  e per  conseguenza  al  pia- 
no dato  P. 

422.  Criova  osservare  che  il  problema  precedente  si  riduce  a 
condurre  ad  una  superjicie  S una  normale,  che  sia  parallela 
ad  una  retta  data  D.  In  fatti  se  si  costruisce  uu  piano  P per- 
pendicolare alla  retta  D,  basterà  cercare  un  piano  tangente 
parallelo  a P,  c la  normale  relativa  al  punto  di  contatto  di  que- 
sto piano  tangente,  sarà  evidentemente  parallela  alla  linea D. 
Siffatta  ricerca  è necessaria  per  ottenere  il  punto  brillante  di 
una  superficie  , illuminata  da  raggi  luminosi  considerati  come 
paralleli  fra  loro. 

423.  Quando  la  superficie  S sarà  sviluppabile  il  problema  di- 
verrà impossibile  in  generale , attesoché  la  condizione  di  essere 
parallelo  ad  una  retta  data  basta  {n-S^g)  per  determinare  com- 
piutamente il  piano  tangente  di  una  siffatta  superficie,  né  si  po- 
trebbe richiedere  che  questo  piano  sia  parallelo  tutto  insieme  al- 
le due  rette  A e B , o al  piano  P che  le  contiene. 

4‘i4-  La  maniera  di  risoluzione  che  abbiamo  indicalo  al  n.4si 
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è generale , ma  menerà  sovente  ad  operazioni  grafiche  mollo 
complicate;  perciò  farà  d’uopo  cercare,  in  ogni  superficie  di  pro- 
fittare delle  particolari  proprietà  che  potranno  render  semplice  la 
soluzione , come  lo  indicheremo  in  alcuni  esempi. 

1 .°  Se  la  superficie  proposta  è di  rivoluzione , nel  qual  caso 
ciascun  piano  tangente  è perpendicolare  al  piano  meridiano  cor- 
rispondente, s’incomineerà  dal  condurre  un  piano  meridiano 
perpendicolare  al  piano  dato  P,  e che  taglierà  quest’ultimo  se- 
condo una  retta  ch’io  chiamo  S;  indi  menando  alla  sezione  me- 
ridiana cosi  ottenuta  una  tangente  parallela  a S , il  suo  punto  di 
contatto  sarà  evidentemente  quollò  di  un  piano  tangente  paral- 
lelo a P.  Questo  metodo  sarà  molto  facile  nell’ applicazione  per 
una  sfera , un  elissoide , nn  toro  ec. 

a.”  Se  si  trattasse  di  un  iperboloide  di  rivoluzione  ad  una 
falda,  il  quale  ammette  ( n.  /4^)  due  sistemi  di  generatrici  ret- 
tilinee rispettivamente  parallele  a’ lati  del  cono  assintoto,  si  ta- 
glierà questo  cono  con  un  piano  condotto  dal  vertice  equidistan- 
te da  P.  Questo  piano  secante  somministrerà  due  lati  » ed 
paralleli  a P,  da’ quali  si  dedurranno  facilmente  le  quattro  gene- 
ratrici corrispondenti  dell’  iperboloide  , cioè  A e B parallele  ad 
»,  poscia  A'  e B'  parallele  ad  »'.  Quindi  combinando  le  generatrici 
A e B',  si  otterrà  un  piano  evidentemente  parallelo  a P,  il  quale 
toccherà  l’ iperboloide  nel  punto  in  cui  queste  due  rette  si  taglia- 
no ; poscia  se  ne  troverà  un  secondo  che  soddisferà  alle  stesse 
condizioni,  combinando  insieme  le  generatrici  A'  e B che  si  ta- 
gliano parimente. 

Lo  stesso  metodo  si  applicherà  ad  un  iperboloide  ad  una  falda 
non  di  rivoluzione , attesoché  questa  superficie  ammette  anco- 
ra, come  lo  vedremo  a)  libro  VII,  due  sistemi  di  generatrici  retti- 
lineo parallelo  a’ lati  di  un  cono  essintolo  ( vedete  n.  S8i  ). 
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CAPITOLO  V. 

se’  piani  tangenti  a più  superficie  in  una  tolta. 

4.a5.  Trovare  un  piano  c.!e  tocca  nello  stesso  tempo  due 
superficie  date  S e T. 

Per  risolvere  questo  problema  di  una  maniera  generale,  qua- 
lunque sieno  i piani  di  proiezione  adottali , conduciamo  nello 
spazio  un  piano  arbitrario  P ; poscia  cerchiamo  la  curva  di  con- 
tatto X della  superficie  S con  un  cilindro  circoscritto  e perpen- 
dicolare al  piano  P , quistione  che  si  riduce  a quella  del  n.  S-jj, 
poiché  i lati  di  questo  cilindro  dovranno  esser  paralleli  ad  una 
retta  conosciuta,  vale  adire  perpendicolare  al  piano  P.  Deter* 
miniamo  nello  stesso  modo  la  curva  analoga  Y rispetto  alla  super- 
ficie T e si  costruiscano  le  proiezioni  or  ed  y di  queste  due  linee 
sul  piano  P ; allora  conducendo  una  tangente  comune  alle  due 
curve  X edy,  sarà  essa  la  traccia  di  un  piano  * perpendicolare  a 
P,  e che  toccando  evidentemente  i due  cilindri,  sarà  necessaria- 
mente tangente  alle  superficie  S e T.  Si  otterrà  dunque  in  tal 
modo  una  soluzione  del  problema  proposto;  ma  ve  ne  sarà  un’in- 
finità di  altre  . . . che  si  troveranno  ripetendo  le  stesse  co- 
struzioni rispetto  a diversi  piani  P',P",...  scelti  in  direzioni  dif- 
ferenti. 

42fi.Si  possono  collegare  fra  loro  tutte  queste  soluzioni  costruen- 
do la  superficie  sviluppabile  che  è circoscritta  si  all^  una  che 
all’altra  delle  due  supetficie  S e T.  Perciò  immaginiamo,  che 
i punti  di  contatto  m ed  n delle  curve  se  ei  y con  la  loro  tan- 
gente comune  sul  piano  P,  sieno  stali  proiettati  sulle  curve  X 
ed  Y in  M ed  N ; questi  saranno  i punti  ne’  quali  il  piano  «r 
tocca  le  due  superficie  S e T ; e so  si  costruiscono  similmente  i 
punti  di  contatto  M'  ed  N',  M"  ed  N", . . . do’ piani  . . 

la  serie  delle  rette  MN,M'N',M"N", ....  formerà  una  supera 
ficie  ? che  toccherà  mauifestameute  S e T luògo  le  cìim 
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MM'M", ...  ed  NN'N", . . ; ma  aggiungo  a ciò  che  questa  su- 
perficie S sarà  sviluppabile.  In  falli  so  i punti  M ed  M'  so- 
no presi  infinitamente  vicini , il  piano  tangente  comprende- 
rà gli  elemenli  lineari  MM'  ed  NN',  e ijuindi  le  duo  generatrici 
MN,M'N'  saranno  situati  in  uno  stesso  piano,  ciocche  costituisce 
l’indole  distintiva  delle  superficie  sviluppabili  ( n.  tjQ  ).  D’al- 
tronde si  possono  considerare  le  rette  infinitamente  vicine  MN, 

. . . come  le  intersecazioni  consecutive  de’ piani  «r, 

. . . ( n.  1S2)  ; o puro  come  l’inviluppa  dello  spazio  per- 
corso dal  piano «r  allorché  ruota  sulle  superficie  S c T, rimanendo 
tangente  all’ una  ed  all’ altra  ( n.  i84-). 

Ciò  posto  quando  la  superficie  S sarà  costruita , tutti  i piani 
tangenti  che  le  si  meneranno  toccheranno  nel  tempo  stesso 
S e T,  e daranno  le  diverse  soluzioni  del  precedente  problema. 

427.  La  superficie  sviluppabile  circoscritta  alle  superficie  Se 
T e necessaria  ad  essere  considerala  nella  teorica  delle  ombre, 
e presenta  ordinariamente  due  falde  distinte,  le  quali  pro- 
vengono da  che  le  curve  a?  ed  y del  n.  4-2^>  possono  ammettere 
una  tangente  comune  esteriore,  ed  un’altra  interiore.  Al  di 
più,  queste  generalità  saranno  dilucidate  dall’esempio  semplicis- 
simo di  due  sfere  considerale  al  n.  43j. 

428.  Allorché  una  delle  due  superficie  proposte , per  esempio 

S,  è essa  stessa  sviluppabile , il  problema  di  condurle  un  piano 
tangente  comune,  non  è in  generale  impossibile;  ma  esso  più 
non  ammette  un’infinità  di  soluzioni,  eoine  può  vedersi  facendo 
ruotare  un  piano  tangente  sulla  superficie  S,sino  a che  incontri 

T.  la  oltre  ueirattuale  ipotesi,  la  curva  a;  relativa  al  piano 
P ( «.  4^  J) , si  ridurrebbe  ad  una  o più  rette , alle  quali  non 
sarebbe  più  possibile  condurre  una  tangente  comune  colla  cur- 
va y;  eccetto  che  una  di  queste  retto  non  fosse  essa  stessa  tan- 
gente aU’anzidelta  curva y,  la  qual  cosa  potrebbe  verificarsi  sola- 
mente per  un  certo  numero  dipianiP,P',P"...;  di  maniera  che  il 
problenoa  diverrebbe  determinalo,  e la  superficie  si  ridurrebbe 
allora  ad  uno  o più  piani.  Pse  vedmuo  un  esempio  nel  u.  484- 

_ 4'?9-  Infine,  il  problema  non  uuimcticrt-bbe  alcuas  solujiooe, 
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SO  le  superficie  date  S e T fossero  lultc  duo  sviluppabili , peroc- 
ché le  curve  x cà  y del  n.42^,  divenendo  allora  l’una  e l’altra 
linee  rette  su  tutti  i piani  P,P',P", non  sarebbe  più  possi- 

bile condurre  ad  esse  una  tangente  comune. 

430.  Allorché  le  superficie  SeTnon  sono  sviluppabili  né  Tuna 
nè  l’altra , si  può  rendere  determinato  il  problema  di  còndurre 
ad  esse  un  piano  tangente  comune,  assegnando  un  punto  all’e- 
stemo  y pel  quale  dovrà  passare  il  piano  dimandato.  Difatti  ciò 
si  riduce  a condurre  per  il  punto  V un  piano  tangente  alla  su- 
perficie sviluppabile  S eh’ è circoscritta  ( n.  4^6  ) alle  su- 
perficie S e T;  quistione  la  quale  è suscettiva  di  un  nume- 
ro limitato  di  soluzioni , come  abbiamo  veduto  a’  numeri  34y 
e 3ÒO.  Per  ottenerle  sarà  bastevole  generalmente  costruire  la 
sezione  fatta  nella  superficie  S da  un  piano  qualunque  condot- 
to dal  punto  V,  indi  menare  per  questo  punto  delle  tangenti  a 
tale  sezione;  allora  ciascuna  delle  tangenti,  eongiunta  alla  gene- 
ratrice rettilinea  ebe  passa  pel  suo  punto  di  contatto,  determine- 
rà un  piano  tangente  alla  superficie  ^ , e però  alle  due  super- 
ficie S e T.  Un  esempio  di  questo  genere  lo  troveremo  al  n.  43j. 

43 1.  Trovare  un  piano  che  tocca  nel  medesimo  tempo  tre 
superficie  date  S,T,U. 

Il  metodo  generale  per  risolvere  questo  problema  consiste  nel- 
lo immaginare  una  superficie  sviluppabile  circoscritta  ad  S ed 
a T,  poscia  un’altra  2;,  circoscritta  ad  S ad  U.  Allora  costruendo 
( ».  4^S ) le  curve  di  contatto  M>P ed  M^M', di  que- 

ste due  superficie  5 ed.  2;,  con  S , ciascun  punto  (a  ove  s’incon- 
trano siffatte  curve,  sarà  tale  che  il  piano  tangente  di  S tocche- 
rà evidentemente  le  superficie  S e 21,  insieme;  e perciò  questo 
piano  toccherà  ancora  le  superficie  T ed  U.  Questa  sarà  dunque 
una  soluzione  del  problema  ; ma  siccome  le  operazioni  grafiche 
sono  ordinariamente  molto  complicate  , andremo  a citare  un 
esempio  in  cui  le  costruzioni  divengono  semplicissime  ( Vedete 

il  n.  440" 

Osserviamo  cho  quantunque  abbiam  detto  al  n,42y,  che  non 
polerasi  generalmente  condurre  un  piano  tangente  comune  a 
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duo  superficie  sviluppabili , la  cosa  diviene  qui  possibile , per- 
chè le  due  superficie  X ed  2;^  oOirono  la  particolarità  di  essere 
circoscritte  alla  medesima  superficie  S. 

•-  432.  Se  unao  più  delle  tre  superficie  date  fossero  sviluppabili, 
il  problema  sarebbe  generalmente  impossibile.  In  effetto  se  S è 
sviluppabile , le  superficie  S ed  S,  , del  numero  precedente , 
sì  ridurranno  a superjicie  piane  ( n.  4^8  ) alle  quali  non 
sarà  più  possibile  condurre  un  piano  tangente  comune;  a meno 
che  per  alcune  circostanze  tutte  particolari , due  delle  superficie 
. piane  non  coincidessero  perfettamente. 

433.  Non  potrebbe  proporsi  di  trovare  un  piano  che  tocchi 
nello  stesso  tempo  quattro  superficie  S,T,U,V , o im  maggior 
numero.  Perchè  immaginando  le  tre  superficie  sviluppabili  25 
25,, S',  circoscritte  a’ gruppi  S e T,S  edU,SeV,  non  av- 
verrà mai  in  generale,  che  le  tre  curve  secondo  le  quali  la  super- 
ficie S sarà  toccata  da  S ,25,  e 25,  vengano  a tagliarsi  tutte  ad 
un  medesimo  punto  y. , condizione  che  sarebbe  necessaria  non 
pertanto  affinchè  il  piano  tangente 'di  S in  (* , toccasse  nel  me- 
desimo tempo  2£,2a  e e per  conseguenza  le  altre  superficie 
proposte  T , U,V. 

Problzua  I.  Costruire  un  piano  che  tocchi  contemporaneamen- 
te una  sfera  ed  un  cono  retto.  (*) 

434.  Facciamo  passare  i due  piani  di  proiezione  pel  centro 
Fia.  XCII.  0 della  sfera  data  la  quale  ha  per  raggio  OA,  e dirigiamo  il  pia- 
no orizzontale  perpendicolarmente  all’asse  del  cono  che  avrà  per 
vertice  (S,S') , e per  raggio  della  base  SB.  Il  problema  di  con- 
durre un  piano  tangente  comune  a queste  due  superficie  sarà 
determinato  ( n.4^8),  perchè  qui  ima  di  esse  è sviluppabile,  e 
per  risolverlo  con  maggior  semplicità  che  non  comporta  il  meto- 
do generale , supponiamo  che  PQR'  sia  il  piano  cercato.  Esso 


(*)  Questo  problema  è tolto  dalla  Geometria  Descrittiva  del  signor  Le- 
lebure  de  Fourey. 
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tocca  il  cono  secondo  un  lato  situato  in  un  piano  meridiano  SiM 
]>erpciidicolare  a PQ;  di  maniera  clic  la  distanza  di  questo  piano 
tangente  al  piede  ( S,P)  dell’asse  è una  retta  eguale  ad  l'G , e 
situata  nel  piano  meridiano  SM;  ma  se  si  trasporti  il  piano  PQR' 
parallelo  a se  stesso,  fintantoché  passi  pel  centro  0 della  sfera, 
si  sarà  avvicinato  al  pnnto  (S,P),  di  una  quantità  eguale  al  rag> 
gioOA;  ed  allora  divedrà  tangente  ad  un  altro  cono  retto,  la 
cui  generatrice  T'F'  parallela  ad  S'B' , ne  sarà  lontana  della 
distanza  OA.  Or,  quest’ultimo  copo  è facile  a costruire,  deipari 
che  il  suo  piano  tangente  condotto  pel  punto  0.  Laonde  sarà  ba- 
stevole condurre  al  cono  primitivo  il  piano  tangente  parallelo  a 
quello  connato  dianzi. 

Dopo  tali  osservazioni,  si  prenderà  sulla  perpendicolare  PG  un 
intervallo  GH=OA , poscia  conducendo  per  il  punto  li  la  retta 
T'F'  parallela  ad  S'B',  si  determinerà  il  cerchio  SF  al  quale  si 
dirigeranno  dal  punto  O le  due  tangenti  ON  ed  OL.  Allora,  con- 
ducendo al  cerchio  SB  due  tangenti  PQ  ed  XY  parallele  alle  pre- 
cedenti , si  avranno  le  tracce  orizzontali  de’ due  piani  PQR'  (h1 
XYZ',i  quali  toccheranno  es^mormen/e  le  due  superficie  date: 
le  tracce  v^icali  di  questi  piani  si  rintracciano  facihnente. 

* 4<3fi.  Esistono  ancora  de’ piani  che  toccano  queste  superficie 
dalla  parte  interna,  vale  a dire,  lasciandone  una  da  un  lato  ed 
un’altra  dal  lato  opposto.  Per  trovarli  si  vedrà  senza  pena,  che 
fa  mestieri  aumentare  la  distanza  l'G  di  una  quantità  G4=0A; 
indi  condurre  la  retta  t'f  parallela  ad  S'B'  che  determinerà  il 
cerchio  Sf  al  quale  si  meneranno  le  tangenti  On  ed  0/.  Allora 
conducendo  al  cerchio  SB  due  tangenti pq  ed  xy  parallele  alle 
precedenti , si  otterranno  le  tracce  orizzontali  de’  due  piani  tan- 
genti interni.  * u 

436.  Se  vogliasi  trovare  per  uno  di  questi  quattro  piani , per 
esempio  PQR',  il  suo  punto  di  contatto  colla  sfera,  si  taglierà 
questa  superficie  con  un  piano  OD  perpendicolare  a PQ  ; e do- 
po avere  abbassato  la  sezione  sul  cerchio  massimo  orizzontale, 
si  condurrà  la  tangente  DO  il  cui  punto  di  contatto  0,  riportato 
in  t* , darà  la  proiezione  orizzontale  del  punto  in  cui  la  sfera  è 

3a 
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toccata  dal  piano  PQR'.  La  proiezione  verticale  (*'  si  dedurrà 
facilmente  da  quella. 

Problema  II.  Per  un  punto  dato  condurre  un  piano  tangen» 

te  a due  sfere. 

437.  Adottiamo  per  piano  orizzontale  quello  che  passa  pe’ 
FIO.  XCIIK  centri  0,  ed  0'  di  due  sfere  e pel  punto  dato  A".  Allora,  senza 

ricorrere  ad  un  secondo  piano  di  proiezione,  possiamo  condurre  ai 
due  cerchi  massimi  orizzontali  la  tangente  comune MNA,  che  gi- 
rando intorno  di  OO'A,  genererà  una  superficie  conica  evidente- 
mente circoscritta  alle  due  sfere  date.  Questo  cono  AMP  è ciò  che 
diviene  qui  la  superficie  sviluppabile  S del  n.4.26,  perchè  in  ef- 
fetto è Vinviluppo  di  tutte  le  posizioni  che  prenderebbe  Ì1  piano 
verticale  MNA  tangente  alle  due  sfere,  rotando  su  queste  due 
superficie  simultaneamente.  Così,  poiché  ogni  piano  tangente  a 
questo  cono  toccherà  le  due  sfere,  e che  la  proposizione  recipro- 
ca è del  pari  vera , il  problema  primitivo  si  riduce  a condurre 
dal  punto  dato  A"  un  piano  tangente  al  cono  AMP.  Per  far  ciò 
si  sa  che  bisogna  condurre  la  retta  AA",  c dal  punto  in  cui  incon- 
trerà il  piano  del  cerchio  verticale  MP,  base  del  cono  , menare 
a questo  cerchio  due  tangenti  ; operazione  la  quale  si  effettuerà 
facilmeute,  abbassando  il  cerchio  MP  intorno  il  suo  diametro,  co- 
me si  è veduto  al  n.  4ot. 

438.  E più  semplice  osservare  che  il  problema  primitivo  si  ri- 
duce a condurre  per  la  retta  A.A"  un  piano  tangente  alla  sfera 
0 ; perocché  questo  piano  toccherà  evidentemente  il  cono  AMP, 

e quindi  la  sfera  0'  cui  tal  cono  circoscrive.  Or  giusta  quanto  si . 
è detto  al  n.  4-o3  basta  tracciare  il  nuovo  cono  A"M"P"  circo- 
scritto  parimente  alla  sfera  0,  e l’intersecazione  de’ due  cer- 
chi verticali  MP  ed  M"P" , farà  conoscere  immediatamente  la 
proiezione  orizzontale  |a  del  punto  di  contatto  della  sfera  col 
piano  tangente  dimandato.  La  seconda  proiezione  di  questo 
punto  sopra  un  piano  verticale  scelto  a volontà , si  otterrà  fa- 
cilmente abbassando  il  cerchio  MP  intorno  al  suo  diametro,  ed 
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in  tal  modo  la  posizione  del  piano  tangente  sarà  compiutamente 
determinata  ; ma  lasceremo  al  lettore  la  cura  di  eseguire  que- 
ste operazioni  semplicissime  che  condurranno  manifestamente  a 
due  piani  tangenti  esteriori. 

439.  Si  possono  trovare  due  altri  piani  tangenti  interiori , 
considerando  il  cono  amp  descritto  dalla  tangente  man  comune 
a due  cerchi  massimi  orizzontali,  ma  situate  fra  queste  circon- 
ferenze. Allora  dietro  considerazioni  simili  alle  precedenti , si 
vedrà  èssere  bastevole  condurre  dal  punto  K"  un piano  tangen- 
te al  cono  amp  ; ovvero  di  condurre  per  la  retta  ak."  un  pia- 
no tangente  alla  sfera  0;  di  maniera  che  il  punto  di  contatto  X 
sarà  dato  dall’  intersecazione  di  due  cerchi  M"P"  cd  mp. 

440.  Non  fa  d’uopo  avvertire  che  le  quattro  soluzioni  prece- 
denti sì  ridurranno  a due , o non  esìsteranno  affatto , secondo 
la  posizione  del  punto  dato  A"  per  rispetto  alle  due  sfere , o per 
rispetto  a’ coni  circoscritti  esteriore  ed  interiore.  In  oltre  uno 
di  questi  coni  o tutti  e due  non  esisteranno , se  le  sfere  date  si 
tagliano  , o l’una  inviluppa  l’altra. 

Problema  111.  Trovare  un  piano  che  sia  tangente  a tre  sfere 

date. 

44i>  Adottiamo  ancora  per  piano  orizzontale  quello  che  passa 
pc’ centri  0,0', 0",  delle  tre  sfere  date;  indi  osserviamo  che  le  FIO.  xeni, 
superficie  sviluppabili  % eX^^n.  43t  ) che  devono  essere  cir- 
coscritte alle  sférc  0 ed  0' , 0 ed  O"  divengono  qui  i due  coni 
AMP  cd  A"M"P".  Allora,  tracciando  le  loro  curve  di  contatto 
colla  sfera  0 , le  quali  si  riducono  a’  due  cerchi  verticali  ]!tIP  e 
M"P",  i due  punti  di  sezione  che  sono  proiettati  in  , saranno 
quelli  in  cui  i due  piani  tangenti  della  sfera  0 toccheranno  con- 
temporaneamente il  cono  AMP  ed  il  cono  A"M"P"  ; per  con- 
seguenza questi  due  piani  saranno  anche  tangenti  alle  sfere  0' 
cd  0"  , e le  toccheranno  esteriormente. 

Ma  siccome  esistono  due  altri  coni  circoscritti  interior- 
mente a’  gruppi  delle  sfere  0 ed  0',0  ed  0",  e queste  possono 
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t'sscrc  avvicendale  di  una  maniera  simile  Ira  esse,  o co’ coni  este- 
riori, ne  risulteranno  generalmente  otto  soluzioni  per  il  proble- 
ma proposto , cioè  : 

Due  piani  tangenti  esteriori  somministrati  da’  coni  AMP  ed 
A"M"P",i  cui  punti  di  contatto  colla  sfera  0 sono  proiettali  in  i*; 

Due  piani  tangenti  <»/er/ort  somministrali  da’coni  AMP  ed  a" 
i cui  punti  di  contatto  colla  sfera  O sono  proiettati  in  v ; 

Due  piani  tangenti  interiori  somministrali  da’coni  amp  ed  A" 
M"P"  ; i loro  punti  di  contatto  sono  proiettati  in  X; 

Finalmente  due  plani  tangenti  inferiori  somministrali  da’coni 
omp  ed  a"m"p",  i cui  punti  di  contatto  sono  proiellatli  in  «r. 

443.  F facile  scorgere  che  questi  otto  piani  tangenti  si  ridur- 
ranno a quattro,  se  due  delle  sfere  si  tagliano  ; quando  una  di 
esse  incontrerà  le  due  altre,  vi  saranno  tutto  al  più  due  plani 
tangenti  comuni;  e non  ve  ne  sarà  alcuno,  quando  una  delle  tri? 
sfere  sarà  inviluppala  da  un’altra.  Ma  oltre  questi  casi  partico- 
lari, la  qiiistione  sarà  impossibile  ogni  qual  volta  i cerchi  di  con- 
tatto MP,M"P ',»»/), non  si  taglieranno  affatto;  ed  il  nu- 
mero de’  loro  punti  di  seziono  indicherà  sempre  quello  delle  so- 
luzioni che  ammetterà  il  problema  proposto. 

44-i.  Noi  non  abbiamo  parlato  de’ coni  N'A'Q'  cd  n'a'y'  cia- 
scuno de’ quali  c circoscritto  alle  due  sfere  0'  ed  0".  Nondi- 
meno è evidente  che  ogni  piano  tangente  a tre  sfere  dovrà  be- 
nanche toccare  il  cono  A'  o il  cono  «',■  di  maniera  che  il  siste- 
ma di  queste  due  superfìcie  coniche  avrebbe  potuto  esser  combi- 
nato sia  col  sistema  A ed  a,  sia  eoi  sistema  A"  ed  per  risol- 
vere il  problema  proposto.  In  oltre  poiché  ciascun  piano  tangen- 
te alle  tre  sfere  toccherà  nel  tempo  stesso  tre  de’ coni  circoserit- 
ti , passerà  pe’  loro  vertici , i quali  si  troveranno  perciò  contem- 
poraneamente in  un  piano  tangente  c nel  piano  che'passa  pc’ cen- 
tri delle  sfere  ; donde  si  conchiude  che  i vertici  de’  tre  coni  toc- 
cali da  uno  stesso  piano,  saranno  sempre  in  linea  retta.  Così  si 
vede  nel  nostro  disegno,  che  i vertici  de’ sci  coni  circoscritti 
alle  sfere  sono  distribuiti  a tre  a tre  su  quattro  rette  AA"A', 
Art'«";A"fl'rt,A'«"ff , la  prima  delle  quali  cemprende  i tre  ver- 
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iici  esteriori,  e ciascuna  dello  allrc  un  vertice  esteriore  co'  due 
vertici  interiori. 

44^-  Da  ciò  si  può  dedurre  un  teorema  notabile  della  geome- 
tria piana , limitandosi  a considerare  solamente  le  generatrici 
de’ coni  ed  i cerchi  massimi  delle  sfere,  che  sono  situati  nel  pia- 
no che  passa  po’  tre  cerchi  0,0',  0".  In  fatti  siccome  i vertici 
di  questi  coni  sono  evidentemente  i punti  d’incontro  delle  cop- 
pie di  tangenti  comuni  a due  di  questi  cerchi  massimi , se  ne  ' 
conchiude  che  se  dopo  aver  tracciati  tre  cerchi  qualunque  in  uno 
stesso  piano  si  conducono  tutte  le  tangenti  che  possono  toccare 
nello  stesso  tempo  due  di  questi  cerchi  ; t sei  punti  d'incontro 
A ed  a.  A'  ed  a'.  A"  ed  a",  terminati  da  ciascuna  coppia  di 
tangenti,  saranno  situati  a tre  a tre  su  quattro  rette , una 
delle  quali  conterrà  i tre  punti  esteriori,  e ciascuna  delle  altre,  ' 
un  punto  esteriore  con  due  punti  interiori. 
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CAPITOLO  I. 


DELl'kLICA  K dell’ elicoide  SVILVPPABILE. 


L’elica  è una  curva  AMNCD ....  tracciata  sopra  un  ci- 
lindro retto  a base  qualunque,  e tale  che  le  ordinate  ( dirette  se- 
condo i lati  del  cilindro  ) crescano  proporzionalmente  alle  a- 
scisse  curvilinee  computate  sulla  base  a partire  da  un  punto 
Jisso  A ; vale  a dire  che  si  hanno  le  relazioni 


W_CB_ 
AP  “ AQ  “ AB“ 


= k,  o z =ks 


dinotando  con  s un  arco  qualunque  della  base , e con  z Tordi- 
nata  ebe  tcrmiua  alla  sua  estremità  (*).  Il  numero  k ch’espri- 
me il  rapporto  costante  dell’ordinata  coll’ascissa  per  tutti  i punti 
di  una  stessa  elica  , varia  da  un’elica  all’altra  , perciocché  pos- 
sono, tracciarsi  un’infinità  di  eliche  sullo  stesso  cilindro  ; macia- 


(*)  Noi  abbiamo  dato  prcccdeiilcmeiitc  ( n.  t63)  un’altra  definizione 
dell’ elìca  ; ma  tra  poco  vedremo  eh’ essa  si  accorda  compiutamente  colla 
presente  delìnìzionc. 
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scuna  è compiutamente  determinata,  dacché  si  assegna  il  rappor- 
to >1  ed  il  punto  A scelto  per  origine  delle  ascisse.  In  oltre  è evi- 
dente che  l’elica  taglierà  la  base  del  cilindro  precisamente  in 
questo  punto  A , poiché  nell’equazione  z=k8,  l’ipotesi  s=o 
dà  altresì  z=o. 

44-7  • Quando  la  base  del  cilindro  é una  curva  chiusa  APBA, 
l’ascissa  AP=s  può  divenire  eguale  al  perimetro  p di  questa 
base.  Allora,  si  ottiene  un  punto  D nel  quale  l’elica  muove  a 
tagliare  una  seconda  volta  il  lato  AF  ; e siccome  questa  partico- 
larità si  riprodurrà  indefinitamente,  per  le  ascisse  eguali  a a/i, 
3/>, ...  vi  saranno  sul  lato  AF  un’infinità  di  punti  in  cui  l’elica 
andrà  ad  incontrarlo , i quali  staranno  alle  altezze 
AD=4=/»4,  li  =2,pk,  h"='ipk ....  ; 
laonde,  tutti  questi  punti  saranno  distanti  gli  uni  dagli  altri  di 
una  quantità  h che  si  denomina  il  passo  dell’elica.  Quando  que- 
sto passo  è assegnato,  e che  il  perimetro  della  base  è conosciuto, 
la  costante  k si  deduce  immediatamente,  poiché  secondo  là  stes- 
sa definizione  dell’elica  (n.44tf), questo  numero  esprime  il  rap- 
porto di  un’ordinata  h coll’ascissa  corrispondente />;  sicché  nel 
caso  in  cui  la  base  del  cilindro  sarà  un  cerchio  di  raggioR,  si  avrà 


44S.  Della  tangente  all’elica.  Siccome  questa  curva  non  è 
qui  data  dalla  intersecazione  di  due  superficie,  fa  mestieri  ricor-  FIG.  XCV'. 
rere  ad  alcune  considerazioni  particolari  per  ottenere  la  sua  in- 
gente in  un  punto  qualunque  M.  Si  concepisca  sviluppato  il 
cilindro  sul  piano  che  tocca  questa  superficie  lungo  il  lato 
PML,  questa  linea  resterà  immobile  e la  base  APB  diverrà 
( n.  i6t  ) una  retta  A'  PB'  perpendicolare  a PL , mentre  che 
le  porzioni  degli  altri  lati  conserveranno  la  loro  stessa  lunghezza 
ed  il  loro  parallelismo.  Per  conseguenza,  se  si  portano  sulla  tras- 
'formata  della  base  le  distanze 

PA'=PA,  PQ'=PQ,  PB'=PB , . . 
e che  s’innalzino  le  perpendicolari 

Q'N'=QN,  B'C'=BC  ... 
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i diversi  punii  A',M,N',C'. . . daranno  la  trasformata  deU’clica 
sullo  sviluppo  del  cilindro.  Or  è facile  osservare  che  questa  tras- 
formata A'MN'C'. . . sarà  una  linea  retta  ; poiché  le  ordinate  e 
le  ascisse  rettilinee  di  questa  nuova  linea,  avendo  la  stessa  lun- 
ghezza assoluta  che  le  ordinate  e le  ascisse  curvilinee  dell’elica, 
saranno,  come  queste  ultime,  ih  un  rapporto  costante;  ciò  che 
costituisce  l’indole  esclusiva  della  linea  retta.  ^ 

Ciò  posto  io  dico  che  la  retta  A'MC'è  precisamente  la  tangente 
al  punto  M dell’elica  primitiva  AMC.  In  falli  questa  retta  sta  dap- 
prima situata  nel  piano  tangente  del  cilindro , che  contiene  un 
elemento  superficiale  \jVpl  della  superficie;  e siccome  questo  ele- 
mento è rimasto  immobile  durante  lo  sviluppo  della  superficie , 
ne  risulta  che  l’elemento  lineare  Mmsia  comune  alla  curva  AMC 
ed  alla  retta  A'MC';  dunque  queste  due  linee  sono  tangenti  l’una 
aU’allra. 

44^.  Premesso  ciò,  per  ottenere  d’ora  innanzi  la  tangente  al- 
l’elica, sarà  bastevole  costruire  , nel  piano  tangente  del  cilin- 
dro, un  triangolo  rettangolo  AIPA'  che  abbia  per  altezza  l’ordi- 
nata MP  del  punto  di  contatto , e per  base  una  retta  A'P  eguale 
all’ascissa  AP  rettificata;  l’ipotcnusa  di  questo  triangolo  sarà  la 
tangente  dimandata.  Ciocché  si  può  esprimere  in  maniera  con- 
cisa, dicendo  che  la  sottangente  A'P  è uguale  all'ascissa 
curvilinea  AP  del  punto  di  contattai  poiché  questa  regola  farà 
conoscere  il  piede  A'  della  tangente , e poiché  il  punto  di  con- 
tatto M é conosciuto,  sarà  la  posizione  della  tangente  compiuta- 
mente  fissata.  •" 


Oltracciò  si  scorge  che  la  tangente  A'M  cosi  determinata  bvrà 
la  stessa  lunghezza  dell’arco  dell’  elica  AM;  poiché  l’una  é 
la  trasformata  dell’  altra , giusta  quanto  abbiamo  riferito  nel  nu- 
mero precedente. 

4-5o.  Osserviamo  qui  che  l’angolo  MA'P  della  tangente  col 
piano  della  base  del  cilindro  sarà  dato  dalla  formolo 


. , MP  MP 


or,  siccome  quest’ ultimo  rapporta  é costante  per  lutti  i punti  Ji 
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una  slessa  elica  ( n.  44^  ) , se  ne  conchiude  che  le  dkene  lati-- 
genti  a questa  curva  sono  tutte  egualmente  inclinate  sul  piano 
della  base  del  cilindro;  laonde  ciascuna  di  esse  taglia  la  ge- 
neratrice del  cilindro  sotto  un  angolo  costante  A'MP  ; risulta - 
mento  il  quale  dimostra  ridursi  la  definizione  data  a\n,  1 63  a 
quella  del  n.  443- 

45 1.  Si  costruiscano  ora  le  proiezioni  di  un’elica,  prendendo 
per  base  del  cilindro  retto  sul  quale  questa  curva  debb’  c^re 
tracciata,  un  cerchio  ABCD  il  piano  del  quale  adotteremo  per  FIO,  XCIV 
piano  orizzontale  di  proiezione.  Sia  in  oltre  (A, A')  l’origine,  ed 
A'A"  il  passo  dell’elica;  dividendo  questo  intervallo  A'A"  o 
O'O"  in  un  certo  numero  di  parti  eguali,  per  esempio  in  sedici, 
e la  circonferenza  ABCD  parimente  in  sedici  parti  eguali  AL , 

LM , MN , . . . basterà  elevare  per  questi  punti  di  divisione  le  or- 
dinate verticali  P'L',Q'M',R'N', . . . rispettivamente  eguali  ad 
T«  » A I A > • • • dell’ intervallo  0^0",  per  ottenere  diversi  punti 
della  proiezione  verticale  A'L'M'N'C'A". . . dell’elica  dimandata 
(*).  La  proiezione  orizzontale  poi  di  questa  curva  è evidentemen- 
te la  base  ABCD  del  cilindro  retto. 


(*)  Questa  proiezione  è una  senusoide;  poiché  si  riferisce  a’ due  ossi 
B'X,B'Z,  la  cui  origine  sia  al  punto  B',  e che  si  contano  le  ascisse  cur- 
viUnce  dell’elica  sulla  sezione  circolare  fatta  nel  cilindro  dal  piano  oriz- 
zontale B'X , si  avranno  per  un  punto  qualunque  ( E, E'),  le  relazioni 

• E'P 

B'F=senBE,  gg'  = ^/ 

owo'o  computando  i seni  nel  cerchio  il  cui  raggio  è l’unità , 

s z A I 
x=Rseng,  - = 

èd  allora  mediante  l’ eliminazione  dell’arco  s,  si  trova 
x=B  sen  ^ a<r  ^ ^ 

per  l’equazione  della  proiezione  doU’eh'ca  sul -piano  de’ due  ossi  B'X  e 
B'Z.  Ed  aggiungendovi  l’equazione  del  cilindro  . • 

x>-j-y»=  R» 

3G 
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452.  La  langente  dell’elica  in  irti  punto  qualunque  ( M,M'  ) 
si  otterrà  prendendo  sulla  tangente  al  punto  M della  base  una 
lunghezza  MT  eguale  all’arco  MA  rettificato  ( n.  44$  ) ; allora 
il  punto  ( T,T')  sarà  il  piede  della  langente  cercata,  la  quale 
avrà  per  proiezione  MT  ed  M'T'. 

4I>3.  Dopo  ciò,  si  vede  che  se  si  costruissero  cosi  diverse  tan- 
genti all’elica,  i piedi  di  queste  rette  sarebbero  tutti  situati  su  di 
una  curva  ATGII . . . per  la  quale  si  avrebbe  MT=MA,  BG= 
BA , EII=EA ...  ; per  conseguenza,  questa  curva  non  è altro 
che  la  sviluppante  del  cerchio  ABCD  ( n.  tgg,  20/  ),  ed  è ben 
anche  la  traccia  orizzontale  della  superficie  luogo  geometrico  del- 
le tangenti  all’  elica , superficie  che  si  dice  elicoide  sviluppabi- 
le^ e sulla  quale  noi  ritorneremo  quanto  prima. 

Fifi.  XCIV.  434-  Essendo  data  un’elica  ( AMBCDA,A'M'C'A"C". . . .) 

condurre  a questa  curva  una  tangente  che  sia  parallela  ad 
un  piano  dato  U'VS. 

Rammemoriamoci  primieramente , che  tutte  le  tangenti  all’elica 
fanno  un  angolo  costante  con  la  verticale  ( n.4^0  ),  e che  perciò 
sono  esse  rispettivamente  parallele  alle  generatrici  di  un  cono 
di  rivoluzione  il  cui  asse  sarebbe  verticale,  ed  il  cui  semi-angolo 
al  centro  uguaglierebbe  l’inclinazione  comune  delle  tangenti  sui 
lati  del  cilindro.  Per  conoscere  questa  inclinazione,  si  costruisca 
la  langente  particolare  al  punto  ( B,B'),  la  quale  sarà  evidente- 
mente parallela  al  piano  verticale  c ne  darà  così  la  vera  gran- 
dezza dell’angolo  cercato:  prendo  dunque  sulla  tangente  al  cer- 
chio una  lunghezza  BG  eguale  all’arco  AB  rettificato,  e pro- 
iettando il  punto  G in  G'  sulla  linea  della  terra,  ottengo  la 
tangente  (BG,B'G')  relativa  al  punto  (B,B').  Allora  conducen- 


questa , combinala  colla  precedente , conduce  a 

sìcdiè  si  avr.vnno  lo  tre  proiezioni  dell’ elica  su  de’  piani  rettangolari  la 
cui  origine  sarebbe  al  punto  ( O.B'). 


/=R  cos  ^ 
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dolo  per  il  punto  ( 0,B'  ) una  parallela  ( 0^,B'G'.),  c facendo 
girare  quest’  ultima  intorno  della  verticale  0,  formo  il  cono 
retto  in  quistione,  il  quale  ha  per  base  il  cerchio  del  raggio  0^. 
Adesso,  taglio  questo  cono  con  un  piano  parallelo  ad  U'VS  , e 
condotto  pel  vertice  (0,B'):  si  sa  come  ottenere  ( n.z3)  la  trac- 
cia orizzontale  «Ic  di  un  siffatto  piano , che  dà  per  intersecazio- 
ni col  cono  le  due  generatrici  0»  ed  Oc  parallele  al  piano 
SYU';  laonde,  le  tangenti  all’elica  che  goderanno  di  quest’ ulti- 
ma proprietà  si  otterranno  sul  piano  orizzontale  , menando  al 
cerchio  la  tangente  MT  parallela  ad  0»,  e la  tangente  EH  paral- 
lela ad  Oc.  Da  quelle  si  dedurranno  le  loro  proiezioni  verticali, 
prendendo  MT=MA  ed  EH=EBA,  ciò  che  farà  conoscere  i 
piedi  ( T,T')  ed  ( H,H')  delle  tangenti  dimandate,  che  saranno 
Dnalmente  ( MT,M'T')  ed  ( EII,E'H').  Ve  ne  sarebbero  inoltre 
una  infinità  di  altre  parallele  a quelle  e cortispondeuti  a’ punti 
M"ed  E",M'"ed  E'"...  delle  diverse  «pire  dell’elica  indefinita. 

Osserviamo  ancora  che  si  poteva  condurre  sul  piano  orizzon- 
tale una  seconda  tangente  pd  parallela  ad  0>;  ma  questa  retta 
considerata  come  la  proiezione  di  una  tangente  all’elica,  avreb- 
be il  suo  punto  di  contatto  in  ( (a,(a'  ) , donde  si  scorge  chiara- 
mente che  la  sua  proiezione  verticale  non  sarebbe  più  parallela 
a quella  della  generatrice  0>;  sicché  fa  d’uopo  rigettare  la  tau* 
gente  1*6.  Una  consimile  ambiguità  si  presenterebbe  per  la  gene- 
ratrice OC;  ma  essa  sarà  sempre  dileguata , esigendo  che  la  tan- 
gente e la  generatrice  del  cono  sieoo  parallele  su’  due  piani  di 
proiezione  nel  tempo  stesso. 

455.  Se  si  dimandasse  di  condurre  all’elica  una  tangente  che 
fosse  parallela  ad  una  retta  data,  il  problema  sarebbe  in  gene- 
rale impossibile , a meno  che  questa  retta  non  facesse  essa  stessa 
con  la  verticale  un  angolo  eguale  aH’inclinazione  comune  di  tutte 
le  tangenti  dell’elica  su’lati  del  cilindro;  ma  se  questa  condizione 
fosse  adempiuta,  allora  non  tratterebbesi  che  di  condurre  al  cer- 
chio ABCD , una  tangente  parallela  alla  proiezione  orizzontale 
della  data  retta,  e se  ne  dedurrebbe  come  qui  innanzi  la  proie- 
zione verticale  della  langcnlc  all’ elica. 
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41)6.  L’elicoide  sviluppabile  b la  superfìcie  generata  da  una 
retta  niovibìlecd  indefinita,  che  striscia  sopra  di  un’elica  e le  si 
manticDC  costantemente  tangente.  Noi  chiamiamo questoelicoide 
sviluppabile,  tanto  per  distinguerlo  da  un  altro  elicoide  il  quale 
è storto  e di  cui  parleremo  più  in  là,  quanto  perchè  la  superficie 
attuale  soddisfa  manifestamente  {n.tSi)  alla  eondizione  che  due 
generatrici  infinitamente  vicine  si  trovino  sempre  in  uno  stesso 
piano.  Per  rappresentare  graficamente  questa  superficie , si  po- 
trebbe tracciare  in  prima  l’ elica 

poscia  costruire  le  sue  tangenti  a’ diversi  punti  ( A, A') , (<,('), 
( 7, y ma  sarà  più  comodo  e più  esatto  determinare  queste 
rette  cercando  immediatamente  le  tracce  loro  sul  piano  orizzon- 
tale di  proiezione , c sopra  un  altro  piano  orizzontale  a'A"l‘ 
elevato  al  disopra  del  primo  di  una  quantità  A'A"  eguale  al 
)>asso  de'.l'elica;  perchè  allora,  la  proiezione  verticale  di  quest’e- 
lica sarà  formata  direttamente  dalle  intersecazioni  successive  dì 
queste  diverse  generatrici  purché  sieno  esse  assai  numerose.  Or 
noi  già  sappiamo  ( n.  4^3)  che  le  tracce  orizzontali  di  queste 
rette  sono  situate  sulla  sviluppante  del  cerchio  ABCDEF...,  che 
si  costruisce  prendeudo  sulle  tangenti  alla  base  del  cilindro  , le 
distanze 


<B=Ac,yC=Ay,8D=As,.... 

in  seguilo  per  avere  le  loro  tracce  sul  piano  supcriore  fl'A",  os- 
servo che  la  tangente  all’elica  nel  punto  ( A, A'  ) , dee  fare 
colla  verticale  un  angolo  determinato  ( n.  4^o  ) dalla  relazione 

tang  A"A'«'  = y, ovvero ; 

e siccome  è qui  A"A'=A,ne  conchiudo  che  l’intervallo  incognito 
K"a'  o Aa  debb’ essere  eguale  alla  circonferenza  del  raggio 
OA , ciocché  permette  di  costruire  immediatamente  la  prima 
generatrice  (Afl,A'«')  dell’ elicoide.  In  oltre  nelle  diverse  posi- 
zioni che  prenderà  questa  retta  movibile,  la  porzione  compresa 
fra’  j»iani  orizzontali  J.'A'  ed  a'A"  conserverà  uua  lunyhezza 
invariabile  poiché  auà  sempre  un'iuclinauiouc  costante  (n,43o) 


Digitized  by  Gbogle 


CiriTOLO  1.*^  ELICI  £0  ELICOIDE  SVILUi’PABILE  285 

SU  questi  piani  paralleli;  ed  avverrà  evidentemente  lo  stesso  per 
le  proiezioni  orizzontali  di  questè  porzioni  di  generatrici , che 
rimarranno  eguali  iu  lunghezza  ad  Aa.  Laonde  se  a partlredal- 
la  sviluppante  inferiore  ACBDEF...  si  portino  sopra  le  tangenti 
del  cerchio , le  lunghezze 

Aa  jBàjCcjDt/jEejTy, .... 

tutte  eguali  alla  circonferenza  OA  rcttiCcala,  e poscia  si  proiet- 
tino i diversi  punti  a,è,c,d,e,....  sul  piano  orizzontale  supe- 
riore a'A",  nello  stesso  tempo  che  le  estremità  inferiori  A,6,C, 

D, E,  sulla  linea  della  terra,  si  potranno  costruire  immediata- 
mente le  proiezioni  verticali 
A'a'.B'ò 

delle  generatrici  dell’  elicoide  ; e queste  rette  disegneranno,  con 
le  intersecazioni  consecutive  loro,  l'elica  stessa  A\'y'S's'\'if'A" 
alla  quale  esser  dovevano  tangenti. 

457.  La  curva  abedef. . . ch’è  la  proiezione  orizzontale  della  FlG.  XCVi. 
traccia  dell’elicoide  sul  piano  superiore  a' A",  è necessariamente 

una  sviluppante  del  cerchio  0 A ,simmctrica  della  prima  ABCDE. . 

In  effetto  poiché  la  retta  , per  esempio  , è uguale  alla  cir- 
conferenza totale,  e che  la  parte  DS  uguaglia  l’arco  AS,  fa  d’uopo 
che  il  resto  sìa  eguale  all’  arco  XS«rA  , sicché  questa  spirale 
situata  sul  piano  superiore  a' A"  anderà  a terminare  al  punto 
(A, A"),  se  ci  limiteremo  come  nel  nostro  disegno  a considerare 
una  rivoluzione  unica  della  generatrice  movibile. 

458.  Dopo  ciò,  si  può  facilmente  costruire  iu  rilievo  la  super- 
ficie qui  sopra  descritta;  poiché,  prendendo  due  dischi  su  i quali 
si  tracceranno  le  due  spirali  ABCDEF. . . . , abedef. ...  e fer- 
mandoli in  una  situazione  parallela  c simmetrica , mediante 
alcune  verghe  verticali,  sarà  bastevole  distendere  alcuni  fili  che 
riuniscano  i punti  corrispondenti  Aeda,Beà,  Cec,  De 

e l’insieme  di  questi  fili  rettilinei  rappresenterà  l' eli- 
coide sviluppabile , il  cui  spigolo  di  regresso  («.  fj8)  sarà  l'e- 
iica  figurata  del  pari  dalla  iutersccaziouc  consecutiva  di  questi 
stessi  fili.  Se  iu  oltre  si  vuoti  sul  disco  superiore  l’ interno  della 
circonferenza  OA , si  scorgerà  visibiimcute  iiucstu  dica  in  forma 
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di  spigolo  saliente;  ciocché  proverà,  con  la  vista,  raggiustatczza 
della  denominazione  attribuita  alla  curva  formata  dalle  interse> 
cazioni  delle  generatrici , in  tutte  le  superficie  sviluppabili,  la 
quale  divide  la  superficie  in  due  falde  distinte  ma  riunite  da 
uno  spigolo  di  regresso  lungo  questa  curva. 

4!ig.  Per  manifestare  qui  questa  particolarità  interessante  del 
regresso  , si  costruisca  la  sezione  falla  nell’  elicoide , da  un  pia- 
l’iG.  -\CVI.  orizzontale  qualunque  \'Y'.  Proiettando  sul  piano  in ferio* 
i punti  d’incontro  di  X'Y'  con  le  proiezioni  verticali  delle  ge- 
neratrici, si  otterrà  una  spirale  composta  di  due  rami  XWX  e 
XZY,  situali  l’uno  sulla  falda  superiore,  formata  dalle  por- 
zioni di  generatrici  situale  al  di  sopra  de’  loro  punti  di  contatto 
con  l’elica,  e l’altro  sulla  falda  inferiore]  ed  io  dico  che  que- 
sta spirale  è anche  una  sviluppante  del  cerchio  OA.  In  effetto , 
'se  il  piano  X'Y'  è condotto , a mudo  di  esempio , per  il  mezzo 
X'  dell’altezza  A' A",  taglierà  tutte  le  generatrici  in  due  parli 
eguali;  di  maniera  che  il  suo  punto  di  sezione  con  la  retta 
( sarà  tale  che  DW  eguaglierà  la  semi-circonferenza 

0 A ; ma  poiché  già  la  parte  DS=A8,  ne  seguirà  che  il  reste  SW 
eguaglierà  l’arco  8X;  si  troverà  parimente  che  AX=A8X,  c pZ= 
pX,.. Dunque  la  sezione  orizzontale  é in  vero  una  sviluppante  dei 
cerchio  OA , la  quale  ha  per  origine  il  punto  X ; e la  forma  di 
questa  spirale  in  detto  punto  manifesta  chiaramente  il  regresso 
che  presentano  le  due  falde  della  superficie  quando  esse  si  ap-> 
prossimano  all’  elica. 

4.60.  Vediamo  ora  quali  saranno  le  sezioni  fatte  nell’elicoide 
da  un  cilindro  FWZjo  concentrico  con  quello  che  contiene  l’eli- 
ca primitiva.  Perciò  prendiamo  in  prima  i punti  F,«,0,...  in  cui 
il  cerchio  FWZjo  taglia  le  parti  inferiori  delle  generatrici  sul 
piano  orizzontale , e rapportiamo  questi  punti  sulle  proiezioni 
verticali  delle  stesse  rette  ; indi  facciamo  la  stessa  operazione  pe’ 
punti  5,v|,W, . . . dove  le  parti  superiori  delle  generatrici  sono 
incontrate  dal  cilindro  proposto , ed  otterremo  le  due  curve 
( F«0Z»,F'*'0'Z'a^'  ) c ( ), 

situale  l’una  sulla  falda  iurcriorc  dell’ elicoide,  l’ altra  sulla  falda 
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supcriore , e che  saranno  anche  eliche  dello  stesso  passo  del- 
r elica  ( ACy5,A'cV*5'  ) , ....  In  fatti,  le  parti  delle  generatrici 
('tpF,<p'F'  ),  ( X*,XV  ) , ( ),...  sono  tutte  della  stessa  lun- 

ghezza , poiché  sono  proiettate  su  rette  evidentemente  eguali 
<pF=X»=*0,....  c che  la  loro  inclinazione  sul  piano  orizzontale 
è costante.  Dunque,  quando  la  retta  finita  ( 9F,<p'F')  percorrerà 
l’elica  data  inantenendolesi  tangente  colla  sua  estremità  movibi- 
le  (9,9') , l’altra  estremità  (F,F')  s’innalzerà  di  alcuno  quan- 
tità eguali  alle  differenze  di  livello  de’ punti  (9,9')  , (X,X')  , (r, 
or  queste  differenze  sonò  proporzionali  agli  archi  9X,9Xw,.. 
che  hanno  evidentemente  fra  loro  lo  stesso  rapporto  degli  archi 
Fa,F«9, ...;  perciò  questi  ultimi  saranno  essi  stessi /irojaor- 
zionali  alle  ordinate  de’ punti  ( «,»'  ) , ( 6,6'  ) ,.. . e la  curva 
( Fad,F'*'6'  ) sarà  certamente  tm’  elica  il  cui  passo  eguaglierà 
queUo  dell’  elica  ( Acy,A'«'y'  ) , poiché  alla  fine  di  una  rivolu- 
zione , i due  punti  (F,F')c(9,9')si  saranno  elevati  della 
stessa  quantità  h. 

Si  dimostrerà  la  stessa  proposizione,  di  una  maniera  simile, 
per  la  sezione  ( gT)W,5'T)'W'  ). 

4-6 1.  E di  bene  osservar  qui,  come  una  conseguenza  imme- 
diata di  ciò  che  precede , che  quando  una  retta  movibile  e inde- 
finita ( ) scorre  su  di  un’elica(  ACy5,A'c'y'6'),  man- 

tencndolesi  tangente  per  uno  stesso  punto,  che  resta  invariabile 
sulla  retta  movibile,  ogni  altro  punto  ( F,F')  di  questa  ultima 
linea  descrive  parimente  ( n.  4So  ) un’elica  dello  stesso  passo 
che  la  prima,  bla  se  la  tangente  rotasse  sull’elica  senza  striscia- 
re , in  guisa  che  ciascuno  elemento  della  retta  venga  ad  appli- 
carsi successivamente  sugli  elementi  della  curva,  allora  un  punto 
qualunque  ( F,F'  ) della  retta  movibile  resterebbe  in  uno  stesso 
piano  orizzontale,  e vi  descriverebbe  ( n.4^3)  una  sviluppante 
del  cerchio  che  serve  di  base  all’elica  primitiva. 

462.  Il  piano  tangente  in  un  punto  qualunque  ( 6,6'  ) del- 
l’elicoide, è lo  stesso  che  in  ogni  altro  punto  della  generatrice 
( P®^,P*6'^'  ),  siccome  l’abbiamo  dimostrato  ( n.  ijj  ) per  ogni 
superficie  sviluppabile:  dunque  il  piano  dimandato  comprenderà 


Di. 
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la  langcnte  PV  alla  spirale  ABCLP,  e questa  retla  sarà  precisa' 
niente  la  traccia  orizzontale  di  questo  piano  tangente  il  quale  tro' 
vasi  cosi  sullìclentcmente  determinalo.  Osserviamo  ancora  , che 
siccome  la  linea  Pir  tangente  alla  sviluppata  AcV,  è sempre  nor- 
male (n.  /q/)  alla  sviluppante  ABCLP,  ne  segue  che  la  trac- 
cia Py  del  piano  tangente  sarà  perpendicolare  alla  generatrice 
( PifjPV'  ) , e che  in  tal  modo  questo  piano  conterrà  il  raggio 
(0«',0V')  del  cilindro.  Onde  si  può  conchiudere  che  il  piano 
tangente  dell’ elicoide  vien  determinato  dalla  generatrice  sulla 
quale  sta  il  punto  dato , e dal  raggio  del  cilindro  che  termina 
al  punto  di  contatto  di  questa  generatrice  collo  spigolo  di  re- 
gresso. 

463.  Risulta  evidentemente  da  ciò, che  tutti  i piani  tangenti  de- 
gli elicoidi  fanno  col  piano  orizzontale  un  angolo  costante  che 
eguaglia  l’ inclinazione  della  tangente  all’elica  primitiva.  D’al- 
tronde ciascun  de’  suddetti  piani  tangenti  contenendo  due  gene- 
ratrici infinitamente  vicine,  che  sono  tangenti  all’elica  , non 
è altro  che  il  piano  osculatore  {n.  tSj)  di  questa  curva;  e per- 
ciò r elicoide  è F inviluppo  di  tutti  i piani  osculatori  del  suo 
spigolo  di  regresso  , come  avviene  in  tutte  le  superficie  svilup- 
pabili ( n.  t8t  ). 

464-  Da  lutto  ciò  deducesi,  che  il  contorno  apparente  deU’eli- 
coidesul  piano  verticale  di  proiezione  è formato  dalle  rette  (L/, 
L'/'),(Aa,A'a'),  (AU,A"U'),  poiché  lungo  queste  generatrici  il 
piano  tangente  è perpendicolare  al  piano  verticale:  solamente, una 
parte  delle  due  ultime  generatrici  resta  coverta  dalla  prima,  ed  è 
resa  invisibile  per  tale  particolarità.  Quanto  al  contorno  apparen- 
te sul  piano  orizzontale,  esso  è formato  evidentemente  dall’elica 
( Acy5X,A'cV’®^^0  > quantunque  lungo  questa  curva  i piani  tan- 
genti dell’elicoide  non  sieno  verticali,  siccome  richiederebbe  la 
regola  del  n.io6\  ma  ciò  ha  qui  luogo  perchè  la  superficie  offre 
per  limite  delle  parti  visibili  il  caso  particolare  di  un  regresso. 
Si  debbono  aggiungere  a questo  contorno  le  spirali  ÀBCGQRS 
ed  abclpqrk  , che  terminano  la  porzione  della  superficie  che  ci 
siamo  limitati  a considerare  qui, avendo  la  cura  di  omettere  la  par- 
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HI  della  prima  eh' è coperta  dalla  seconda;  e dopo  queste  ope> 
razioni , sarà  facile  al  lettore  rendersi  ragione  delle  parti  piene 

0 punteggiate  del  nostro  disegno. 

4-65.  Sviluppo  dell’  elicoide.  Potrebbe  mandarsi  ad  effetto 
qui,  come  in  ogni  superlìcie  sviluppabile,  dividendo  una  curva 
piana  ABCDGL  situata  sulla  superficie  , in  piccoli  archi  sensi-  FIA.  XCVI. 
bilmente  confusi  con  le  loro  corde;  allora!  settori  elementari 
proiettati  su  DSyC , EdSD , F<p«E , . . . . potranno  essere  conside- 
rati come  de’ triangoli  i cui  lati,  conosciuti  mediante  le  loro  pro- 
iezioni, saranno  facili  a valutare;  di  maniera  che  se  si  costruisco- 
no questi  triangoli  sopra  uno  stesso  piano  ed  allato  gli  uni  degli 
altri,  il  loro  insieme  rappresenterà  lo  sviluppo  della  superfìcie  in 
quistionc.  Nondimeno  bisogna  convenire  che  questa  maniera  di 
operazione  darebbe  luogo  alla  contingenza  di  cumulare  gli  erro- 
ri, i quali  sparirebbero  se  si  conoscesse  anticipatamente  la  forma 
che  dee  prendere  sullo  sviluppo  una  certa  curva  data  sulla  su- 
perficie primitiva;  ed  appunto  cosi  ci  siamo  regolati  pc’ cilindri 
ed  i coni  nc’  numeri  2^3  e 23 t, 

466.  Or,  nell’ elicoide  sviluppabile,  avviene  che  tulle  le  eli- 
che hanno  per  trasformate  sullo  sviluppo  alcuni  cerchi  con-  . ' . ' 

centrici.  In  fatti,  se  noi  concepiamo  l’elica  spigolo  di  regresso 
( A(yS. . . , A'i'y'S'. . .),  come  divisa  in  clementi  eguali  pro- 
iettati sopra  A<,cy,y8, ...  è facile  scorgere  che  tutti  gli  angoli 
di  contatto  sono  eguali  fra  loro  in  questa  linea  a doppia  curva- 
tura.Ma  tali  angoli,!  quali  cambiano  ordinariamente  di  grandez- 
za per  una  curva  qualunque  tracciata  sopra  una  superficie  che 
si  sviluppa , restano  invariabili  quando  si  tratta  dello  spigolo  di 
regresso  ( n.  tjg  nota  );  dunque  l’elica  (A(y8. . .,  A'c'y'3'. . •) 
si  trasformerà  in  una  curva  piana , i cui  angoli  di  contatto  sa- 
ranno eguali  fra  loro,  e che  perciò  avrà  una  curvatura  uniforme 
( n.  tgS):  dunque  questa  trasformata  sarà  un  cerchio. 

Intanto,  per  un’  altra  elica  (F»6Z<»,FV6'ZV),  situata  sullo 
stesso  elicoide,  si  otterrà  la  sua  trasformala  conducendo  sullo 
sviluppo  alcune  tangenti  al  cerchio  nel  quale  si  sarà  trasmut.-ila 

1 elica  (ACy. , . , X'i'y', . .)  , poscia  prendendo  queste  tangenti 
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eguali  alle  porzioni  di  generatrici,  ( <pF,cp'F') , , ( «rfl, 

«'0'  ) ....  Or  siccome  queste  ultime  rette  hanno  tutte  la  stessa 
lunghezza  ( n.4So  ) , le  loro  estremità  termineranno  manifesta- 
mente sopra  una  circonferenza  concentrica  alla  precedente  : 
dunque,  ec. 

i iG.XCVl.  4-67-  Per  fare  servire  questa  proprietà  delle  eliche  allo  svi- 
luppo dell’elicoide  sopra  uno  di  questi  piani  taligenti,  scegliere- 
mo il  piano  LL'X'  eh’  è perpendicolare  al  piano  verticale,  e che 
comprende  le  due  rette  (LX,  L'x'  ) , tangenti  alle 

due  eliche  proiettate  sopra  Acx  ed  FaO.  Or  poiché  tali  rette  do- 
vranno esser  tangenti  ai  due  cerchi  ne’  quali  queste  eliche  si 
trasformeranno , non  fa  mestieri  che  abbassare  questo  piano  in- 
torno di  LL', colle  due  tangenti  inquistione  che  diverranno  evi- 
dentemente LX"  e i»",  indi , elevare  su  queste  ultime  linee  le 
perpendicolari  \"0"  ed  x"0”,  che  determineranno  il  centro 
0"  ed  i raggi  di  queste  due  trasformate  circolari. 

FIG.  XCVI  Ciò  premesso,  descriveremo  due  cerchi  concentrici  coi  raggi 
E XCVII.  0*X2=0"X”  ed  Oa»g=0"»";  poscia  troveremo  sulla  circon- 
ferenza interna  alcuni  archi  che  abbiano  la  stessa  lunghezza 
degli  archi  di  elica  proiettati  sopra  Ae,Cy,y5, ....  Or  poiché 
la  mezza  elica  (ACyX,A'cV'X'  ) é eguale  in  lunghezza  ( n.44^  ) 
alla  sua  tangente  (Lx,L'x{),  prenderemo  la  tangente  X^L^  egua- 
le a X'L',  e dividendola  in  otto  parli  eguali , le  riporteremo 
sulla,  circonferenza  interna  da  X,  fino  ad  A,  ed  A,  ; allora  , 
l’arco  di  cerchio  AgX,A,  sarà  la  trasformata  dell’elica  (AcyXA, 
A'c'y'X'A").  Dopo, condurremo  le  tangentiC,B,  ,y,C,,5,D„... 
che  faremo  eguali  ad  i,n,3, . . .delle  divisioni  di  X,L,,  e quelle 
saranno  le  lunghezze  vere  delle  generatrici  dell’ elicoide,  com- 
prese dallo  spigolo  di  regresso  fino  al  piano  orizzontale  ; di  ma- 
niera che  la  falda  inferiore  di  questa  superficie  sarà  sviluppa- 
ta secondo  la  forma 

A.e,y.X*A.U,T.L.C,B.A., 

il  cui  contorno  esteriore  é manifestamente  la  sviluppante  del 
cerchio  A,X,A, , mentreché  l’altra  circonferenza  Fa»gO,<B,  sa- 
rà la  trasformata  dell’elica  ( Yix6v,V'*'(ì'»>').  Quanto  allo  svi- 
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luppo  della  falda  superiore  dell’ elicoide,  si  oUerrebbe  prolun- 
gando ciascuna  generatrice  F,<p,,  in  guisa  che  la  sua  lunghezza 
totale  F2^a  eguagliasse  L,/,  o L'/'. 

4.68.  In  generale,  per  computare  la  lunghezza  di  un  areo  di 
elica  qualunque  ( AC(p,A.'c'tp'),  fa  d’uopo  rettiGcare  la  sua  pro- 
iezione Accp , e portarla  sulla  base  dì  un  triangolo  rettangolo 
X'L'A'  formato  da  una  tangente  a questa  curva  parallela  al  pia- 
no verticale;  po’scia  elevare  dall’ estremità  di  (juesta  ascissa,  una 
ordinata  verticale  che  andrà  a fissare  sulla  ipotenusa  L'X'  la  vera 
lunghezza  dell’arco  in  quistione.  Del  resto  il  mentovato  trian- 
golo rettangolo  X'L'A'  può  esser  costruito  in  qual  si  voglia  parte 
del  disegno,  purché  si  prendano  la  sua  base  c la  sua  altezza  pro- 
porzionali alla  base  ed  al  passo  dell’ elica  proposta. 


CAPITOLO  II. 
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46g.  Sìeno  due  coni  retti  SAE  ed  SAB  , che  avendo  Io  ste^o  FIG.  xcviii 
vertice  e lati  di  cgual  lunghezza  si  tocchino  secondo  uno  di  questi 
lati  SA.  Se  uno  di  essi  muovesi  in  giro  sull’altro  senza  strisciare 
e toccaudolo  sempre  lungo  un  lato  variabile,  un  punto M fissato 
sulla  circonferenza  della  base  del  cono  mobile  descriverà  nello 
spazio  una  curva  DM . . . che  chiamasi  epicicloide  sferica,  per- 
chè ritrovasi  evidentemente  situata  tutta  sulla  superficie  di  una 
sfera  , che  avrebbe  per  centro  il  vertice  comune  ai  due  coni , e 
per  raggio  la  distanza  del  punto  mobile  M a questo  vertice , la 
quale  pareggia  sempre  SA.  In  questo  movimento  ciascun  punto 
del  cerchio  mobile  AB  si  applica  successivamente  sui  punti  del- 
la circonferenza  AE  , e l’ origine  della  curva  è in  un  punto  D 
tale  che  gli  archi  AD  ed  AM  sono  egualmente  lunghi. 

4yo.  Per  ciascuna  posizione  del  cono  mobile  il  lato  di  con- 
tatto SA  trovasi  nel  piano  CSO  dei  due  assi  ; perchè  il  piano 
langeute  SAV,  che  per  ipotesi  è comune  a queste  due  superficie 
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(li  rotazione,  deLb’ essere  nel  tempo  stesso  perpendicolare  ai 
piani  meridiani  SAO  ed  SAC  : questi  dunque  coincidono  in  di- 
rezione. Segue  ancora  da  ciò  che  i piani  delle  due  basi  ioterse- 
cansi  in  una  retta  AV  perpendicolare  al  piano  SOAC,  la  quale 
per  tanto  è tangente  comune  ai  due  cerchi  AD  ed  AM;  di  più 
l’inclinazione  dei  piani  di  queste  basi  essendo  evidentemente  mi- 
surata dall’angolo 

B AX  = CSO  = CSA -4-  ASO  , 

c qucst’ultimi  angoli  essendo  invariabili  durante  la  rotazione  dei 
coni , ne  risulta  che  la  legge  del  movimento  del  punto  genera- 
tore M potrebbesi  anche  esprimere,  dicendo  che  un  cerchio  mo- 
bile -\MB  si  rivolge  lungo  la  circonferenza  di  un  cerchio  fisso 
DAE  in  modo  che  abbiano  sempre  una  tangente  comune  , e 
che  i loro  piani  comprendano  un  angolo  costante. 

4-71 . Per  costruire  la  proiezione  dell’epicicloide  sul  piano  del- 
la baso  del  cono  fisso  , riguardiamo  questo  piano  come  orizzon- 
tale, e adottiamo  per  piano  verticale  quello  che  passa  pcf  l’as- 
Ki.  xcix.se  SO  di  detto  cono  e pel  punto  A dove  la  sua  base  è toccata 
daH’altro,  nella  posizione  attuale  che  si  rapporta  ad  un’epoca 
qualunque  del  movimento.  Con  cibi  due  coni  saranno  proiettati 
verticalmente  nei  triangoli  isosceli  SAE,  SAB' , e la  retta  AB' 
rappresenterà  la  proiezione  verticale  del  cerchio  mobile,  che 
rotando  intorno  alla  tangente  comune  AVsi  abbassa  nel  cerchio 
Amb.  Sia  ora  D l’origine  dell’epicicloide,  cioè  a dire  la  posizio- 
ne che  occupava  il  punto  generatore  quando  era  in  (intatto  col 
cerchio  fisso;  e poiché  il  cerchio  mobile  ha  percorso, rotolando 
lungo  l’altro,  l’arco  DA,  il  punto  generatore  si  troverà  dopo 
r abbassamento  ad  una  distanza  curvilinea  Am  eguale  in  liiU- 
ghezza  assoluta  all’arco  AD  (*).  Dunque  rialzando  il  cerchio 

(*)  Mei  tra<M:iare  il  disegno  è bene  incominciare  dal  dividere  il  (jerchio 
mobile  in  parti  eguali,  misurare  una  di  queste  parli  facendo  uso  di  corde 
sulTicienlcraente  piccole,  e poi  trasportar  queste  sul  cerchio  fisso  : il  die 
darà  un  arco  uguale  ad  una  delle  divisioni  del  cerchio  mobile.  Si  ripete- 
rà poi  l’applicazione  di  quest'arco  del  cerchio  fisso  tante  volte  quante  so- 
no le  divisioni  del  cerchio  mobile,  c si  avrà  l’ estensione  DAF  occupala 
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Kmb  con  farlo  girare  intorno  ad  AY,  ed  osservando  che  il  pun- 
to (m,m')  descrive  allora  un  arco  m'M',  il  quale,  per  essere 
perpendicolare  all’asse  di  rotazione  AV, sarà  proiettato  sulla  retta 
mM  parallela  alla  linea  della  terra,  si  otterrà  un  punto  (M,M') 
dell’epicicloide  richiesta. 

Per  averne  un  secondo  bisognerà  immaginare  che  il  cerchio 
mobile  siesi  rivolto  Cno  a toccare  il  cerchio  fisso,  per  esempio,  in 
A';  allora  polrebbonsi  ricominciare  sul  piano  verticale  OA'  abbas- 
sato operazioni  simili  a quelle  praticate  sul  piano  verticale  OA; 
ma  sarà  molto  più  semplice  il  ridurre  tutte  le  costruzioni  ad  ef- 
fettuarsi in  quest’  ultimo.  A tal  fine  supponiamo  che  i due  conf 
dopo  essersi  toccali  lungo  il  lato  che  termina  in  A',  rotino  si- 
multaneamente c senza  cambiare  la  loro  posizione  relativa  in- 
torno alla  verticale  OS,  finché  il  raggio  OA'  vada  a coincidere 
con  la  primitiva  linea  di  terra  OAX.  Allora  il  punto  generatore 
si  troverà  sul  cerchio  mobile  abbassato,  non  più  in  m,  ma  ad 
una  distanza  An  eguale  all’intervallo  DA',  compreso  tra  l’ori- 
gine D e la  vera  posizione  A'  del  punto  di  contatto;  per 'modo 
che  se  si  costruiscano  come  sopra  le  posizioni  N ed  N'  del  punto 
abbassato  n,  non  si  avrà  che  a ricondurre  OA  in  OA',  e poi  tro- 
vare un  punto  N"  situato  per  rapporto  a quest’ ultima  retta  nel 
modo  stesso  che  il  punto  N giace  rispetto  ad  OA:  il  che  si  ese- 
guirà mediante  il  cerchio  descritto  colla  distanza  ON , su  cui  si 
prenderà  l’arco  I"N"  eguale  ad  IN. 

472.  Si  terrà  lo  stesso  modo  per  ogni  altra  posizione  del  pun- 
to di  contatto  dei  due  cerchi , ed  allorché  questo  contatto  avrà 
luogo  nel  mezzo  K dell’nrco  DKF  eguale  alla  circonferenza  del 
cerchio  mobile,  si  vede  chiaro  che  il  punto  generatore  sarà  giun- 
to in  ó ; se  dunque  si  proietti  B'  in  B , e si  riduca  quest’  ultimo 


da  un  ramo  dell’ epicicloide  sul  ccrcliio  fisso.  Nondimeno,  se  il  rapporto 
dei  due  raggi  OA  e C'A  fosse  espresso  da  un  numero  abbastanza  semplice; 
sarebbe  più  esalto  prender  da  prima  sul  cerchio  fisso  un  arooDAF  eguale 
ad  una  frazinnediquesta  circonferenza,  espressa  da  tal  rapporto, epoi  divi- 
dere l’arcoDAFin  altrettante  parti  eguali  che  ne contieneilccrchio mobile. 
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pimlo  sopra  OR  mediante  un  arco  di  cerchio  BG  , verrassi  ad 
ottenere  il  vertice  G dove  la  proiezione  orizzontale  dell’  epici- 
cloide si  discosta  più  dal  cerchio  fìsso. 

Finalmente  osserviamo  che  i punti  D,M,N",  traspor  lati  simme- 
tricamente al  di  là  di  OG,  per  mezzo  di  archi  di  cerchio,  daran- 
no i punti  F,  M'"  ed  N'",  appartenenti  ancora  all’ epicicloide, 
la  quale  avrà  per  asse  la  retta  OG , ed  ammetterà  infiniti  rami 
identici  a DGF. 

473.  Le  costruzioni  precedenti  olirono  ancora  il  mezzo  di  trac- 
ciare la  proiezione  verticale  dell’epicicloide  , poiché  M'  appar- 
tiene a questa  proiezione;  e quanto  al  punto  ( N,N'  ) che  si  è 
trasportato  in  N",  senza  cambiare  di  altezza  , se  ne  troverebbe, 
assai  facilmente  la  proiezione  verticale  in  quesl’ultima  posizione, 
.Ma  ciò  nel  nostro  disegno  non  vedesi  effettualo  per  non  rendere 
il  disegno  stesso  alquanto  confuso,  e specialmente  perché  noi  ri- 
guardiamo qui  il  piano  verticale  di  proiezione  non  come  in  realtà 
esistente,  ma  soltanto  come  un  mezzo  di  eseguire  le  nostre  ope- 
razioni grafiche,  attesoché  la  presenza  di  esso  avrebbe  reso  invi- 
sibili gran  parte  delle  linee  del  disegno.  D’altronde,  l’epicicloi- 
de è abbastanza  determinata  daH’inlersecazione  del  cilindro  ver- 
ticale DMGF  con  la  sfera  del  raggio  SA,  ch’é  facile  rappresen- 
tare sul  piano  orizzontale. 

I i(J.  xci.v.  4-74-  Lemm.i.  La  retta  ( AM,A'M'  ) che  unisce  il  punto  ge~ 
neratore,  posto  dovunque  , col  punto  di  contatto  corrispon- 
dente A è normale  all’  epicicloide.  Per  dimostrarlo  consideria- 
Fii;.  mo  da  prima  due  poligoni  RABCD,RAB'C'D',  di  lati  rispeltiva- 

xt^viii  bis.  mente  uguali  , situati  in  uno  stesso  piano  , il  secondo  de’ quali 
si  rivolga  lungo  l’altro  per  modo  che  i suoi  diversi  lati  RA,.\B' 
B'C',...  coincidano  successivamente  con  RA,AB,BC,...  Frattan- 
to che  i due  lati  confusi  nella  RA  si  distaccano  uno  dall’  altro  , 
il  movimento  di  rotazione  ha  luogo  intorno  al  punto  fisso  A,  ed  . 
un  punto  qiinluiique  M del  poligono  mobile  descrive  un  arco  di 
cerchio  MM'N  il  cui  raggio  è MA  ; ma  tosto  che  AB'  si  adatta 
sopra  AB,  la  rotazione  si  effettua  intorno  al  punto  fisso  B,  ed  al- 
lora il  punto  M arrivalo  in  M' descrive  un  nuovo  arco  di  cerchio- 
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MM"N'  di  raggio  M'B  ; poscia,  coiitiiiuaado  allo  slesso  modo  , 
sì  vede  che  il  mobile  M descrive  una  curva  discontìnua  compo- 
sta di  archi  di  cerchi  disuguali,  ma  tale  che  la  tangente  MT  in 
M è perpendicolare  ad,  MA.  Ora,  è evidente  che  questa  pro- 
prietà sussìste  indipendentemente  dalla  grandezza  dei  lati  e de- 
gli angoli  dei  due  poligoni  : soltanto  , a misura  che  gli  angoli 
aumentano  e i lati  diminuiscono  , gli  archi  si 

fanno  mcn  lunghi,  e due  raggi  consecutivi  si  accostano  ad  essere 
uguali,  il  che  produce  che  la  linea  MM'M"....  vieppiù  si  avvi- 
cina ad  una  curva  continua.  Dunque,  in  tutte  queste  variazioni 
rimanendo  costantemente  retto  l’ angolo  AMT , tal  sarà  pure 
quando  i due  poligoni  si  saranno  cambiati  in  due  curve  qualun- 
que , per  esempio  in  due  cerchi;  e però  allora  la  curva  continua 
descritta  dal  punto  M avrà  per  tangente  in  M una  retta  perpen- 
dicolare ad  MA. 

« 

E questa  la  dimostrazione  della  proposizione  enunciata  rela- 
tivamente all’  epicicloide  piana  che  si  ottiene  facendo  rotolare 
uno  sull’  altro  due  cerchi  situati  in  uno  stesso  piano.  Per  esten- 
derla al  caso  dell’  epicicloide  sferica  basta  supporre  che  il  poli- 
gono RAB'C'D'  si  rivolga  lungo  l’altro  per  modo  che  i loro  pia- 
ni comprendano  un  angolo  costante  ( n.  )•  conseguenza 
dì  questo  movimento  composto  di  rotazione,  l’arco  MM'  descritto 
dal  punto. M non  sarà  più  piano,  ma  sarà  almeno  una  porzione 
di  curva  sferica,  perchè  la  distanza  AM  rimane  invariata  ; per 
la  qual  cosa  la  tangente  ad  MM',  dovendo  giacere  nel  piano 
che  tocca  la  sfera  del  raggio  AM,  sarà  benanche  perpendicolare 
a questo  raggio.  Dunque  in  tutti  i casi  la  retta  AM  è normale 
all’  epicicloide. 

47Ì>.  Della  tangente  alt  epicicloide.  Giacendo  questa  curva  jpjQ 
( n.  4-6g  ) sulla  sfera  fissa  che  ha  per  centro  il  vertice  S e per 
raggio  r apotema  SA , il  piano  tangente  a questa  sfera  in  ( M, 

M'  ) dovrà  contenere  la  tangente  dimandata.  Inoltre  avendo  di- 
mostrato che  la  retta  ( AM, AM'  ) , la  quale  unisce  il  punto  ge- 
neratore col  punto  di  contatto  corrispondente  A , è normale  al- 
l epicicloide  , possiamo  dedurre  che  la  cercata  tangente  deve 
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anche  trovarsi  nel  piano  perpendicolare  a questa  retta,  Il  quale 
può  riguardarsi  come  tangente  di  una  sfera  che  avrebbe  il  cen- 
tro in  A,  c per  raggio  la  retta  ( AM, .4M'  );  ma  questa  seconda 
sfera  varia  di  grandezza  e di  posizione  allorché  si  passa  da  un 
punto  ad  un  altro  dell’  epicicloide,  e non  può  che  toccare  que- 
sta curva  con  cui  ha  soltanto  di  comune  un  elemento  lineare. 
Dunque  il  problema  è ridotto  a cercar  Tintersecazione  del  piano 
tangente  alla  sfera  fissa  col  piano  tangente  alla  s/èra  variabile. 

476.  A tal  fine  tagliamo  le  due  sfere  coi  piano  B'AV  della 
base  del  cono  mobile.  La  sezione  prodotta  da  questo  piano  nel- 
la sfera  SA  è ad  evidenza  lo  stesso  cerchio  AB'  : abbassiamolo 
in  Amò,  e conduciamogli  la  tangente  mP , la  quale  nel  suo  in- 
contro P colla  cerniera  AY  ne  darà  il  punto  dove  rialzata  inter- 
seca il  piano  orizzontale:  cosi  questo  punto  appartiene  alla  trac- 
cia orizzontale  del  piano  tangente  alla  sfera  SA  , c questa  trac- 
cia sarà  la  retta  PT  condotta  perpendicolarmente  sulla  proiezione 
OM  del  raggio  che  termina  nel  punto  proposto  (M,M').  Quan- 
to alla  sfera  variabile  il  cui  raggio  è ( AM, AM'  ) , essa  vien  ta- 
gliata dal  piano  B'AY  secondo  un  cerchio  massimo  che , rotan- 
do intorno  ad  AY  , coincide  sul  piano  orizzontale  col  cerchio 
avente  per  raggio  km.  Conduciamogli  la  tangente  mQ  (la  quale 
dee  metter  capo  al  punto  ò ) , e rialziamo  questa  retta  insieme 
col  cerchio  a fine  di  trovare  la  traccia  orizzontale  Q di  essa  nella 
cerniera  AY;  allora  questo  punto  Q apparterrà  alla  traccia  del 
piano  tangente  della  sfera  variabile  , e questa  traccia  del  piano 
si  otterrà  conducendo  la  QX  perpendicolare  alla  proiezione  AM 
del  raggio  corrispondente.  Ciò  posto,  le  tracce  QX  e PT  dei  duo 
piani  tangenti  intersecandosi  in  T,  la  retta  TM  sarà  la  proiezio- 
ne orizzontale  della  tangente  all’  epicicloide , e la  proiezione 
verticale  T'M'  se  ne  dedurrà  proiettando  il  punto  T sulla  linea 
della  terra. 

477.  Altro  metodo.  Si  può  ottenere  questa  tangente  di  una 
maniera  molto  più  semplice  mediante  il  piano  normale {n. a 1 4) 
perché  nel  caso  attuale  conosciamo  immediatamente  due  nor- 
mali dell’  epicicloide , una  delle  quali  é il  raggio  della  sfera  co- 
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stante  , conOoUo  dal  vertice  S al  piinlo  ( M,M'  ),  c l’ altro  è la  FIfi.  XCIX. 
retta  ( MA,M'A  ),  in  conseguenza  di  ciò  che  abbiamo  dimostralo 
nel  n.  4-7 4-  Quindi  se  facciamo  passare  un  piano  per  questo  due 
normali , la  tangente  cercata  dóvrà  emergi!  perpendicolare  , e 
però  le  sue  proiezioni  saranno  determinate.  Ma  la  prima  di  que- 
ste normali  evidentemente  incontra  il  piano  verticale  in  S , e 
la  seconda  in  A ; dunque  SA  è la  traccia  verticale  del  piano 
normale. 

In  quanto  all’  altra  , immaginiamo  nel  piano  normale  una 
retta  ausiliare  parallela  ad  SA  ; le  sue  proiezioni  M'R',  MR 
daranno  il  punto  R dove  la  retta  incontra  il  piano  orizzontale , 
e per  conseguenza  AR  sarà  la  traccia  orizzontale  del  piano  nor- 
male. Adunque,  la  tangente  dell’  epicicloide  si  otterrà  menando 
MT  perpendicolare  ad  AR,  ed  M'T'  perpendicolare  ad  AS. 

• 478.  È importante  l’osservare  che  nei  punti  di  regresso  D ed 
F la  proiezione  orizzontale  dell’epicicloide  ha  per  tangenti  i rag- 
gi OD  ed  OF.  In  fatti  la  retta  variabile  ( AM,AM'  ) cui  la  retta 
tangente  nello  spazio  è sempre  perpendicolare  , prolungata  in- 
deGnitamente , è una  secante  del  cerchio  mobile  ; ma  i due  suoi 
punti  di  sezione  A ed  M,  trovandosi  riuniti  quando  il  punto  di 
contatto  A è giunto  in  D,  la  retta  indeGnita  (AM, AM'  ) diviene 
allora  tangente  del  cerchio  mobile  , e quindi  anche  del  cerchio 
fisso  che  nel  tempo  stesso  tocca  l’ altro  in  D;  dunque  la  tangen- 
te in  D all’  epicicloide  sarà  perpendicolare  alla  tangente  del- 
l’arco DA  ed  in  conseguenza  resterà  proiettata  sul  raggio  ODX'. 

, Quanto  alla  proiezione  verticale  di  questa  medesima  tangente 
basterà  proiettare  il  suo  piede  D in  D'  sulla  linea  della  terra,  ed 
abbassare  da  quest’ultimo  punto  una  perpendicolare  sulla  trac- 
cia verticale  del  piano  che  contiene  le  due  normali  relative  al 
punto  D.  Or  questa  traccia  si  ottiene  facilmente  perchè  deve  pas- 
sare evidentemente  pel  punto  S,  e pel  punto  in  cui  la  linea  della 
terra  incontra  la  seconda  normale  , la  quale  al  presente  coinci- 
de colla  tangente  dell’ arco  DA. 

Un  modo  affatto  simile  servirà  a trovare  le  proiezioni  della 
tangente  nell’ altro  estremo  F dell’  epicicloide. 

38 
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479.  Nel  vertice  di  questa  curva  , il  quale  è proiettato  in  G, 
la  tangente  sarà  orizzontale,  e perpendicolare  al  piano  verticale 
ORG  ; perchè  questo  piano  conterrà  evidentemente  le  due  nor> 
mali  del  a.  477 ì quando  il  punto  generatore  sarà  pervenuto  al* 
r estremo  superiore  B'  del  diametro  condottò  pel  punto  di  con* 
tatto  del  cerchio  mobile. 

rifr.  XCIX.  4^0'  Quando  abbiamo  cercato  ( n.  4/^)  la  traccia  QX  del 
piano  tangente  alla  sjera  variabile  il  cui  raggio  è ( AM,àM'  ) 
ci  siamo  valuti  della  considerazione  che  questo  piano  dovea  con- 
tenere la  tangente  abbassata  secondo  Qm^.  Ora  quando  essa  è 
rialzata  nel  piano  B'AV  del  cerchio  mobile  , va  ad  incontrare 
il  piano  verticale  in  B'  ; dunque  B'X  è la  traccia  verticale  del 
piano  tangente  alla  sfera  variabile  : di  più  questa  traccia  dee  tro- 
varsi perpendicolare  a B'A,  perchè  su  quest’ ultima  retta  proiet- 
tasi il  raggio  ( AM, AM'  ) menato  al  punto  di  contatto  del  pia- 
no tangente. 

481.  Osserviamo  in  oltre  che  nelle  varie  posizioni  A, A', . . . 
del  punto  di  contatto  del  cerchio  mobile,  la  proiezione  AB'  di 
questo  cerchio  sopra  i corrispondenti  piani  verticali  OA,OA',... 
avrà  sempre  la  stessa  grandezza  e la  stessa  inclinazione,  in  guisa 
che  per  tutti  questi  piani  il  triangolo  rettangolo  AB'X  si  terrà 
invariato  nella  grandezza  , e quindi  le  tracce  XB'  dei  diversi 
piani  tangenti  alle  sfere  variabili  andranno  tutte  ad  incontrare 
la  verticale  OS  in  uno  stesso  punto  Z.  Dal  che  nasce  che  se  si 
dovesse  considerare  un  cono  il  cui  vertice  fosse  Z,  ed  avesse  per 
base  r epicicloide  sferica,  sarebbe  toccato  da  tutti  i piani  simili 
a ZXQ,  perchè  ciascuno  di  questi  conterrebbe  il  vertice  ed  una 
tangente  della  base.  Di  più  tutti  questi  piani  tangenti  passereb- 
bero successivamente  per  la  retta  (issa  ZX,  allorché  il  cono  epi- 
cicloidale,  rotando  intorno  ad  OZ  trasporterebbe  in  M i diversi 
punti  N",G,N"'....:  la  quale  proprietà  è adoperata  nelle  inca- 
strature coniche  che  servono  a muovere  le  ruote  ad  angolo.  Ve- 
dete il  Trattalo  delle  macchine  del  signor  Ilachette. 

4Sa.  Epicicloidi  piane.  Quando  i due  coni  della  Bg.  gS 
divengono  due  cilindri,  cioè  a dire  il  cerchio  mobile  si  trova  nel 
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inL>desimo  piano  del  cerchio  fisso,  l’ epicicloide  generata  da  un 
punto  del  primo  cerchio  giace  tutta  in  questo  piano  , e la  sua 
costruzione  diventa  semplicissima.  Siano  in  fatti  OD  e CD  i due 
cerchi  dati , posti  in  contatto  nel  punto  generatore  D:  quando  il 
cerchio  mobile  CD  avrà  percorso,  rotolando  sull’ altro,  un  arco 
qualunque  DA,  si  avrà  la  posizione  M del  punto  generatore  de- 
scrivendo il  cerchio  AMT col  raggio  C'A=CD,  e prendendo  l’ar- 
co AM  di  lunghezza  uguale  a quella  dell’  arco  AD:  il  che  si  ot- 
terrà più  speditamente  se  da  principio  s’ abbia  avuto  cura  di  di- 
videre la  circonferenza  mobile  in  parti  eguali.  La  tangente  poi 
dell’epicicloide  DMGF  in  M sarà  la  retta  MT  perpendicolare  ad 
MA,  perche  quest’ ultima  è una  normale  della  curva,  in  virtù 
delle  considerazioni  esposte  nel  n.  4j4‘ 

483.  Si  potrebbe  adottare  un  punto  generatore D' situato  fuori 
del  cerchio  mobile , ma  unito  a questo  invariabilmente.  Allora 
un  tal  punto  descriverebbe  una  curva  a nodo  D'M'G'....  che 
chiamasi  epicicloide  allungala^  e che  si  costruirebbe  portando 
su  ciascun  raggio  C'M,  determinato  come  sopra  , una  distanza 
MM'  eguale  a DD'.  La  retta  AM'  sarebbe  ancora  (n.4j4)  nor- 
male a questa  curva,  e però  la  tangente  M'T'  le  sarebbe  perpen- 
dicolare. 

Se  il  punto  generatore  D"  fosse  al  di  dentro  del  cerchio  , la 
curva  da  esso  descritta  sarebbe  una  epicicloide  accorciata , 
D"M"G",  che  offrirebbe  dei  punti  d’ iiiQessione.  Un  punto  qua- 
lunque M"  di  questa  curva  si  può  ottenere  prendendo  sul  rag- 
gio C'M,  costruito  come  nel  n.4^2,  una  distanza  MM"  eguale  a 
DD";  e siccome  la  retta  AM"  è altresì  (n.4j4)  normale  a que- 
sta epicicloide , la  tangente  M"T"  dovrà  essere  perpendicolare 
ad  essa  retta. 

Osserviamo  ancora  che  queste  varietà  deH’epicicloide  piana  s’in- 
contrano egualmente  nell’epicicloide  sferica.  Allora  convien  por- 
tare su  i raggi  abbassati  cm,cn, . . . della  figura  99,  una  distan- 
za eguale  all’intervallo  costante  del  punto  generatore  alla  cir- 
conferenza mobile;  indi  rialzare  i punti  cosi  costruiti  a fine  di  ri- 
trovare le  loro  proiezioni  orizzontali  c verticali  nel  modo  che  ab- 
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Iiiam  toButo  per  m ed  n.  La  (uogeote  poi  si  deleniniua  cogli  sles- 
si principii  adoperati  innanzi.  * 

• 484-  Il  cerchio  mobile  4'»  può  anche  rotolare  nella  concavità 

del  cerchio  ; e se  di  più  si  sceglie  il  diametro  del  primo  eguale 
Ufi  • C.  al  raggio  08  del  secondo,  repicicloidc  allora  descritta  dal  punto 
generatore  situato  da  priucipio  in  8 sarà  rettilinea  e coinciderà 
col  diametro  80D.  Per  giustificare  quest’  asserzione  basta  pro- 
vare che  gli  archi  8«  ed  an  sieno  eguali  in  lunghezza  ; perchè , 
quando  il  cerchio  avrà  percorso  rotando  Tiutervallo  il  punto 
generatore  si  troverà  efiettivamente  trasportato  in  sul  diame- 
tro 80D.  Ora  l’angolo  è evidentemente  doppio  dell’angolo 
»Oix  , e però  gli  archi  «[x  ed  o8  sono  anche  doppi  uno  deU’allro 
quanto  al  numero  di  gradi  che  comprendono;  ma  il  primo  di 
questi  archi  appartiene  ad  una  circonferenza  che  è metà  dell’al- 
tra, dunque  la  lunghezza  assoluta  di  a(x  è uguale  a quella  di  s8. 

Questa  epicicloide  re//(7/nea  è adoperata  negl’incastri  cilindrici 
per  formare  la  parte  piana  del  dente,  che  se  ne  chiama  il  Jian- 
co;  laddove  la  parte  corrispondente  del  dente  dell’  altra  ruota  è 
terminata  daU’epicicloide  che  descriverebbe  lo  stesso  cerchio 
rotando  sopra  la  convessità  di  questa  seconda  ruota. 

4Sa.  Mostreremo  ancora  un  caso  notabile  dell’epicicluide  piana; 
ri<;.  Ci.  ed  è quello  in  cui  il  cerchio  mobile  CA,  che  si  rivolge  nella  con- 
cavità dcirallro  è quarta  parte  di  quest’ ultimo.  Allora  la  curva 
DMFD'F'D  percorsa  dal  punto  generatore  M ha  una  forma  ed 
una  equazione  (*)  affatto  simili  a quelle  della  sviluppala  dell’cl- 
lissc  (^Jig.'j6),  colla  sola  diffcrciiza  che  nulla  curva  di  cui  qui 
si  tratta  i quattro  punti  di  regresso  distauo  cgualmentcdal  centro. 


(*)  In  vece  di  cominciare  da  questo  caso  particolare,  torniamo  all’epi- 
oicloido  sferica  della  lig.  yq , e rapportiamo  questa  curva  ai  tre  assi  ret- 
tangolari 0.\',0Y',0Z,  il  primo  dei  quali  passa  pr  l’origine  D.  Allora 
pouciido 

0S=/.,  OA=Il,  C'A=^R',  angB'Ai=;o, 
avremo  cvidcntemciUc 

(i)  . . . 
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486.  Termineremo  questo  capitolo  osservando  i.°  che  quan- 
do nell’  epicicloide  piana  il  cerchio  Jisso  ha  un  raggio  infinito, 
e con  ciò  diviene  una  retta , il  cerchio  mobile  descrive  allora 
una  cicloide  ordinaria,  di  cui  sono  ben  facili  la  costruzione  e 
la  ricerca  delia  tangente , in  virtù  dei  particolari  innanzi  espo- 
sti; 2.0  che  se  per  contrario  il  cerchio  mobile  si  cambia  in  una 
retta  indefinita,  l’epicicloide  diviene  una  sviluppante  del  cer- 
chio fisso  (r.2o/),  curva  la  quale  è adoperata  pei  chiavelli 
di  una  ruota  che  serve  ad  innalzare  un  pestello. 


per  equazione  della  sfera  costante  su  cui  giace  tutta  l’epicicloide,  in  guisa 
che  questa  curva  sarà  compiutamente  determinata  dal  sistema  ddl'equa- 
zione  precedente  e di  quella  della  proiezione  orizzontale  DMGF  della  stes- 
sa curva.  Ora  se  chiamiamo  « l’angolo  DOÀ,  avremo 

R» 

R« =ÀD=z  km  , donde  ang  Àcm  = ^ i 

ed  allora  le  coordinate  del  punto  M riferito  da  principio  agli  assi  OX  ed 
OY;  saranno  > 

X =OA-+-AIt=R-l-  ^ R'— R'cos  ^ ^ cos», 


R» 

MH^— R'sen 


Ma  per  tornare  da  questi  assi,  mobili  col  punto  di  contatto  A,  agli  assi 
lìssiOX'cdOY',  dehhonsi  com’è  noto, impiegar  le  formole 
x*=xtosx  — 1/  scii  a,  y'=x  sena+y  cosa; 
dunque  sostituendo  in  queste  i valori  precedenti  di  x ed  y,  avremo 


Ra  Ra 

(s) x'  =(R-l-Rtcosa«)cosa — R'cos'^coswcosa-f-R'scn  ^seiia, 


(3)  yt=(R-l-Rt  cosai)sena— Rtcos~^cosvsena— R'seu  j^cosa. 

Resterebbe  ora  ad  eliminare  l’arco  a tra  queste  duo  equazioni  per  aver 
quella  della  curva  DMGF  sul  piano  orizzontale;  ma  questa  eliminazione 
potrà  soltanto  elfettuarsi  dopo  aver  fissato  numericamente  il  rapporto  dei 
raggi  R ed  R' , so  pure  questo  rapporto  sarà  commensurabile.  In  ogni 
modo  le  due  equazioni  (s)  c (3)  bosterauno  per  calcolare  le  coordinate  a' 
cd  y'  dei  diversi  pmiti,  attribuendo  ad  * diifcrculi  valori  successivi. 

Por  passale  da  ciò  all’epicicloide  piana  basterà  porre  cosce  = i , sc- 
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CAPITOLO  m. 

SULLE  SFERE  E LE  PIRAMIDI. 

487.  Trovare  F intersecazione  di  tre  sfere  date.  Adottiamo 
per  piano  orizzontale  quello  che  contiene  i centri  A,B,C  delle 
sfere  proposto , e descriviamo  i cerchi  massimi  che  sono  le  trac- 
ce orizzontali  di  queste  superficie.  Allora  il  cerchio  verticale  pro- 
iettato sopra  DE  sarà  evidentemente  l’ intersecazione  delle  due 
sfere  A e B , e uel  tempo  stesso  le  sfere  A e C si  taglieranno  se- 


condo che  il  cerchio  mobile  roterà  sulla  convessità  o sulla  concavità  del 
cerchio  fisso  ; e so,  arrestandoci  a quest’ultimo  caso,  supponiamo  di  più 
che  R'  sia  un  quarto  di  R,  come  nella  figura  loi , le  equazioni  (2)  e (3) 
diverranno 

(4)  ...a;'=xR  cos  *-(--j-R  cos  a cos  4»-f-TR  sen  a sen  4» 

(5)  ...  y'=jR  sen  «-j-'y  R sen  » cos  4»— T B cosa  sen  4^; 
indi  sostituendo  in  queste  ultime  i valori  conosciuti 

cos4»=i — 8 seu’  a cos>  a,  sen  4>s4  sen  a cos  a (cos>  a— sen>  a),  ' 

e sopprimendo  gli  accenti  che  divengono  inutili , si  troverà 
a=R  cos^  a,  ^=R  seu^  a. 

E facile  adesso  l’ eliminazione  di  a;  perchè  sommando  queste  equazioni 
dopo  averie  innalzate  olla  potenza  t > trovasi  evidentemente  per  l’epici- 
cloido  rappresentata  dalla  figura  101,  l’equazione 

a?>-f-y’=R’  . 

È dunque  una  tal  curva  un  caso  particolare  dell’  evoluta  dcll’dlisse,  la 
quale  ha  per  equazione 

ed  amenduc  queste  curve  appartengono  olla  famiglia  delle  storoidi  che 
sono  generalmente  rappresentate  da 

/ x\m  / t/\m 

\j)  +Uy  =^- 
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condo  un  altro  cerchio  verticale  PG  ; per  conseguenza  queste 
due  circonferenze  avranno  per  intersecazioni  i due  punti  proiet- 
tati orizzontalmente  in  M , e saranno  ancora  i soli  punti  comuni 
allo  tre  sfere  proposte.  Per  compiere  la  loro  determinazione  nel- 
lo spazio,  proiettiamoli  sopra  un  qualsivoglia  piano  verticale  X Y ; 
abbassando  il  cerchio  DE  col  rivolgimento  di  esso  intorno  al  suo 
diametro  orizzontale,  e tirando  l’ordinata  hli»,  questa  retta  mi- 
surerà evidentemente  l’altezza  di  uno  de’  punti  cercati  al  di  so- 
pra del  piano  orizzontale;  quindi  prendendo  d’ambe  le  parti 
della  XY  le  distanze  IM'  ed  IM"  eguali  ad  Mui,  si  avranno  le 
proiezioni  (M,M')  ed  (M,M")  de’ due  punti  cercati. 

488.  Se  si  fosse  cercata  l’intersecazione  delle  due  sfere  B e 
G , sarebbesi  trovato  un  cerchio  verticale  la  cui  proiezione  HK 
avrebbe  pur  dovuto  evidentemente  passare  per  M;  dal  che  si  può 
dedurre  il  acuente  teorema  di  geometria  piana  : quando  tré 
circonferenze  delineate  in  uno  stesso  piano  si  tagliano  a due 
a due,  i corrispondenti  punti  di  sezione  si  trovano  a giacere 
su  corde  che  passano  tutte  tre  per  uno  stesso  punto  del  piano. 

489.  Costruire  una  piramide  triangolare,  1 cui  sei  lati  sie- 
no  di  conosciuta  lunghezza.  Si  disegnerà  da  prima  sul  piano 
orizzontale  una  delle  facce  ABC  della  piramide;  mediante  i tre  flG.  Cil. 
lati  relativi  a questa  faccia  ; indi  si  determinerà  il  quarto  verti- 
ce ( M,M'  ),  cercando , come  nel  problema  precedente,  l’ inter- 
secazione di  tre  sfere  che  avrebbero  per  centri  i punti  A,B,C,  e 

per  raggi  le  lunghezze  dei  tre  altri  lati  della  piramide.  E vi  sa- 
ranno evidentemente  due  piramidi  simmetriche  l’una  dell’altra; 
poiché  il  quarto  vertice  potrà  essere  situato  in  ( M,M')  o pure 
in  ( M,M"  ) , e di  più  si  troverà  coi  metodi  esposti  nel  i.® libro 
tutto  ciò  che  può  concemere  gli  angoli  diedri,  cc.  di  ciascuna 
di  queste  piramidi. 

Circoscrivere  una  sfera  ad  una  data  piramide  triango- 
lare..Siena  (A, A')  , (B,B')  , (C,C'>  , ( S,S'  ) le  proiezioni  dei  FIO.  cilT, 
quattro  vertici  su  due  piani  rettangolari , un  dei  quali  contenga 
la  faccia  ABC;  e se  queste  proiezioni  non  fossero  date  immedia- 
tamente , si  determinerebbero  come  nel  problema  precedente. 


8<)4.  tlBRO  Vt.  — (^DTSriOKt  OITER8R. 

Il  centro  della  Brera  cercala  dovendo  essere  ad  egual  distanza 
da  questi  quattro  vertici,  giacerà  nel  tempo  stesso  nei  due  piani 
■ FO,  e GO  , elevali  perpendicolarmente  dai  punti  medi  dei  lati 
AB  ed  AG  ; questo  centro  sarà  dunque  un  punto  della  verticale 
(0 , l'O' ) intersezione  di  detti  piani.  Ma  dee  parimente  già- 
cere  nel  piano  innalzato  perpendicolarmente  dal  punto  di  mez- 
zo di  un  altro  lato  , come  ( SA,S'A'  );  dunque  dandosi  la  pena 
di  costruire  le  tracce  di  questo  piano,  ed  il  punto  in  cui  esso  ta- 
glierebbe la  verticale  (0,I'0'),  avrebbesi  il  centro  domandato. 
Se  non  ebe , queste  ultime  operazioni , che  sarebbero  alquanto 
lunghe,  tranne  il  caso  nel  quale  (SA,S'A'  ) fosse  parallelo  al 
piano  verticale,  possono  essere  con  vantaggio  sostituite  dalla  se- 
guente costruzione. 

Tracciando  col  raggio  OB  il  cerchio  circoscritto  al  triangola 
ABC,  la  sua  circonferenza,  la  quale  appartiene  alla  sfera  cerca- 
ta , sarà  incontrata  dal  piano  verticale  SD,  parallelo  alla  linea 
della  terra  in  un  punto  (D,D');dunque  la  retta  (SD,S'D')  sarà 
una  corda  della  sfera , parallela  al  piano  verticale,  e con  ciò 
il  centro  di  questa  superfìcie  dovrà  giacere  nel  piano  KL'  innal- 
zato perpendicolarmente  sul  mezzo  di  detta  corda.  Questo  centro 
‘ dunque  sarà  proiettato  verticalmente  in  0',  come  già  lo  era  oriz- 
zontalmente in  0. 

Quanto  al  raggio  della  sfera,  espresso  evidentemente  da  (OB, 
O'B'  ),  se  ne  avrà  la  vera  lunghezza  dandogli  una  posizione  pa- 
rallela al  piano  verticale  di  proiezione  indicata  da  (0à,0'à')  ; 
dunque  se  coi  punti  0 ed  O'  presi  per  centri , e con  un  raggio 
eguale  ad  O'b'  si  descrivano  due  cerchi , questi  saranno  i con- 
torni della  sfera  dimandata  la  quale  per  tal  modo  è compiuta- 
mente  determinata  di  grandezza  e di  posizione. 

491.  Iscrivere  una  sfera  in  una  data  piramide  triangola- 
FIG.  CIV.  t'C.  Prendiamo  ancora  il  piano  di  una  delle  facce  ABC  per  piano 
• orizzontale,  e sia  ( S,S*  ) il  vertice  situato  fuori  di  questo  piano. 
Se  pel  lato  AB  si  conducesse  un  piano  che  dividesse  in  due  parli 
eguali  r angolo  diedro  formato  dalle  facce  SAB  0 CAB , questo 
piano  medio  conterrebbe  evidentemente  tulli  i punti  dello  spa- 
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ZÌO  , posti  ad  egiial  distanza  da  tuli  facce;  e quindi  la  sfera  di- 
mandata , che  dee  toccare  ciascuna  di  esse,  avrebbe  necessaria- 
mente per  centro  un  punto  di  detto  piano.  Per  la  stessa  ragione 
due  altri  piani  medii  che  passano  per  AC  e BC,  e che  dividono 
per  metà  gli  angoli  diedri  aventi  per  lati  queste  rette  , conter- 
ranno altresì  il  centro  cercato  , il  quale  in  conseguenza  cadrà 
nell’ intersecazione  di  questi  tre  piani  medii,  cioè  a dire  nel  ver- 
tice della  piramide  interna  , formata  da  essi  e dalla  base  primi- 
tiva ABC.  La  quislione  è dunque  ridotta  a trovare  il  vertice  di 
questa  nuova  piramide , o pure  i tre  lati  che  partono  da  esso. 

A tal  (ine  misuriamo  da  prima  l’angolo  diedro  SABC,  taglian- 
dolo con  un  piano  verticale  SD  perpendicolare  ad  AB  , e por- 
tiamo sul  piano  verticale  di  proiezione  la  sezione  cosi  prodotta, 
la  quale  diverrà  evidentemente  l’angolo  S'D"II;  costruiamo  si- 
milmente gli  angoli  S'E"H  ed  S'F"H  che  misurano  gli  angoli 
diedri  AC  e BC  ; posaia  dividiamo  questi  tre  angoli  piani  per 
metà  mediante  le  rette  D"I,E"L,F"K  : allora  queste  tre  rette 
riportate  nei  piani  verticali  SD,SE,SF  apparterrebbero  alle  fac- 
ce della  piramide  interna , che  avrebbe  per  base  Io  stesso  trian- 
golo ABC.  In  conseguenza  tagliando  queste  rette  con  un  piano 
orizzontale  qualunque  X'Y',  si  avranno  tre  punti  che 

ridotti  in  apparterranno  alla  sezione  triangolare  abe  pro- 
dotta dal  piano  X'Y'  nella  piramide  interna.  Si  può  dunque  fa- 
cilmente costruire  questo  triangolo  ahc  , essendo  i suoi  lati  evi- 
dentemente paralleli  a quelli  del  triangolo  ABC;  e dopo  ciò  con- 
ducendo  lé  rette  Aa,Bà,Cc,  saranno  queste  gli  spigoli  laterali  del- 
la piramide  interna,  e concorreranno  in  uno  stesso  punto O,  che 
sarà  la  proiezione  orizzontale  del  centro  della  sfera  dimandata. 

Quanto  alla  proiezione  verticale  0' dello  stesso  centro , si  ot- 
terrà proiettando  il  punto  0 sul  lato  C'c' della  piramide  interna; 
e il  raggio  della  sfera  sarà  la  perpendicolare  O'R'  abbassata  dal 
centro  sulla  faccia  inferiore.  Quindi  tracciando  con  questa  retta 
O'R'  presa  per  raggio  due  cerchi  i cui  centri  siano  in  0 ed  0', 
si  avranno  le  proiezioni  della  sfera  cercata. 

49U.  Se  si  avesse  bisogno  di  conoscere  i punti  di  contatto  di 

39 
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questa  sfera  colle  facce  laterali , si  potrebbero  facilmente  co* 
struire  le  tracce  del  piano  indefinito  che  racchiude  , per  esem- 
pio , la  faccia  SAC,  e poi  abbassare  dal  punto  ( 0,0'  ) una  per- 
pendicolare su  questo  piano  col  metodo  generale  del  n.  35.  Ma 
sarà  molto  più  breve  osservare  che  un  piano  perpendicolare  ad 
AC  , c condotto  per  0 taglierebbe  la  sfera  e la  faccia  SAC  se- 
condo un  cerchio  massimo  ed  una  retta  ad  esso  tangente  ; e che 
in  oltre  qnesta  retta  portata  sul  piano  verticale  con  farla  rotare 
intorno  ad  (0,0'R'),  sarebbe  evidentemente  parallela  ad  S'E". 
Se  dunque,  senza  tracciare  questa  parallela,  si  abbassi  dal  pun- 
to.0'  un  raggio  perpendicolare  ad  S'E",  esso  taglierà  il  contor- 
no verticale  della  sfera  in  un  punto,  che  sarà  nel  piano  verticale 
il  richiesto  punto  di  contatto  ; c poi  sarà  facile  rimettere  questo 
punto  nella  sua  vera  posizione, 

4o3.  Le  considerazioni  adoperale  nel  n.4^t  possono  servire 
a risolvere  il  problema  generale  : trovare  una  sfera  che  sia 
tangente  a quattro  piani  dati.  Di  fatto  le  quattro  facce  della  pi- 
FIG.  CIV.  ramideSABC,  prolungale  indefinitamente  formano  intorno  ai  lati 
AB,AC,BC  , angoli  supplemcnlali  di  quelli  che  abbiamo  impie- 
gali qui  sopra  , c questi  nuovi  angoli  hanno  per  misure  S'D"B', 
S'E"C',S'F"C'.  Scdnnquc  sidividano  per  metà  questi  ultimicon 
rette  che  incontrino  il  pianoX'Y'in  punti  analoghi  a 
potremo  combinare  a tre  a tre  questi  diversi  punti  onde  formare 
vari  triangoli , come  abe  ; i quali  ci  condurranno  poi  a diversi 
centri , come  ( 0,0'  ).  Per  esempio  , adottiamo  la  retta  D"rf" 
che  divide  per  metà  l’angolo  S'D"B',ed  incontra  il  piano  X'Y' 
nel  punto  d"  che  si  abbassa  in  d sul  piano  orizzontale;  indi  con- 
serviamo i due  primi  punti  s e <p.  Avremo  allora  il  triangolo 
ca'^b"  i cui  vertici  uniti  con  A,B,C  daranno  il  punto  (0",0'") 
per  centro  di  una  sfera  che  toccherà  la  faccia  SAB  al  di  fuori 
della  piramide  primitiva,  c sarà  tangente  alle  tre  altre  facce  pro- 
lungate a dritta  di  SAB.  Per  tal  modo  si  avranno  generalmente 
otto  sfere  tangenti  dei  quattro  piani  indefiniti  che  contengono 
le  facce  della  piramide  SABC  ; poiché  dinotando  con  i 

tre  angoli  diedri  acuti , e con  i tre  angoli  diedri  ottusi 
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che  hanno  per  lati  ABjAC,BC  , si  potrà  evidentemente  adottare 
per  centro  della  sfera  dimandata  l’ intersecazione  dei  tre  piani 
medii-,  che  divideranno  per  metà  gli  angoli  diedri  compresi  in 
ciascuna  delle  combinazioni  seguenti  : 

dj"  » , a>',  Sì' 

a,  a,'  , s)  ss" 

»*,  Sì  Sì  ^ Sì' 

Si  scorgerà  in  oltre  facilmente  perchè  si  debba  escludere  ogni 
combinazione  in  cui  entrerebbero  due  angoli  adiacenti  al  mede- 
simo lato , come  » ed  » ; e di  più  il  numero  delle  soluzioni  potrà 
esser  minore,  secondo  le  inclinazioni  dei  quattro  piani  dati.  Que- 
sto problema  è analogo  a quello  di  geometria  piana,  nel  quale 
si  dimanda  un  cerchio  tangente  di  tre  rette  date. 

4.g4-  Ritrotare  un  punto  di  cui  si  conoscono  le  distanze  da 
tre  plinti  dati,  o pure  da  tre  dati  piani,  o in  fine  da  tre  date 
rette. 

1. **  Dinotiamo  i punti  dati  con  A,B,C,  c le  rispettive  loro 
distanze  dal  punto  ignoto  x con  «,C,y.  Allora  immaginando  una 
sfera  che  abbia  il  centro  in  A e per  raggio  la  distanza  x,  il  pun- 
to X dovrà  giacere  evidentemente  nella  superficie  di  questa  sfera; 
ma  dee  similmente  trovarsi  nelle  superficie  di  due  altre  sfere  che 
avrebbero  per  centri  i punti  B e C,  e per  raggi  c c y ; dunque  il 
problema  è ridotto  a trovare  F intersecazione  di  tre  date  sfere, 
c se  n’  c data  la  risoluzione  al  n.  4^7. 

2. ®  Se  ora  si  dinotino  con  P,P',P"  i piani  dati,  e con  5,3', 
5"  le  loro  distanze  al  punto  incognito  x,  quest'ultimo  dovrà  es- 
sere ad  un  tempo  nei  tre  piani  p,p',p",  rispettivamente  paral- 
leli a P,P',P'  e lontani  da  quest’  ullinu  per  rette  eguali  a 5,5', 
5".  Dunque  costruendo  i piani  p,p',p" , coi  metodi  del  libro  I, 
il  problema  si  ridurrà  a trovare  l’intersecazione  di  tre  piani  co- 
nosciuti, c il  lettore  potrà  facilmente  risolverlo.  Osserviamo  soN 
tanto  ehe  siccome  ciascuno  dei  tre  piani,  per  esempio  il  piano  p, 
jniò  essere  condotto  alladistanza  5 da  ambe  le  parti  del  corrispon- 
dente P , vi  saranno  però  otto  soluzioni  quanto  alla  posiziouc 
dui  richiesto  punto  x. 
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3.°  Siano  finalmente  A,B,C  tre  rette  date,  da  cui  l’ ignoto 
punto  X disti  per  le  rette  Immaginando  un  cilindro  di  ro- 
tazione che  abbia  per  asse  la  retta  A e per  sezione  retta  un  cer- 
chio di  raggio  >,  nella  superficie  di  questo  cilindro  cadrà  neces- 
sariamente il  punto ;r.  Similmente  dovrà  giacere  nelle  superficie 
di  due  altri  cilindri  di  rotazione,  che  avranno  per  assi  B e C,  e 
]>er  raggi  C e 7 ; in  conseguenza  la  quistione  è ridotta  a deter- 
minare i punti  comuni  a tre  superficie  cilindriche.  Or  supponen- 
do che  le  tracce  orizzontali  di  queste  superficie  sieno  stale  co- 
struite nel  modo  che  diremo  più  abbasso,  non  resterà  che  a cer- 
care col  metodo  del  n.  288  la  curva  d’ tnlersccazione  del  cilin- 
dro A col  cilindro  B,  e poi  quella  dei  cilindri  A e C;  e queste 
due  curve  che  potranno  intersecarsi  al  più  in  otto  punti  ( atteso 
che  le  Ire  superficie  sono  evidentemente  di  secondo  grado  ) da- 
ranno nei  loro  incontri  le  diverse  posizioni  che  può  avere  il  ri- 
chiesto punto X. Osserveremo  nondimeno  che  per  ottenerci  punti 
veramente  comuni  alle  due  curve  nello  spazio , non  bisogna 
prendere  fra  gl’  incontri  delle  due  proiezioni  orizzontali  se  non 
quelli  che  corrispondono  esattamente  ad  aleuni  degrincontri  sul 
piano  verticale;  e vogliam  dire  che  questi  punti  debbono  essere 
a due  a due  su  perpendicolari  alla  linea  della  terra.  In  oltre  sì  po- 
trà, a titolo  di  ripruova,  costruire  altresì  l’intersecazione  dei  ci- 
liudri  B e C,  la  quale  dovrà  passare  ancor  essa  pei  punti  comuui 
alle  due  prime  curve. 

49Ì).  Quanto  al  modo  di  trovare  la  traccia  orizzontale  di  cia- 
scun cilindro,  dinotiamo  su  i due  piani  di  proiezione  l’asse  di 
FiG.  cv.  ( AF,A'F').  Facendo  rotare  questa  retta  intor- 

no alla  verticale  A per  porla  in  sito  parallelo  al  piano  verticale, 
essa  diverrà  ( ),  ed  allora  la  sezione  circolare  del  cilin- 

dro si  proietterà  secondo  la  retta  G'H'  eguale  a 2«  e perpendi- 
colare ad  k'f.  Dunque  il  contorno  apparente  del  cilindro  sarà 
formato  dalle  rette  G'R',H'L' parallele  ad  A^/"',  e la  traccia 
orizzontale  di  questa  superficie  nell’attuale  posizione  sarà  una 
ellisse  avente  per  asse  maggiore  la  distanza  L'K'.  In  conseguen- 
za se  si  riportino  i punti  K'  cd  L' in  a e if , la  retta  ad  e la  sua 
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perpeudicolare  bS.e  eguale  a 2«,  saranno  gli  assi  dell’ellisse  in 
cui  il  cilindro  primitivo  tagliava  il  piano  orizzontale , per  modo 
che  questa  curva  si  potrà  ora  facilmente  costruire  (i). 

( i)  A questo  capitolo,  in  cui  -si  dà  un  saggio  dcU’applicazione  della  geo- 
metria descrittiva  alla  soluzione  de’ problemi  determinati,  mediante  la 
combinazione  dei  luoghi  geometrici^  è bene  riferire  il  problema  di  ritro- 
vare l’intersecazione  di  una  curva  data  con  una  data  superficie  conica  , 
cilindrica,  o di  rotazione  : problema  equivalente  a quello  in  cui  si  cercano 
i punti  comuni  a tre  superficie  una  delle  quali  appartenga  ad  una  delle  no- 
minate specie , e che  serve  di  compimento  all’altro  risoluto  nel  n.  a33. 

Se  la  superficie  data  è conica , si  ricorrerà  od  un’  altra  superficie  co- 
nica ausiliare,  che  abbia  lo  stesso  vertice  della  prima ^ e per  direttrice  la 
data  curva  ; c non  si  avrà  che  a descrivere  per  punti  la  traccia  di  questa 
nuova  superficie  conica  nel  piano  stesso  in  cui  trovasi  la  traccia  della  pri- 
ma. Allora  i punti  comuni  a queste  tracce  daranno  i lati  comuni  alle  due 
superficie  coniche,  c le  intersecazioni  di  questi  lati  con  la  data  curva  sa- 
ranno i punti  richiesti. 

Servirà  lo  stesso  metodo  quando  la  superficie  data  è cilindrica,  solo  che 
al  cono  ausiliare  si  sostituisca  un  cilindro  consimile  che  abbia  per  direttri- 
ce la  curva  data , e per  generatrice  una  retta  parallela  ai  lati  del  dato  ci- 
lindro. 

Finalmente , quando  la  data  superficie  è di  rotazione,  se  ne  farà  gene- 
rare un’altra  intorno  al  medesimo  asse  dalla  curva  data,  e se  ne  descri- 
verà per  punti  il  meridiano  nel  piano  stesso  dove  giace  quello  della  super- 
ficie. Li:  circonlercnze  generate  dai  punti  comuni  ai  due  meridiani  , nel 
rivolgersi  che  questi  fanno  intorno  dell’asse  comune,  apparterranno  ad  am- 
bedue le  superficie;  e però  i punti  richiesti  saranno  determinati  dalle  in- 
tersecazioni di  tali  circonferenze  con  la  data  curva. 

Abbiamo  detto  che  questo  problema  equivale  alla  ricerca  de’  punti  co- 
rnimi a tre  superficie  date , una  almeno  delle  quali  appartenga  ad  una 
delle  tre  specie  di  superficie:  coniche  cioè,  cilindriche,  odi  rotazio- 
ne; ma  vogliamo  fare  osservare  che  la  soluzione  n’è  assai  più  semplice. 
Di  fatto  supposto  che  la  curva  di  doppia  curvatura  tia  l' intersecazione 
della  prima  con  la  seconda  superficie,  col  detto  magistero  si  evita  il  biso- 
gno di  cercare  altra  curva  di  doppia  curvatura  nascente , per  esempio , 
dalla  intersecazione  della  prima  colla  terza,  o si  descrive  in  luogo  di  essa 
una  curva  piana , come  a dire  la  traccia  del  nuovo  cono  o cilindro,  o il 
meridiano  della  nuova  superficie  di  rotazione  ; e dopo  ciò  non  resta  che  a 
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( 496»  Vn  ingegnere  (*)  percorrendo  una  regione  montuo~ 
sa  è fornito  di  una  carta  topografica , in  cui  trovatisi  notati 
esattamente  le  proiezioni  de’  diversi  punti  del  terreno , ed  in- 
sieme i rilievi  che  indicano  le  altezze  di  questi  punti  sopra  una 
medesima  superficie  di  livello.  Si  suppone  che  incontri  un  pun- 
to notabile  non  indicalo  nella  carta,  e che  non  abbia  seco  al- 
tro istrumento  atto  alla  misura  degli  angoli,  tranne  un  grafo- 
metro corredato  di filo  a piombo.  Or  si  domanda  che  l’  inge- 
gnere senza  lasciare  la  stazione  costruisca  sulla  carta  il  pun- 
to in  cui  si  trova,  e ne  assegni  pure  il  rilievo , cioè  l’ altezza 
che  serba  dalla  superficie  di  livello. 

« Fra  i punti  del  terreno  indicati  con  precisione  sulla  carta  e 
che  sono  i più  vicini,  T ingegnere  ne  distinguerà  tre,  due  alme- 
no dei  quali  non  abbiano  la  sua  propria  altezza  ; indi  osserverà 
gli  angoli  formati  dalla  verticale  e dai  raggi  visuali  diretti  a que- 
sti tre  punti , e con  questa  sola  osservazione  potrà  risolvere  il 
problema. 

( Di  fatto  chiamiamo  A, 6, C i tre  punti  osservati,  di  cui  si  han- 
no le  proiezioni  orizzontali  sulla  carta , e di  cui  si  potranno  co- 
struire anche  le  proiezioni  verticali  mediante  i loro  rilievi.  E poi- 
ché egli  conosce  l’angolo  compreso  tra  la  verticale  ed  il  raggio 
visuale  diretto  al  punto  A,  saprà  pur  quello  contenuto  dallo  stes- 
so raggio  e dalla  verticale  corrispondente  al  punto  A , poiché 
facendo  astrazione  dalla  curvatura  della  terra  ( com’é  permesso 


trovare  le  intersecazioni  di  lince  rette  o di  ceichi  con  una  curva  di  doppia 
curvatura , invece  di  aver  a lare  la  ricerca  dei  punti  comuni  a due  curve 
di  doppia  curvatura  , le  cui  proiezioni  ( come  ben  dice  Mongc  nel  n.  g/ 
della  sua  Geometria  Descrittiva)  possono  tagliarsi  in  punti  che  non  corri- 
spondono apunti  comuni  alle  curvo  nello  spazio.  Or  questa  ricerca  obbliga 
a seguire  con  si  penosa  attenzione  quei  rami  delle  due  curve,  i quali  giac- 
ciono sopra  una  stessa  falda  di  una  delle  due  superficie,  da  rendere  sovente 
preferibile  l’uso  della  terza  curva  di  doppia  curvatura,  in  cui  s’intersecano 
la  seconda  c la  terza  superficie.  ' 

(*)  Questo  cd  il  seguente  articolo  sono  estratti  dalla  Geometria  Descrit- 
tiva di  SJongc. 
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nel  caso  attuale  per  la  vicinanza  de’  punti  che  si  paragonano  ) 
questi  duo  angoli  sono  alterni  interni , o per  conseguenza  c- 
guali.  S’egli  dunque  immagina  una  superficie  conica  di  base  cir- 
colare, il  cui  vertice  sia  in  A , ed  abbia  l’asse  verticale,  c l’an- 
golo formalo  dall’asse  e dalla  retta  generatrice  che  eguagli  l’an- 
golo osservato  (ciò  che  determina  compiutamente  questa  super- 
ficie), essa  passerà  pel  raggio  visuale  diretto  al  punto  A , ed  in 
conseguenza  per  il  punto  della  stazione.  Ecco  dunque  una  pri- 
ma superficie  curva  determinala  in  cui  dee  trovarsi  il  punto  ri- 
chiesto. Ragionando  in  simil  modo  per  gli  altri  due  punti  B c 
C , il  punto  dimandato  si  troverà  pure  in  due  altre  superficie  co- 
niche a basi  circolari  e ad  assi  verticali , ì cui  vertici  saranno  in 
B e C,  c per  ciascuna  delle  quali  l’angolo  formato  dall’asse  c 
dalla  generatrice  eguaglierà  quello  contenuto  dalla  verticale  c 
dal  corrispondente  raggio  visuale.  Il  punto  richiesto  giacerà  dun- 
que nel  tempo  stesso  in  tre  superficie  coniche  determinate  di  for- 
ma e di  posizione , e per  conseguenza  nella  loro  comune  inter- 
Eccazione.  Laonde  più  non  si  tratta  che  di  costruire,  in  virtù  dei 
dati  del  problema,  le  proiezioni  orizzontali  c verticali  delle  inter- 
secazioni di  queslre  tre  superficie  considerate  a due  a due  {*)  ; 
e i punti  comuni  a queste  proiezioni  daranno  le  proiezioni  oriz- 
zontale e verticale  del  punto  richiesto  , ed  in  conseguenza  la 
posizione  di  questo  punto  sulla  carta,  e la  sua  altezza  al  di  so- 
pra o al  di  sotto  dei  punti  osservati,  ciò  che  determinerà  il  suo 
rilievo. 

( Questa  soluzione  dee  generalmente  somministrare  otto 
punti  (i)  da  poter  soddisfare  al  problema  ; ma  sarà  facile  per 


(*)  L’Intersecazione  di  due  di  questi  coni  potrà  costruirsi  col  metodo 
del  n.  a^7;  o meglio  ancora  tagliandoli  con  diversi  piani  orizzontali,  per- 
chè cosi  le  sezioni  saranno  cerchi,  i cui  centri  avranno  tutti  la  stessa  pro- 
iezione orizzontale  del  vertice, ed  i cui  raggi  si  troveranno  segnati  nel  piano 
verticale. 

(i)  A prima  vista  così  pare  che  debba  essere,  atteso  che  la  superficie 
conica  di  rotazione  è di  secondo  grado,  e tre  equazioni  di  questo  grado 


D.ii: 
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Tosservatore  11  distinguere  tra  questi  punti  quello  che  coincide 
col  punto  della  stazione.  In  fatti  potrà  egli  assicurarsi  da  princi- 
pio se  il  punto  della  stazione  è superiore  od  inferiore  al  piano  che 
passa  pei  tre  punti  osservati  : supposto  che  abbia  luogo  il  primo 
caso,  sarà  autorizzato  a trascurare  que’  rami  delle  intersecazioni 
delle  superficie  coniche  i quali  esistono  al  di  sotto  di  un  tal  pia- 
no, con  che  il  numero  dei  punti  possibili  riducesi  a quattro  ; ed 
avverrebbe  lo  stesso  quando  , per  contrario  , il  punto  della  sta- 
zione giacesse  al  di  sotto  di  quel  piano.  Poscia  fra  questi  quat- 
tro punti , se  pure  esistono  tutti , riconoscerà  facilmente  quella 
la  cui  situazione  per  rapporto  ai  tre  vertici  è la  stessa  di  quella 
del  punto  della  stazione  per  rapporto  ai  punti  osservati,  i 

fra  tre  ignote  conducono  in  generale  ad  una  equazione  determinata  di 
ottavo  grado.  Ma  nel  caso  attuale,  dove  gli  assi  dei  tre  coni  sono  paral- 
leli, questa  equazione  si  riduce  ad  essere  di  quarto  grado,  come  prima  di 
noi  lo  ha  notato  Hachette  nella  sua  Geometria  descrittiva. 

Per  dimostrarlo , e per  ridurre  nel  tempo  stesso  la  soluzione  del  proble- 
ma alla  combinazione  di  un  cerchio  e di  un’altra  curva  conica , rappor- 
tiamo le  tre  superficie  coniche  atre  assi  rettangolari, l’origine  dei  quali  sia, 
per  esempio,  nel  più  basso  dei  punti  osservati , che  supponiamo  esser  A , e 
l’asse  delle  s coincida  con  quello  del  cono  che  ha  il  vertice  in  questo  pun- 
to. Siano  a,b,c  le  coordinate  del  vertice  B;  a>,b',c*,  quelle  del  vertice  C, 
e le  cotangenti  degli  angoli  osservati  nei  rispettivi  punti  A,B,C.  Al- 
lora, pei  noti  principii  della  geometria  analitica,  le  equazioni  delle  tre  su- 


perficie coniche  saranno 

a»=S>(a:*-f  j») (i) 

(z—c>  = v>  [(*  — a)»+(y  — *>] (») 

(z_c')*=v'»[(x— a')>-|-(y— (3). 


Ora  sottraendo  successivamente  le  equazioni  (e)  e (3)  da  (i),  se  ne  ot- 
taigono  due  altre  di  primo  grado  rispetto  a z ; onde  uguagliando  fra  loro 
una  volta  i valori  di  z,  ed  un’altra  volta  quelli  del  binomio  c'  e 

si  deducono  da  esse , avremo  le  due  seguenti  equazioni 

(8» — v>(  zax-j-sby — o* — e 
(8»— v'»)(x»-f-y>)-j-v'> (za'x-j-aù'y — o'> — e' 
y>  ( sox-f-sùy — a» — i*  ) — zcz-|-c*  8>  — v» 

>'*  ( »a'x-|-2Ù'y— — ù'*) — ac'z-f-c'‘  ~~  8* — v'» 
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4a)7.  Nelle  stesse  cireosfanzc  della  quistione  precedente  , 
tranne  che  V {strumento  non  é corredalo  di filo  a piombo,  per 
modo  che  non  possono  essere  misurati  gli  angoli  dei  raggi  vi- 
suali con  la  verticale , si  dimanda  ancora  che  V ingegnere , 
senza  abbandonare  la  stazione  , determini  sulla  carta  la  po- 
sizione di  essa,  e ne  ritrovi  il  rilievo,  cioè  l’altezza  al  di  so- 
pra la  superficie  di  livello  a cui  tutti  i punti  della  carta  sona 
riferiti. 

I Dopo  avere  scelli  tre  punti  del  terreno  indicati  di  una  ma- 
niera precisa  nella  carta  , e tali  che  il  punto  di  slaxione  non  sia 
con  essi  in  un  medesimo  piano  , l’ ingegnere  misurerà  i tre  an- 
goli che  formano  tra  essi  i raggi  visuali  diretti  a tali  punti  , e 
col  mezzo  di  questa  sola  osservazione  egli  sarà  in  istato  di  risol- 
vere il  problema. 

« In  effetto  chiamando  A,B,G  i tre  punti  osservati , e suppo- 
nendoli uniti  con  le  tre  rette  AB,BG,CA,  l’ ingegnere  avrà  sulla 


La  prima  di  queste  appartiene  ad  un  cerchio;  l’altra  poi  esprimendo  uii 
piano,  ci  mostra  che  i punti  ignoti  esistono  tutti  in  un  medesimo  piano: 
proprietà  non  ancora  awartita  da  veruno  degli  autori , a noi  cogniti , di 
geometria  descrittiva.  Se  dunque  coi  noti  metodi  di  questa  scienza  si  costrui- 
sca la  proiezione  orizzontale  della  sezione  prodotta  da  questo  piano  nel 
primo  cono,  essa  non  potrà  essere  che  una  curva  conica  del  pari  che  la 
stessa  sezione,  e le  proiezioni  del  punto  ignoto  saranno  cosi  determinate 
per  la  combinazione  di  questa  curva  conica  qoll’anzidetto  cerchio.  Si  avreb- 
be l’equazione  di  questa  medesima  curva  desumendo  il  valore  ài  zinxeày 
dall’equazione  del  piano,  e sostituendolo  per  z nell’ equazione  (i);  ma  non 
vale  la  pena  di  scrivere  il  risultamento  che  per  tal  modo  si  ottiene , e che 
ben  si  prevede  dover  essere  complicatissimo. 

Per  rendere  un  poco  più  semplici  le  equazioni  del  cerchio  e del  piano, 
non  che  quella  in  conseguenza  della  mentovata  curva  conica,  si  potreb- 
be supporre  =s  o una  delle  rette  indicate  da  a,a',b,b',  facendo  passare  il 
piano  delle  xz,  o quello  delle  yz  per  uno  dei  vertici  Be  C;  ma  anche  dopo 
ciò  toma  conto  il  preferire  alla  costruzione  de’  determinanti  del  cerchio 
e dell’aUra  curva  conica  il  secondo  metodo  di  geometria  descrittiva  indi- 
cato nella  nota  dell’autore,  o quello  seguito  da  Hocliette  nello  pog.  iS3 
della  citata  sua  geometria  descrittiva. 

4o 
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carta  le  proiezioni  orizzontali  di  queste  rette;  ed  avrà  pure,  me' 
dìantc  i rilievi  dei  tre  punti , le  dilFerenze  di  altezza  degli  estre^ 
mi  di  tali  rette,  per  modo  ehe  saprà  la  lunghezza  di  ciascheduna. 

( Ciò  posto  , se  in  un  piano  qualunque  condotto  per  AB  si 
CTI.  concepisca  un  triangolo  BAD  rettangolo  in  A , e dove  l’ angola 
in  B sia  il  complemento  di  quello  sotto  cui  si  osservò  il  lato  AB, 
r angolo  in  D eguaglierà  l’ angolo  osservato,  e la  circonferenza 
del  cerchio  che  passa  pei  tre  punti  A,B,D  avrà  la  proprietà 
che  se  da  un  punto  qualunque  dell’arco  ABD  si  conducano  due 
rette  ai  punti  A e B,  l’ angolo  da  queste  compreso  pareggerà  l’os- 
servato. Laonde  immaginando  che  il  piano  del  cerchio  roti  in- 
torno ad  AB  qual  cerniera,  l’arco  ADB  genererà  una  superficie 
di  rivoluzione  i punti  della  quale  avranno  tutti  la  stessa  proprie- 
tà; cioè  a dire  , che  unendo  un  punto  qualunque  di  questa  su- 
perficie coi  punti  A e B,  le  congiungenti  formeranno  tra  esse  un 
angolo  eguale  all’  osservato.  Ma  è chiaro  che  i punti  di  tal  su- 

In  generale  sembraci  potersi  stabilire  per  massima,  che  nella  determi- 
nazione di  nn  punto  ignoto  mediante  l’ intersecazione  di  due  lince  da  de- 
scriversi per  punti  colla  riga , e col  compasso , bisogna  preferire , senza 
aver  riguardo  al  grado  delle  loro  equazioni,  le  lince  i.“  di  più  semplice 
descrizione,  cioè  che  esigono  il  minor  numero  di  operazioni  necessarie  alla 
costruzione  di  ciascun  punto;  2 .“  di  descrizione  più  esatta,  vale  a dire  do- 
ve ciascun  punto  da  costruirsi  resta  determinato  dall’intersecazione  di  due 
linee  (rette  o circolari)  unite  fra  loro  sotto  un  angolo  che  differisce  meno 
dal  retto;  3.“rfi  più  utile  applicazione,  cioè  tali  che  dopo  averne  uniti  con 
tratto  continuo  i punti  determinati  con  operazioni  geometriche,  pdù  si 
vicinano  ad  esser  tra  loro  perpendicolari  nel  punto  in  cui  s'incontrano. 

Il  cerchio  per  la  esattezza  della  sua  descrizione,  diesi  esegue  comoda- 
inclito  per  moto  continuo,  è preferito  con  ragione  ad  una  curva  da  de- 
scriversi per  punti  ; ma  la  semplicità  della  costruzione  del  centro  e del 
raggio  potrcblie  mancare  quando  dipendesse  da  un  numero  troppo  grande 
di  operazioni  geometiicbe  ; V esattezza  della  costruzione  sarebbe  compro- 
messa quando  il  raggio  fosse  lungo  o corto  soverchiamente;  ed  anche, 
senza  questo , potrebbe  incontrare  sotto  un  angolo  eccessivamente  acuto  od 
ottuso  l’altra  linea  con  cui  dee  combinarsi  per  la  determinazione  del  pùnto 
ignoto.  Quindi  avendo  luogo  uno  di  questi  casi,  non  dee  parere  strano  che 
al  cerchio  fosse  sostituita  im’ altra  curva  che  andasse  esente  da  tali  difetti. 
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perficie  di  rivoluzione  sono  i soli  che  godono  di  questa  proprie- 
tà ; dunque  la  superficie  passerà  per  il  punto  della  stazione.  Ra- 
gionando al  modo  stesso  per  le  altre  rette  I5C  e CA,  si  avranno 
due  altre  superficie  di  rivoluzione  in  ciascuna  delle  quali  dee 
ritrovarsi  il  punto  della  stazione  ; questo  punto  dunque  giacerà 
nel  tempo  stesso  in  tre  differenti  superficie  di  rivoluzione,  deter- 
minate di  forma  o di  silo,  e quindi  sarà  un  punto  della  loro  in- 
tersecazione comune.  E però  , costruendo  le  proiezioni  orizzon- 
tali e verticali  delle  intersecazioni  di  queste  tre  superficio  consi- 
derate a due  a due,  i punti  comuni  a tulle  e tre  le  proiezioni 
saranno  le  proiezioni  del  punto  che  risolve  il  problema  j. 

4(j8.  A dir  vero  , se  per  eseguire  queste  costruzioni  col  me- 
todo del  n.  333  si  prende  per  piano  orizzontale  quello  del  trian- 
golo ABC , e si  dirige  il  piano  verticale  perpendicolarmente  ad 
uno  dei  lati,  per  esempio  AB,  non  si  avrà  che  la  proiezione  del 
punto  richiesto  sul  piano  ABC  e la  sua  altezza  o depressione  ri- 
spetto a questo  piano;  ma  siccome  quest’ultimo  ha  pur  osso  una 
])osizione  conosciuta  per  rapjiorto  alla  superficie  di  livello  , albi 
quale  sono  riferiti  i punti  tutti  della  carta , sarà  poi  facile  il  tro- 
vare il  sito  della  stazione  sul  piano  stesso  della  carta , c l’ altezza 
che  serba  da  questo  piano. 

499.  Osserviamo  pure  che  so  sì  volesse  risolvere  analiticamente, 
questo  problema,  combinando  le  equazioni  delle  tre  superficie  di 
rotazione  generate  dagli  archi  ADB,BEC,CFA,  si  avrebbero  mol- 
te soluzioni  estraneo  al  problema (1);  perchè  l’analisi  algebrica 

(i)  Sicno  a,à,c  i lati  opposti  ai  punti  A,B,C  nel  triangolo  clic  ha  pei 
vertici  questi  punti;  a,j3,y  i coseni  degli  angoli  osservati  cd  opposti  agli 
stessi  lati , cd  le  ignote  distanze  del  sito  della  stazione  da  quei  uicr 
desimi  punti.  Per  la  nota  relazione  fra  i lati  di  un  triangolo  qualunque  ed 
un  suo  angolo  avremo  immediatamente  le  tre  equazioni  di  2.”  grado 


(') 

(2) 

2fjsx=à= (li) 


Queste  rimangono  invariate  al  cambiare  in  — x.  —y<  —z; 

dunque  ciascun  valore  di  ciascuna  di  tali  ignote  ne  dee  avere  un  altro 
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punto  non  separa  la  falda  descritta  dall’arco  ADB  da  quella  che 

descriverebbe  Tarco  At/B  , ma  una  stessa  equazione  esprime 

eguale  e di  segno  contrario;  e quindi  k finale  di  8.”  grado,  che  si  otter- 
rebbe per  la  eliminazione  di  due  ignote,  non  potrà  contenere  che  le  poten- 
ze pari  della  terza  ignota , la  risoluzione  di  essa  dipenderà  da  una  equa- 
zione di  4-°  grado  e da  una  di  a.°,  ed  il  problema  sarà  solido  nel  linguag- 
gio degli  antichi.  Conseguenza  immediata  di  questa  osservazione  ( che  si 
legge  in  una  Memoria  pubblicata  fra  noi  nel  i8s3  ) è il  mezzo  suggerito 
dal  celebre  Lagrange  nel  179^  per  dedurre  una  equazione  di  4*°  grado 
delle  tre  prime  di  a.",  il  qual  mezzo  consiste  in  cercare  i rapporti  di  due 
delle  ignote  x,y,z  alla  terza  ; difatti , essendo  radici  dell’ equazioni  (1), 
(2),  (3)  tonto  x,y,z  quanto  — x — y — z/  ed  essendo 

X —X  y — y 

z — z ’z  — z’ 

ciascuno  di  questi  rapporti,  che  possono  indicarsi  rispettivamente  con  x' 
ed  y*,  non  avrà  otto  valori  ma  soltanto  quattro,  e però  l’equazione  finale 
in  x'  od  y'  sarà  di  4.°grado. 

La  detta  osservazione  è in  oltre  estesa  nella  mtata  Memoria  alla  dimo- 
strazione del  teorema:  se  si  abbiano  n equazioni  fra  ahrettarUe  ignote  e 
dello  stesso  grado  m,  e possano  tutte  scindersi  m due  membri,  dei  quali 
gU  uni  stimo  omogenei  e della  stessa  dimensione  per  rapporto  alle  y no- 
te, e gli  altri  siano  fra  loro  in  dati  rapporti  ; P equazione  finale  del 
problema  non  sarà  di  grado  superiore  orf  m , e à*  soluzione  di  esso 
dipenderà  da  una  equazione  di  tal  grado  e da  un’altra  del  grado  m. 

Nella  stessa  Memoria  (prima  della  quale  per  compiere  la  soluzione  alia 
maniera  dei  problemi  solidi  non  conoscevasi  che  il  mezzo  suggerito  daLa- 
grange,  e la  costruzione  che  seppe  trarne  Lhuilier  combinando  un  cer- 
chio ed  un’altra  curva  conica  espressa  da  un’cquaziime  complicatissima), 
trovansi  pure  una  soluzione  che  dipende  dalla  combinazione  di  un  cerchio 
e di  una  iperbole , tranne  il  caso  in  cui  tutti  tre  gli  angoli  osservati  fos- 
sero soverchiamente  acuti  od  ottusi;  cd  in  oltre  TeOeUiva  equazione  di  8.” 
grado  in  z,  riducibile  al  4°;  che  nasce  dalia  eliminazione  deUe  ignotè  x 
cd  ^ fra  l’ equazioni  (1)  ,(2)  j (3). 

Ritornando  ora  a queste  equazioni  si  può,  come  appresso,  eliminare  l’i- 
gnota z fra  l’ equazioni  (a)  e (3). 

Sottraendo  (3)  da  (2)si  ha  una  equazione  di  primo  grado  rbpetto  a z, 
«“  — — y» 

da  cui  si  ottiene  z = "T 
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a<)  un  tempo  Te  due  falde.  Non  pertanto  poiché  nel  caso  attua- 
le gli  angoli  compresi  tra  i raggi  visuali  sono  dati  dalTosser* 


scrìvendo  poi  l’ equazioni  (s)  e (3)  sotto  la  forma 

a>=23yZ,  J»  = 8|32X, 

e dividendo  una  per  l'altra,  nasce  una  equazione  di  aggrado  bensì  ma  a 
due  termini  rispetto  a z,  da  cui  perciò  si  desume  facilmente  il  valore  diz>. 
Quindi  uguagliando  questo  valore  di  z*  al  quadrato  del  precedente , sì 
perviene  ad  un'equazione  fra  x ei  y cui  può  darsi  agevolmente  la  forma 
4«|3a;y(x»-4-y= — o> — ò») — ) 
= (o> — ò'-l-x> — )». 

Da  questa  eliminando  il  prodotto  xj/(ma  non  x^y^  ) mediante  il  valo- 
re che  ne  dà  (i),  nel  primo  membro  del  risultamento  vedesi  comparire 
il  binomio  x4-i-^4,  che  si  mostra  pure  nello  sviluppo  del  secondo  membro; 
ma  questo  binomio  può  anche  eliminarsi  mediante  il  valore  che  ne  dà  il 
quadrato  della  stessa  (i)  posta  sotto  la  forma  x>+^>— c>c=8yxy.'  ed 
allora  supponendo  per  brevità 

a>  -4-  — c> = aaby',  ò»  -4-  c> — a» = abcaf,  c»  -t-a»— i» = aca^', 

cioè  a dire  chiamando  i coseni  degli  angoli  del  ciangolo  che  ha 

per  lati  a,b,c,  trovasi  l’equazione 


( I— — jSi — y>-f-aa^)  x>y> — /3»a-|-  ~ y'b\  ax» 

-|-  abe^ — {u'c — ^ v'a  ì by^ 


=f). 


Questa  intanto  c la(i)  si  riducono  ad  esprimere  in  coordinate  obblique 
una  iperbole  ed  un  cerchio  supponendo 

X'—x^e,  y»=ye,  e per  brevità  a>=a'c,  b*—b'c. 

Di  fatto  essi  divengono  per  tal  mezzo 

( 1 — »= — jS»— y»-|-a«^y)x'y' — (a^> — ~ ~ 

' 7 / \ =ó, 

aò  »jS  / aò  \ k 

-l-o^'.éa'-f  - y y'  c—\ba.i—b'x^+~^y'Jy>) 

( — e)»=4y>x'y'. 

Nella  prima  di  queste  il  cocliiciente  di  x'y',  per  la  nota  relazione  fra  i 
tre  iati  ed  un  angolo  dei  triangoli  sferici,  esprime  il  quadrato  del  prodotto 
dei  seni  di  due  angoli  osservati  c dell’angolo  compreso  da’  loro  piani- 

^ndicaudulo  con  ~ , e di  più  supponendo  '' 
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vazione  , ben  si  comprendo  non  esser  permesso  adottare  inditTc- 

rentemente  l’angolo  ADB,  o il  suo  supplemento  At/B.  Per  conse- 


ab  «j3 

6'x^i,  j-^y'=l, 

r equazione  dell’ iperbole  diviene 
m 

- xV-  ( f-h+l)  X>-  (ff-l+l)yr+fff  + cl=0, 

dove  le  rette  espresse  per  si  possono  costruire  mediante  un 

numero  non  grande  di  quarte  proporzionali;  e dopo  ciò  si  costruiscono  fa- 
cilissimamcntc  per  le  regole  conosciute  gli  assintoti  della  curva,  e i punti  _ 
dove  questa  incontra  gli  assi  delle  x'  cd  ch’c  quanto  basta  per  poterla 
poi  descrivere  col  noto  metodo  semplicissimo. 

Quanto  all'altra  equazione,  facendone  il  confronto  coll’equazione  del 
cerchio  riferito  a duo  assi  uniti  fra  loro  sotto  un  angolo  qualunque  ^ , si 
trova  facilmente  dover  essere  quest’angolo  eguale  alla  dilferenza-  positiva 
fra  i8o°  ed  il  doppio  dell’angolo  che  ha  per  coseno  y;  le  coordinate  poi 

c 

del  centro  vengono  eguali  fra  loro  ed  a ^ | èoj  ^ quadrato  del 

raggio  risulta  quanto  la  dilferenza  del  quadrato  di  c su  quello  della  retta 
clic  unisce  il  centro  colla  origine  degli  assi. 

Cosi  dunque  i valori  delle  ignote  ar'ed  risultano  determinati  da’ punti 
dove  s’intersecano  questo  cerchio  e l’ iperbole,  riferiti  amenduo  a’ detti  as- 
si. I valori  positivi  di  x'  ed  y'  danno  poi  subitamente  quelli  di  x ed  ^ per 
P equazioni  x=  = ex'  cdy^-=:cy' ; e risultandone  x = -4-  \/cx'  cd 
, sembra  da  prima  che  a ciascun  sistema  di  valori  positivi  di 
x'cd  y'  ne  potessero  corrispondere  quattro  per  xedy,  ma  questi  si  ridur- 
ranno a duo  soli  osservando  che  i segni  di  x ed  ^ dipendono  uno  doU’al- 
tro  per  l’equazione  (i);  e due  ancora  saranno,  in  conseguenza,  i valori 
di  z dati  per  l’equazione  (4). 

Quindi  non  potendo  esservi  più  di  quattro  punti  comuni  all’ iperbole  cd 
al  cerchio,  le  soluzioni  possibili  del  problema  non  saranno  più  di  otto,  co- 
me già  l’annunziavano  i gradi  dello  primitive  cquazioni(i),(‘2),(3).  Nondi- 
mcnos’inganncrebbc  chi  pensasse  che  tutti  i punti  corrispondenti  ai  sistemi 
reali  di  valori  dix, y,zpotcsscro  indicare  altrettanti  siti  dellastaziouc:  infatti, 
osservando  clic  le  equazioni  del  cerchio  c deiriperbole  restano  invariate 
cambiando  i segni  di  due  qualunque  dei  coseni  z,,3  ,y,  ne  viene  in  conse- 
guenza ci'ic  soslitucnAu  a due  qualun(juo  degli  angoli  osservati  i loro  sup- 
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gtfcnza  nelle  operazioni  grafiche  bisognerà  trascurare  intera- 
mente i rami  di  curve  , e i punti  che  verrebbero  determinati 


plcmcnti , i valori  delle  ignote  ar,y,a  risultano  determinati  per  le  stesse  e- 
cpiazioni , e così  due  sistemi  di  valori  di  x,y^  possono  corrispondere  agli 
angoli  osservati,  che  possiam  chiamare  A, B,C;  due  altri  agli  angoli  A^. 
i8o“ — B,  i8o" — C;  due  agli  angoli  i8o“— A,  B,i8o“ — C;  e due  altri 
infine  agli  angoli  i8o“— A,  i8o" — B,C. 

Per  contrario,  sostituendo  ad  un  solo  o pure  a tutti  tre  gli  angoli  osser- 
vati i loro  supplementi,  il  cerchio  rimane  lo  stesso  ma  l’iperbole  varia  coi 


*j3 

segni  di  ed  — 


e cosi  diviene  manifesto  che  il  problema,  risoluta 


ancora,  come  ha  fatto  Monge,  mediante  la  combinazione  di  tre  superficie 
anulari,  non  può  ammettere  più  di  i6  soluzioni,  c non  G4:  come  asserì  c 
cercò  dimostrare  questo  illustre  geometra  in  una  delle  lezioni  per  esso  im- 
provvisate (come  dice  Hachette)  nella  Scuola  Normale,  non  avendo  pre- 
sento in  quel  punto  le  equazioni  trovate  da  Eisteve  e dàU'insignc  Lagrange, 
cd  uguagliando  il  numero  delle  soluzioni  al  grado  dell’equazione  finale 
non  ridalla^  che  si  otterrebbe  per  la  eliminazione  di  una  fra  le  coordinato 
delle  tre  superfìcie  anulari. 

Le  dette  sedici  soluzioni  possono  dunque  dipendere  da  dno  distinte  equa- 
zioni determinate  c razionali,  ciascuna  di  8" grado  c derivativa  dal  4°  j ma 
sarebbe  un  errore  il  credere  che  una  di  tali  equazioni  si  riferisca  agli  otto 
punti  esistenti  da  una  parte  del  piano  dei  tre  punti  osservati,  e l’altra  o- 
quazionc  si  riferisca  agli  otto  punti  esistenti  dall’altra  porte:  come  sembra 
dedursi  da  una  Memoria  pubblicata  fra  noi  nel  i83i.  , 

Cosi  dunque  con  metodo  meramente  algebraico  , c che  non  sembraci 
sfornito  di  certa  eleganza  nell’andamento  c nel  risul lamento  del  calcolo  , 
potrebb’ essere  risolutoli  problema  di  cui  si  tratta  per  la  combinazione  di 
un  cerchio  e di  una  iperbole  : combinazione  che  gli  antichi  solevano  pre- 
ferire ad  ogni  altra  nella  costruzione  dei  problemi  solidi.  E se  in  vece  si 
volesse  adoprarc  la  combinazione  di  un  cerchio  e di  una  parabola , cre- 
duta la  più  semplice  da  geometri  di  tempi  meno  remoti  (perché  una  stessa 
parabola , di  cui  per  ciò  si  potrebbe  avere  un  modello  perfettamente  ese- 
guito, servirebbe  alla  costruzione  di  tutti  i problemi  solidi),  basterebbe 
supporre  nell’ equazioni  (i)  e (li) 

— ex'  ed  x» — y3=sòcy' , 

assumendo  per  6 la  tangente  dell’ angolo  del  coseno  v.  Ma  queste  soluzioni, 
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dalle  falde  supplementali  gcoerate  medìaole  la  rotazione  dei 
tro  archi  A</B,  BeC  ed  hJC. 


avuto  riguardo  alle  operazioni  geometriche  da  eflèttuarsi  per  ottenere  i 
'determinanti  del  cerchio  e dell’allracnrTa  conica,  sono  esse  da  preferirsi 
a quella  di  Monge  eseguita  per  la  combinazione  ddle  curve  in  che  s' in- 
tersecano le  tré  superficie  uiulari7o,  meglio  ancora,  a qurila  di  Hachet- 
te  eseguita  per  la  combinazione  di  un  cerchio  e di  una  curva  di  4° grado? 
noi  crediamo  di  no , perché  queste  curve  sebbene  di  grado  superiore  al  a” 
nondimeno  si  descrivono  con  metodo  semplicissimo,  il  quale  si  deduce  imme- 
diatamente dalle  condizioni  del  problema,  anzi  che  da  lunga  analisi  alge- 
brica 0 geometrica;  metodo  che  non  abbisogna  di  moltiplici  operazioni  geo- 
metriche preliminari,  e che  ha  inoltre  il  vantaggio  di  mostrare  ad  evidenza 
quali  sicno  i rami  di  tali  curve , soli  necessari  a descrivere , omettendo  gli 
altri,  per  avere  i dim  siti  della  stazione  che  soli  corrispondono  agli  angoli 
osservati. 

Del  rimanente,  per  coloro  i quali  nella  costruzione  de' problemi  dipen- 
denti da  equazioni  di  3."  o di  4°  grado  non  cogliono  assolutamente  dipar- 
tirsi dalle  curve  coniche,  possiamo  citare  ( quanto  al  problema  in  discor- 
so ) oltre  alle  soluzioni  già  mentovate  in  questa  nota , un'altra  analitica 
del  fu  eh.  professore  Marcsca,  eseguita  per  la  combinazione  di  un  cerchio 
con  una  iperbole,  e pubblicata  nel  i8b5;  e due  soluzioni  geometriche  dei 
eh.  signori  professori  Scorza  e Bruno,  pubblicate  nello  stesso  anno  (quan- 
tunque l’opera  in  cui  trovasi  quella  del  signor  Scorza,  intitolata  Divina- 
zione sulla  geometria  analitica  degli  antichi  porti  la  data  del  iSbS  ); 
nella  prima  delle  quali  si  costruisce  il  problema  con  un  cerchio  ed  una 
parabola,  e nella  seconda  con  due  iptn’bole.  Qucst'ultima  soluzione  è in- 
serita nel  s.°  rol.  degli  Atti  delia  nostra  R.  Accademia  delle  Scienze, 
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CAPITOLO  I. 

ROZIOM  GEnZBALI  SULLE  SUFEHFICIE  STORTE. 


5oo.  Tutte  le  superGcie  che  possono  essere  generate  col  mo* 
vimento  di  una  linea  retta  sono  dinotate  generalmente  sotto  il 
nome  di  superficie  regolate,  dappoiché  si  possono  facilmente 
eseguire  sopra  un  corpo  solido  col  mezzo  di  una  riga , vantag* 
gio  che  ne  rende  l’uso  frequentissimo  nelle  arti;  ma  bisogna  par* 
Urie  in  due  classi  ben  distinte,  secondochè  la  leggo  la  quale  re* 
gola  il  movimento  della  retta  generatrice  adempie  o no  la  con* 
dizione  che  due  posizioni  successive  di  questa  retta  stiano  in  uno 
stesso  piano.  Allorché  quecta  condizione  è adempiuta  la  super* 
fide  regolata  è sviluppabile  , ed  uno  stesso  piano  la  tocca  lungo 
tutta  la  generatrice,  come  lo  abbiamo  provalo  ne’  n.  tqS e tjj. 
Ora,  tutto  ciò  ebe  riguarda  la  determinazione  dei  piano  tangente^ 
la  costruzione  delle  generatrid,  e lo  sviluppo  di  una  tale  super- 
ficie, essendo  stato  a sufficienza  dichiarato  nei  libri  precedenti , 
e segnatamente  nell’esempio  generale  del  n.  46^,  non  più  ri- 
torneremo su  tali  quistioni , e qui  ci  occuperemo  soltanto  delle 
BVPERFicu  STORTE,  cioò  a dire  delle  superficie  generate  da  una 

4i 
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retta  che  st  muove  in  maniera  che  per  due  sue  posizioni  conse- 
cutive, comunque  si  suppongano  viciuc,  non  possa  passare  un 
piano. 

501.  Prima  d’indicare  diversi  modi  di  realizzare  la  condi- 
tione  precedente,  faremo  osservare  che  il  resultante  elemento 
superficiale  indefinito  nella  lunghezza , e compreso  tra  le  due 

FIG.  CVII.  generatrici  G e G'  sarà  storto  ancor  esso;  giacché,  per  tutte  le 
curve  A,B,C, . che  si  tracceranno  sulla  superficie,  gli  elementi 
lineari  LL',MM',NN', . . . i quali  son  rette  aventi  ciascuna  due 
punti  comuni  con  G e G',  non  possono  giacere  in  uno  stesso 
piano  senza  trovarvisi  pure  queste  due  generatrici.  Di  più  sicco- 
me le  tangenti  LL'T , MM'U , NN'V, . . . che  sono  i prolunga- 
menti  di  questi  elementi  lineari,  si  troveranno  per  tal  modo  in 
piani  diversi,  avverrà  necessariamente  che  t piani  tangenti GLT, 
GMU,GNY, . . . relativi  ai  diversi  punti  L,M,N, . ...  di  una 
stessa  generatrice,  saranno  distinti  gli  uni  dagli  altri,  quan- 
tunque^tutti  contengano  la  generatrice  GLMN. 

502.  Da  ciò  risulta  ancora  che  in  una  superficie  storta,  ciascun 
piano  come  GLT,  quantunque  realmente  tangente  in  L,  cioè  a 
dir  tale  che  passa  per  le  tangenti  di  tutte  le  curve  tracciate  so- 
pra la  superfìcie  per  questo  punto , è poi  secante  in  tutti  gli  al- 
tri punti  che  gli  son  comuni  con  essa  ; e la  sua  intersecazione  è 
composta  dalla  stessa  generatrice  GLM  e da  un  secondo  ramo 
che  passa  pel  punto  L,  e che  può  essere  rettilineo  o curvilineo 
secondo  la  forma  della  superficie  storta  in  discorso. 

503.  Vediamo  ora  in  qual  modo  si  possa  realizzare  la  condi- 
zione ( n.5bo  ) che  caratterizza  le  superfìcie  storte.  Se  noi  assog- 
gettiamo la  retta  mobile  a scorrere  soltanto  su  di  una,  od  anche 
su  due  curve  direttrici  A e B,  invariabili  di  forma  c di  posizione, 
il  movimento  di  questa  retta  non  sarà  compiutamente  determina- 
to; poiché  per  ciascun  punto  L preso  ad  arbitrio  in  A,  la  genera- 
trice potrà  assumere  infinite  posizioni  situate  tutte  nella  superficie 
del  cono  che  avrebbe  per  base  la  curva  B e per  vertice  il  punto 
L.  Due  ciirvc  dunque  non  bastano  a dirigere  il  movimento  di 
una  reità , a meno  che  non  si  aggiunga  di  più  la  condizione  cho 


Digilized  by  Coogl 


CAPITOLO  K — MOZlONI^CNtinALl  SULLE  St'PERP.  STORTE.  3r3 


ia  superficie  generata  sia  st il u/)paòilc, come  si  ù veduto  al  n.tSoì 
ma  questa  condizione  appunto  qui  si  suppone  non  aver  luogo. 

Assoggellianxo  dunque  la  retta  mobile  a scorrere  costante' 
mente,  su  tre  curve  direttrici  A,B,C,  e troveremo  che  queste 
condizioni  bastano  a regolare  compiutamente  il  moto  della  ge> 
• ueratricc.  lu  efiietto  , immaginando  due  coni  che  avessero  per 
comuu  vertice  il  punto  L preso  ad  arbitrio  in  A,  e per  basi,  uno 
la  direttrice  Bel’  altro  la  direttrice  C,  si  potranno  facilmente 
costruire  le  tracce  di  queste  superficie  coniebe  sopivi  uno  dei 
piani  di  proieiioue  { ed  unendo  ì punti  dove  queste  due  tracce 
s’intersecano  col  vertice  comune  L,  si  avranno  una  opiù  rette 
. { di  numero  sempre  finito  ) le  quali  a -somiglianza  di  GLMN  si 
curve  A,B,C,  dappoicliò  saranno  le  in- 
tersecazioni dei  due  coni  che  passano  per  B o per  C.  Queste  rette 
dunque  saramio  le  posizioni  determinate,  clic  deve  prendere  la 
generatrice  movibile  , ailorcliè  scorrendo  su  di  A perviene  al 
punto  L;  e in  siinil  modo  si  costruiranno  le  posizioni  di  questa 
generatrice  per  altri  punti  L',L", . , . 

In  vece  d’impiegare  dna  superficie  coiiiclic  di  cui  è mestieri 
cercar  le  tracce,  sovente  sarà  più  facile  costruire  riutcrsccazione 
del  primo  cono  LBM  col  cilindro  verticale  elio  proietterà  la  di- 
rettrice C sul  piano  orizzontale.  A questo  modo  si  avrà  una  cur- 
va ausiliare , la  cui  sezione  con  la  proiezione  verticale  di  C farà 
conoscere  il  punto  ebe  decsi  unire  con  L per  avere  una  posizio- 
ne della  generatrice. 

i»o4.  Ora  , genera  lineirtc  parlando , la  suj>erficio  cosi  gene- 
rata sarà  storta  j poiché  quando  la  retta  movibile  passerà  da  una 
jiosuione  GLJVIN  ad  un’altra  G'L'M'iN'  iiifiuitamciito  vicina , si 
potrà  stimare  che  scorra  sulle  tre  laugeiili  LT,MU,N  V,  che  han- 
no di  comune  con  le  direttrici  gU  elementi  dun- 

que se  queste  tangenti  uou  sono  tutte  tre  iu  uno  stesso  piano,  nè 
«anche  lo  saranno  le  due  generatrici  G o G'.Ora,  perchè  questo 
tangenti  giacessero  in  uno  stesso  piano  , c so[irattutio  perchè 
(piesta  circostanza  si  riproducesse  iu  ciascun  sistema  di  punti 
1.  ) j , situali  a tre  a tre 
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Sai 

per  «liritto  , è chiaro  elio  bisognerebbe  fare  una  scella  afTaUo 
particolare  circa  la  forma  e la  posiziono  dello  direttrici  A,B,C, 
e però  , in  generale,  la  superjici*  descritta  da  una  retta  mo- 
• : ■ ' ' vibile  che  si  appoggia  costantemente  su  tre  curve  Jisse , è 

storta. 

Nondimeno  una  superficie  siffatta  può  presentare  una  linea  • 
singolare,  lungo  la  quale  esista  un  elemento piatw,A\  lunghezza 
indefinita;  e.  ciò  avrebbé  hiogo  nella  ipotesi  che  per  un  certo 
punto  L,  le  tracce  dei  due  coni  onde  fu  parola  nel  numero  prece- 
dente si  toccassero  a vicenda;  poìchò  allora  la  generatrice  menata 
dal  punto  h a quello  di  contatto,  potrebbe  scorrere  sulla  tangen- 
te comune  alle  due  tracce  senza  cessardi  passare  per  L,  ed  in  tal. 
modo  descrìverebbe  un  'elementò  particolare  che  sarebbepiano. 
lei  delta  ipotesi  equivale  a supporre  che  le  due  tangenti  MU  ed 
IV  V sono  in  uno  stesso  piano  , onde  coli  maggior  ragione  da  su- 
j ' * pcrficic  ammetterebbe  quella  linea  singolare  quando  tutte  tre 

le  tangenti  in L,M,N si  trovassero  giacere  in  un  medesimo  piano, 
rie.  tvill.  anche  assoggettare  la  retta  mobile  G a scorrere 

costantemente  su  due  curoe  Jisse  A c B,  restando  sempre  parai-  - 
lela  ad  un  piano  dato  P che  dicesi  il  piano  direttore.  Allora  per 
costruire  le  posizioni  della  generatrice  basterà  tagliare  le  curve 
A e B ( n.  ^23  ) con  diversi  piani  paralleli  a P ; éd  unendo  con 
una  retta  i punti  di  sezione  di  ciascun  piano  , si  avranno  delle 
linee  GLM,G'L'M',...  che  adempiono  palesemente  le  condizio- 
ni imposte  alla  generatrice.  La  superficie  in  cui  «ono  allogate 
tulle  queste  rette , in  generale  sarà  storta , perchè  alle  tangenti 
LL'T,MM'U,  sulle  quali  appoggiasi  la  retta  G quando  va  a 
prendere  la  posizione  infinitamente  vicina  G',  ordinariamente 
non  si  trovano  in  uno  stesso  piano.  - * 

Del  resto  questo  genere  di  superficie  rientra  nel  precedente, 
quando  si  suppone  che  la  terza  .direttrice  € giace  nel  piano  P ed 
è lontana  inliniiamente  dall' altre  due.  ‘ 

!)oB.  In  tulle  le  superficie  regolale  le-enrve  direttrici  possono 
essere  surrogale  da  direttrici,  cui  la  retta  niovibile 

dovrà  esser  Uingcnle.  Per  cscinjiio  , Jissegnaudo  una  "curva  A 
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cd  una  superfìcie  S per  dirigere  la  generatrice  , la  quale  debba 
in  oltre  tenersi  parallela  ad  un  piano  dato  P , sì  condurrà  per 
ciascun  punto  L preso  in  A un  piano  parallelo  a P,  e dallo  stesso 
punto  si  dirìgeranno  alla  curva,  prodotta  da  questo  piano  nella 
superfìcie  S,  delle  tangenti:  e queste  saranno  altrettante  posizioni 
della  generatrice  dimandata , e la  superficie  regolata,  cosi  pro- 
dotta, in  generale  sarà  storta.  Dì  più  j essa  toccherà  S lungo  tut- 
ta la  curva  formata  dai  punti  dì  contatto  . . delle  tangenti 
suddette;  poiché  tanto  per  la  s’uperficie  storta  che  per  l’altra  S il 
piano  tangente  dee  contenere  la  generatrice  rettilinea  e la  tan- 
gente alla  curva  «fy  ch’é  comune  alle  due  superficie. 

■ Se  fossero  dtite  due  superfìcie  S ed  S' con  un  piano  direttoreP, 
si  farebbero  tagliare  le  superficie  da  piani  paralleli  a P,  e sì  con- 
durrebbe una  tangente  comune  alle  due  sezioni  prodotte  da  cia- 
scuno di  questi  piani  secanti.  r 

boy. Quando  la  superficie  regolala  non  ammette  piano  diretto^ 
re,  si  possono  in  vece  di  una  o più  delle  tre  curve  direttrici  A,B,G 
assegnare  delle  superficie, alle  quali  dovrà  esser  tangente  la  ge- 
neratrice. Supponiamo,  in  effetto,  che  a dirigere  il  movimento 
di  questa  retta  sìeno  date  le  curve  A e B con  la  superficie  S;  per 
ciascun  punto  L preso  in  A bisognerà  costruire  due  coni  aventi  per 
eomiin  vertice  questo  punto  , e dei  quali  uno  avesse  per  base  A , 
e l’altro  fosse  circoscritto  alla  superficie  S ( «.  );  c le  inter- 

secazioni di  questi  coni,  le  quali  dovranno  essere  rettilinee,  rap- 
presenteranno le  posizioni  che  aver  dee  la  generatrice  quando 
passa  per  L.  Allorehé  la  superficie  S ò sviluppabile,  sarà  più  bre- 
ve applicarle  dei  piani  tangenti,  e<l  unire  con  una  retta  i punti 
dove  ciascuno  di  essi  taglia  le  due  curve  A e B ; poiché  tal  retta 
sarà  manifestamente  una  posizione  della  generatrice. 

Se  fosse  data  una  sola  curva  A con  due  superficie  dirclirìci 
S e S',  si  combioerebUero  insieme  due  coni  aventi  per  comun 
vertice  un  punloLdi  A,  e circoscritti  uno  ad  S e l’altro  adS'(i). 


(i)  E cittsiuna  (bile  rette,  intersecazione  di  questi  coni,  rappresen- 
tei'cl^bc  una  delle  posizioni  clic  ammette  la  generatrice  quando  poi-Mi  jici’  !.. 
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5o8.  Quando  si  asscgnauo  sollanlolrc  suj>crGcicS,S'^",  cui 
la  rolla  muvibile  d^vc  sempre  loccarc,  la  coslruzlonc  delle  varie 
posizioni  di  (|uesla  generalrice  sarà  mollo  più  elaborala;  ma  pu- 
re vi  si  giungerà  riJucenJo  laquislione  ad  aleuiio  dei  casi  prece- 
dcDli.  lu  cOcllo,  se  fosse  nota  una  rolla  G che  toccasse  la  super- 
Ccie  S In  un  punto  »,  S*  in  , ed  in  ; e poi  si  stabilisse 
che  questa  linea G»»V^  si  muovesse  toccando  le  due  superficie  S 
cd  S^,  c conservandosi  parallela  ad  un  piano  direttore  P,  allora 
col  metodo  del  n.  JoS  si  otlerrcbbo  una  superficie  ausiliare  S 
che  taglierebbe  S"  in  una  certa  curva  »"i''y"clic  passa  per 
cd  a cui  la  retta  G sarebbe  di  nccc^là  tangente  in  questo  punto; 
jtoiebè  G trovasi  ad  evidenza  nel  piano  tangente  di  S",  cd  in 
tpiello  che  tocca  la  superficie  storiai' nel  punto  »"i  Quindi,  co- 
struendo da  prima  la  superficie  ausiliare  5,  che.  ha  per  direttri- 
ci S,S*  ed  il  piano  P;  e poscia  determinando  la  sua  interecca- 
zionc  con  la  superficie  S” , basterà  condurre  a questa 

eurva  una  tangente  che  sia  parallela  al.  piano  P,  e questa  retta 
sarà  la  posizione  di  una  generatrice  G della  superficie  richiesta, 
che  ha  per  direttrici  S,S',S".  E variando  la  direzione  del  pia- 
no P si  avranno  altre  posizioni  della  generatrice. 

5oS  l>isì  Si  può  anche  dirigere  il  movimento  della  retta  che 
genera  una  superficie  regolata,  assegnando  due  curvo  direttriciA 
p B con  la  condizione  che  la  gcucralrico  tagli  una  di  esse  sotto 
un  angolo  costante  e dato  ; o pure  , con  la  condizione  che  la 
j>arte  della  generatrice  compresa  fra  A c B conservi  uua  luii- 
ghezzii  fissa.  Si  può  ancora  supporre  che- la  rclU  niovibilo  scoiTa 
lungo  uua  sola  curva  A tracciala  sopra  una  superficie  fissa  S,  cui 
la  generatrice  debba  essere  coslauleiiieulc  normale,  cc.  ee.  Ma 
tulle  queste  varietà  di  superficie  regolalo,  per  le  quali  sarà  facile 
iiumogiiiaru  mia  costruzione  appropriala  alle  couJrzioni  huposlc 
da  ciascun  problema  ; non  iulcrcssauo  lauto  da  meritare  giui 
uiinula  discussione  ; c di  jiiù  , uon  formano  in  sostanza  dei  ge- 
neri voraiiiciile  distinti  , polendosi  concepire  sempre  ridotte  a 
quelle  del  «.  ìfo3,  con  adottare  per  direttrici  della  rolla  mobile 
tre  sezioni  falle  a volontà  nella  superficie. 
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5og.  A compimento  di  queste  nozioni  generali  aggiungeremo 
che  si  dà  il  nome  speciale  di  coroidi  alle  superficie  storte , che 
ammettono  un  piano  direttore  P con  due  direttrici , una  delle 
filali  sia  rettilinea , potendo  l’altra  essere  una  curva  o pure 
una  superficie.  Il  conoide  appellasi  retto  se  la  direttrice  rettili- 
nea è perpendicolare  al  piano  P.  ( F idete  n.  S84  )• 

Quando  ambedue  le  direttrici  sono  rettilinee,  il  conoide  chia- 
masi paraboloide  iperbolica,  o conoide  di  secondo  grado, 

perchè  è il  solo  la  cui  equazione  non  sorpassa  questo  grado. 

Finalmente,  quando  una  superficie  regolata  che  non  ammette 
piano  direttore,  ha  per  direttrici  tre  rette  qualunque,  si  chiama 
iperboloide  ad  rna falda:  e questa  iperboloide  e la  paraboloide 
pocanzi  menìovria  ccn  nome  comune,  si  addimandauo  superfi- 
cie storie  di  sesondo  grado,  perchè  l’analisi  dimostra  che  sono 
le  sole  su^ierucie  d‘  questa  natura,  lo  cui  equazioni  non  risultano 
di  grado  più  i,'!o.Noi  considereremo  da  prima  questi  due  generi 
particolari , che  godono  di  proprietà  molto  notabili  e necessarie 
j)cr  istudiare  l'altro  superficie  storte. 

CAPITOLO  II. 

'dell'iperboloide  ad  una  falda. 

Sio.  E questo  il  nome  della  superficie  generata  da  una  retta 
movibile  A che  si  appoggia  costantemente  su  tre  rette  fisse  B,  MG-  Cix. 

parallele  ad  uno  stesso  piano,  nè  giacenti  a due  a due 
in  un  medesimo  piano;  perchè  si  dimostrerà  più  avanti  (n.d^j8<?) 
che  questa  superficie  non  è diversa  da  quella  cosi  chiamata  nel 
n.  83.  La  costruzione  delle  generatrici  si  elfettuirà  coll’ anda- 
mento generale  del  n.  So3,  che  qui  diviene  semplicissimo,  per- 
chè le  superficie  coniche  ausiliari  si  riducono  a piani  : cosi , 
preso  ad  arbitrio  un  punto  L sulla  direttrice  B , si  condurranno 
per  esso  due  piani,  uno  dei  quali  passa  per  B',  e l’altro  per  B"; 
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e cercando  l’ intersecazione  di  questi  due  piani , si  avrà  una 
retta  ALMN  che  si  appoggerà  evidentemente  alle  tre  date  diret- 
trici. Lo  stesso  risuUamento  si  otterrebbe  costruendo  il  punto 
d’intcrsecadone  della  direttrice  B"  col  solo  piano  condotto  per 
L e per  la  retta  B' , ed  unendo  questo  punto  con  L.  E tale  pro- 
cedimento, applicato  successivamente  ad  altri  punti  L',L", . . . 
della  retta  B , somministrerà  le  diverse  generatrici  A , A' , A", 
A'",  . . . deiriperboloide  in  discorso  ; e siccome  ciascuna  non 
può  evidentemente  occupare  che  una  posizione  individuata  al- 
lorché passa  per  un  punto  dato  L od  L',  ne  avviene  che  il  mo- 
vimento della  retta  mobile  è compiutamente  determinato  dalla 
condizione  di  doversi  appoggiare  a tre  date  direttrici. 

5ii.  Questa  superficie  è di  necessità  storta;  perchè  duo  ge- 
neratrici qualunque  A ed  A'  non  potrebbero  stare  in  uno 
stesso  piano  senza  trovarvisi  pure  le  rette  B,B',B",  ciascuna 
delle  quali  ha  due  punti  comuni  con  A ed  A':  il  che  è formal- 
mente contrario  alle  condizioni  ammesse  nella  definizione  del 
n.  Sio.  In  oltre,  l’addotto  ragionamento  non  esigendo  che  le  due 
rette  A ed  A'  sieno  qui  infinitamente  vicine , come  si  suppone 
che  sieno  nella  superficie  storia  generale  ( n.  Soo  ) , ne  risulta 
che  due  generatrici  qualunque  dell’  iperboloide  non  ei  trova- 
no mai  in  uno  stesao  piano. 

riG . ex.  5i2.  Se  fra  le  tre  direttrici  B,B',B",  che  si  suppongono  inca- 
paci di  essere  parallele  ad  un  medesimo  piano,  ve  ne  fossero  due 
esistenti  in  uno  stesso  piano  B'CB",  la  retta  A non  potrebbe  sod- 
disfare alle  imposte  condizioni  che  nei  due  seguenti  modi  : i 

• passando  costantemente  pel  punto  di  sezione  C c scorrendo  su  B, 

ciocché  le  farebbe  descrivere  il  piano  CBD;  a.“  rotando  nel  pia- 
no B'CB"  intorno  al  punto  D,  in  cui  questo  piano  è incontrato 
dalla  retta  B ; di  tal  che  allora  la  superficie  descritta  sarebbe  il 
sistema  di  due  piani  che  s’ intersecano.  Ma  questa  varietà  dei- 
fi  iperboloide , analoga  al  caso  di  una  iperbole  ridotta  ai  suoi 
assintoti,  non  presentando  alcuna  ricerca  nuova  , continufjremo 
d’ora  innanzi  ad  escludere  l’ipotesi  particolare  che  due  direttri- 
ci esistano  in  uno  stesso  piano. 
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!>i3.  L' iperboloide  ad  una  Falda  gode  di  una  proprietà  no- 
tabile, e mollo  importante  per  la  determinazione  dei  piani  tan- 
genti alle  superficie  storte  generali  : essa  consiste  in  ammettere 
un  secondo  modo  onde  venir  generata  da  una  linea  retta  , nel 
quale  le  rette  che  nel  primo  erano  generatrici  divengonodircttri- 
ci,  ed  al  contrario.  Ciò  eqnivale  a dire  che  se  si  fa  scorrere  una 
retta  movibile  su  tre  qualunque  delle  rette  A,A',A",A"',.... 
pocanzi  costruite,  questa  nuova  generatrice,  che  in  tre  delle  sue 
posizioni  coinciderà  evidentemente  con  B,B'eB",</escm‘er««ffn 
superfìcie  identica  con  la  prima  iperboloide , si  per  la  forma 
che  per  la  situazione.  Ma  innanzi  di  dimostrare  questa  bella  pro- 
prietà,ricordcremoduc  teoremi  conosciuti  della /eor/ca</e//e  tras- 
versali. 

fii4-  Lemma  1.  Se  in  un  triangolo  ABC  si  conduca  una  tras- 
versale qualunque  l’Qll,  che  tagliando  i tre  lati,  prodotti  se  fia 
d’uopo,  vi  Forma  sei  segmenti , il  prodotto  di  tre  segmenti  non 
contigui  sarà  uguale  al  prodotto  dei  tre  altri;  cioè  a dire  sarà 
AP  . CR  . BQ  = AQ  . BR  . CP.  (a;) 

Infatti,  couduceudo  la  retta  RII  parallela  a PQR,  avremo  e- 
videntemente  le  proporzioni 

AQ:QB  AP:PH=:^^, 

CR:BR  :;CP:PH  = 5^|?:; 

c però,  uguagliando  i due  valori  di  PH,  emergerà  la  formola  (x) 

5i5.  Lemma  n.  Se  in  un  quadrilatero  storto  ABCD  si  trac- 
ciano due  rette  MN  e PQ  , che  appoggiate  ciascuna  su  due  lati 
opposti  o su  i loro  prolungamenti,  si  taglino  in  un  punto  O', 
prodotto  di  quattro  segmenti  non  contigui  eguaglierà  il  pro- 
dotto dei  quattro  altri  segmenti;  eh’  è quanto  dire  sarà 
AP  . BN  . CQ  . DM  = AM  . DQ  . CN  . BP.  (y) 

Osserviamo  da  prima  che  se  le  due  trasversali  MN  e PQ  si  ta- 
gliano realmente  , giaceranno  in  un  piano  che  conterrà  le  rette 
PN  ed  MQ , le  quali , per  conseguenza  , concorreranno  in  un 
punto  R^  ma  queste  rette  si  trovano  una  nel  piano  del  triangolo 

4a 


FIG.  CIX. 


FIG.  CXI. 


FIG.  CXII 
E CXIII. 


Digitized  by  Coogle 


C5jÒ  tIBBO  VII. DKI.l.R  SLFEIÌFICIR  «TORTI'. 

A BC , e V altra  nel  piano  del  triangolo  ADC  , e questi  piani  si 
tagliano  secondo  la  diagonale  AC  , dunque  sarà  mestieri  che  il 
punto  d’ incontro  R delle  rette  PN  ed  MQ  si  trovi  precisamente 
in  questa  diagonale.  Donde  segue  che  per  ottenere  in  un  qua- 
drilatero storto  due  trasversali  opposte  che  si  taglino,  una  di  es- 
se àlN  cd  un  punto  P dell'  altra  possono  assumersi  ad  arbitrio  , 
ma  dopo  ciò  bisognerà  tracciare  le  rette  PIMI  ed  RM,  e quest'ul- 
tima  determinerà  la  posizione  del  punto  Q che  si  dovrà  unire 
con  P. 

Ciò  posto  , i triangoli  ABC  ed  ADC  , tagliati  dalle  trasversali 
P\il  ed  MyR  , in  virtù  del  lemma  precedente  danno 
AP.BN.CR  = AR.CN.BP,  • 

CQ  . DM  . AR  = CR  . DQ  . AM; 
quindi , uguagliando  il  prodotto  dei  primi  mcrabrì  a quello  dei 
sei'ondi  , e sopprimendo  i fattori  comuni , emergerà  la  proposta 
relaziono 


AP  . BN  . CQ  . DM  = AM  . DQ  . CN  . BP;  (y) 
che  può  anche  scriversi  così  : 

PB  ■ QD  “ MD  ■ NB  * K' 


016.  lleciprocamenlc,  se  due  rette  PQ  ed  MN  tagliano  i lati 
opposti  di  un  quadrilatero  storto  ABCD  in  modo  che  si  verifichi 
la  formola  (y)  , quelle  due  trasversali  giaceranno  in  uno  stesso 
piano.  In  effluito,  se  fosse  altrimenti,  potrebbesi  condurre  per  P 
una  retta  PQ'  che  taglierebbe  MN,  ed  allora  si  avrebbe 
AP  . BN  . CQ' . DM  = AM  . DQ' . CN  . BP, 
relazione  incompatibile  coll’altra  (y)  che  si  suppone  verificata, 
perciocché  se  CQ'  è maggiore  di  CQ,  sarà  necessariamente  DQ' 
minore  di  DQ. 

liij.  Ritorniamo  adesso  alla  doppia  generazione  dell’iperbo- 
loide ad  una  falda  enunciata  nel  n.^/3,  e dimostriamo  che  oynt 
I IO.  CIX.  Tetta  B'"DD'D"'  la  gitale  si  appoggia  su  tre  generatrici  qua- 
lunque della  prima  generazione , deesi  necessaria- 

mente appoggiare  a tutte  le  altre,  facendo  vedere  a cagion  di 
esempio  , che  incontrerà  U generatrice  A"  in  un  certo  punto 
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D".  Uonile  poi  risulterà  evìileutcmente,cho  tutti  i punti  di  questa 
linea  B'"  esisteranno  sulla  prima  iperboloide  già  costruita  culle 
direttrici  B,B',B",  e che  per  tal  guisa  una  di  quest' ultime  può 
anche  generare  la  medesima  superfìcie,  scorrendo  su  tre  qualun- 
que dcHc  generatrici  A, A', . ...  relative  alla  prima  generazione. 

In  virtù  della  prima  generazione  le  Ire  rette  A, A', A'"  ta-  FIO»  Cl.v. 
gliando  le  B,B',B",  il  quadrilatero  LNN'"L'"  per  effetto  della 
relazione  (;z)  darà , 

LL^  _ LM  . 

L'L'"  ■ "N'N  ■“  xMN  ■ 

ma  ; dacché  la  rettà  A"  incontra  le  tre  B,B',B",  e la  retta  B'" 
iucontra  pure  le  tre  A, A', A'",  lo  stesso  quadrilatero  dà  pure, 
in  virtù  della  relazione  (z),  le  due  relazioni  seguenti, 

LL"  N"'iN"  LM 

(a) 


L"L'" 
LD 
DM  • 


M"M 

ìjTiTìjri 


-MM 

LL' 

L'L^ 


N'"N' 

‘ÌN'M“ 


(3) 


dunque  essendo  eguali  i secondi  membri  di  queste  equazioni  (2) 
e (3)  in  virtù  dciraltra  (i),  n’  emergerà  questa  nuova  equazione 
LD  M'"l)'"  _ LL"  M"'M" 

DM  ■ D'"L"'  ““  L"L"'  ■ ^N".nr  ’ 
con  che  resta  provalo  («.  che  lo  due  rette  A"  e B'"  s’in»- 
tersccano  effettivamente  in  D". 

5i8.  Osserviamo  qui  che  il  secondo  membro  comune  delle 
equazioni  (i)  e (2)  è una  quantità  k che  si  serba  costante,  ogni 
qualvolta  siasi  fissata  la  posizione  delle  cinque  rette  B,B',B",A, 
A'",  donde  segue  che  per  un’  altra  retta  qualunque  A'  appog- 
giata sullo  Ire  prime,  sarà  sempre 
LL'  NM' 

^ N'xV''  ■ 

Ora  è noto  che  quando  le  tre  rette  B,B',B"  sono  parallele  ad 
uno  stesso  piano,  tagliano  le  A ed  A'"  in  parti  proporzionali, 
di  tal  che  sì  ha  i;  dunque  Tequazione  (d),  die  allora  diviene 
JxL'  _ MM' 

L'L'"  “ M'M"^  ’ 
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ilimostrn  che  in  tal  caso  le  tre  rette  sono  anch’esse 

parallele  ad  ano  stesso  piatto,  diverso  dal  primo.  E più  innan- 
zi vedremo  realizzata  questa  conseguenza  nella  paraboloide  iper- 
bolica ( n.  )• 

5ig.  Del  piano  tangente.  Per  ciascun  punto  dell’ iperboloide 
I Hi.  cix.  passando  due  rette  ( n.  ),  una  del  sistema  A,  l’altra  del  si- 
stema B ; e queste  rette  essendo  una  stessa  cosa  colle  loro  tan- 
genti , dovranno  esse  trovarsi  tutte  due  nel  piano  tangente  rela- 
tivo al  punto  in  cui  si  tagliano,  ed  in  cxmscguenza  basteranno  a 
determinare  questo  piano  e le  sue  tracce.  Però , quando  si  defi- 
nirà un’iperboloide  mediante  le  tre  direttrici  e si' as- 

segnerà il  punto  di  contatto  D sopra  una  data  generatrice  A , fa- 
rà mestieri  costruire  (n.j^/o)  almeno  due  altre  posizioni  A', A" 
di  questa  generatrice;  indi , adottando  le  rette  A, A', A"  per  di- 
rettrici , si  costruirà  una  retta  DD'D"  che  si  appoggi  su  di  esse 
e parta  dal  punto  D {n.  Sto  ).  Allora  questa  retta  DD'D"  gia- 
cerà sull’iperboloide , ed  il  piano  tangente  in  D sarà  quello  che 
passa  per  le  due  rette  AD  e DD'D".  Questa  soluzione  è tnlmeiilc! 
semplice , che  non  crediamo  necessario  costruirla  in  un  disegno 
speciale. 

5ig  bis.  Quando  i determinanti  di  un’iperboloide  si  trovano 
assegnati  su  due  piani  di  proiezione,  e si  dà  soltanto  la  proie- 
zione orizzontale  D , per  esempio,  di  un  punto  di  questa  super- 
ficie rispetto  a cui  si  cerca  il  piano  tangente , non  si  potrà  con- 
durre la  generatrice  AD  senza  aver  prima  trovata  la  proiezione 
verticale  del  punto  D.  A tal  fine  bisognerà , in  generale , con- 
durre per  questo  punto  un  piano  verticale  qualunque  ; cercare 
la  sezione  che  esso  produrrà  nella  superficie , costruendo  i punti 
dove  interseca  diverse  generatrici  che  si  appoggiano  sulle  rette 
date  B,B',B";  e finalmente  proiettare  su  questa  sezione  il  punto 
D assegnato  sul  piano  orizzontale.  Allora  , conoscendo  le  due 
proiezioni  del  punto  di  contatto , si  potranno  costruire  anche 
quelle  della  generatrice  A che  passa  per  tal  punto,  e si  rientre- 
rà nel  caso  del  numero  precedente. 

!)2o.  Del  cextho  dell’ iperboloide.  Questa  superficie  è do- 
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lata  di  un  centro,  cioè  a dire  che  vi  ha  un  punto  tale  che  tutte 
le  corde  della  superjìete  menate  per  questo  punto  vi  restano 
divise  per  metà.  Per  dimostrare  questa  proposizione  rappresen- 
tiamo con  tre  direttrici  primitive  che  soddisfacciano  le  FIG.  c\iv. 

condizioni  enunciate  nella  definizione  del  n.  ^to:  potremo  allo- 
ra condurre  per  le  rette  B'  e B"due  piani  distinti  B'DC  e B"CD 
paralleli  ambidue  alla  direttrice  B , e questi  due  piani  si  taglie- 
ranno in  una  retta  ACD  .evidentemente  parallela  a B;  di  tal  che 
questa  retta  sarà  una  generatrice  dell’iperboloide  proposta,  poi- 
ché si  appoggia  sopra  le  B'  e B",  e moverà  ad  incontrare  B ad 
una  distanza  infinita.  In  simil  modo , conducendo  per  B"  e per 
B due  piani  B"GH  e BHG  paralleli  a B',  i medesimi  si  taglie- 
ranno in  una  retta  A'GH  che  sarà  pure  una  generatrice  dell’  i- 
perboloidc  ; e se  ne  avrà  una  terza  A"KE  mediante  due  piani 
BHP  e B'DI  paralleli  a B",  e condotti  per  B e B'.  Dal  che  de- 
durremo sulle  prime  che  ciascuna  generatrice  di  un  sistema 
ha  la  sua  parallela  nel  sistema  opposto;  perciocché  quanto 
abbiamo  detto  qui  di  B,  si  applica  egualmente  ad  ogni  altra  ge- 
neratrice B'",B"", ...  la  quale  può  esser  presa  per  direttrice 
in  luogo  di  B (n.  Sv]).  Dopo  ciò  i sei  piani  che  abbiamo  co- 
struiti qui  sopra  formano  evidentemente  un  parallelepipedo  che 
ha  per  ispigoli  opposti  le  sei  rette  B,B',B"  ed  A,A',A";  ed  io 
dico  che  il  centro  O di  questo  parallelepipedo  è anche  centro 
(Iella  iperboloide. 

Per  dimostrarlo  conduco  per  il  punto  M preso  ad  arbitrio  sul- 
la direttrice  B una  retta che  taglia  le  altre  due  direttrici 
ili  M'  ed  M",  e che  sarà  pertanto  una  generatrice  del  sistema  A; 
indi  la  paragono  con  una  generatrice  del  sistema  B,  la  quale  ap- 
poggiandosi alle  A, A', A",  sarebbe  parallela  ad  MM'M".  Per 
determinare  quest’ ultima  generatrice  prendo  le  distanze 
DN  = UM,  GN'=EM',  EN"=GM", 
e i tre  punti  N,IV',N"  cosi  determinati  giaceranno  per  diritto. 

In  elTetto,  conducendo  le  rette  OM  ed  ON,  i triangoli  OMH  cd 
OND  sono  visibilmente  eguali , onde  i lati  OM  ed  ON  risultano 
eguali  cd  in  linea  retta;  c la  stessa  conseguenza  si  verifica  per  le 
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rette  OM*  ed  ON',  OM''  ed  iu  virtù  di  triangoli  eguali 

clic  facilmente  si  ravvisano.  In  seguito  l’eguaglianza  dei  trian- 
goli MOM'  ed  NON',  assicurata  da  ciò  che  precede,  porta  seco 
il  parallelismo  dei  lati  MM'  ed  NN';  ed  infine  MM"  risulta  pa- 
rallela ad  NN"  in  virtù  dei  triangoli  eguali  MOM"  ed  NON". 
Per  conseguenza  le  due  porzioni  N'N  ed  NN"  non  formeranno 
che  una  sola  retta  , la  quale  sarià  una  generatrice  del  sistema  B, 
parallela  alla  generatrice  M'MM"  scelta  a piacere  nel  sistema  A; 
e da  ciò  si  rende  iu  oltre  palese  che  due  generatrici  Ji  a loro pa-^ 
rallele  si  trovano  sempre  in  un  piano  che  passa  per  0,  e so- 
no egualmente  lontane  da  questo  punto. 

Ciò  posto,  se  per  un  punto  qualunque  P della  retta  M'MM" 
e per  0 si  conduca  una  corda  POQ , questa  intersecherà  neces- 
sariamente l’iperboloide  iu  un  punto  Q della  N'KN",  e per  le 
relazioni  qui  sopra  stabilite,  sarà  evidentemente  OP  = 0Q;  dun- 
que, essendo  vera  questa  conseguenza  per  ogni  punto  P dell’i- 
perboloide , resta  provato  che  il  punto  O è realmente  il  centro 
di  questa  superficie  (*). 


(♦)  Il  signor  J.  Binct  é quegli  che  lia  fatto  conoscere  ( Giornale  della 
Scuola  Politecnira,  1 6.  fascicolo),  tra  gli  altri  parallelepipedi  concen- 
trici con  l’iperboloide,  quelli  che  sono  formati,  come  il  suddetto,  da  tre 
generatrici  qualunque  di  un  sistema  c dalle  tre  rispettivamente  ad  esse  pa- 
rallele del  sistema  opposto.  Questo  dotto  geometra  ha  dedotto  da  ciò  molte 
conseguenze  interessanti;  ma  qui  faremo  solamente  osservare  i.»  che  cia- 
scuno di  questi  parallelepipedi  c cireosci-illo  all’ iperboloide , poiché  cia- 
scuna faccia  contiene  due  generatrici,  c perciò  debh’ essere  targente  nel 
punto  in  cui  si  tagliano  queste  rette;  a.»  che  essi  offrono  una  costruzione 
grallea  molto  elegante  per  trovare  il  centro  delia  superlicie  storta  definita 
da  tre  direttrici  rettilinee;  3.“  che  essi  non  sono  meno  utili  sotto  il  rap- 
porto analitico,  perchè  adottando  quel  centro  per  origine  degli  assi  coor- 
dinati, c scelti  per  questi  assi  tre  parallele  alle  tre  direttrici  assegnale, 
r equazione  della  superficie  si  presenta  sotto  la  forma  semplicissima 


.'.C 


ty  yx 


di  fatti,  gli  ossi  attuali  essendo  apertauieute  tre  lati  del  cono  assinlotico, 
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i!ai..  Osscrviait.o  thè  quando  si  IriiUcrà  suinincotc  difo*//’«irp 
ynesto  centro,  vi  si  perverrà  senza  tracciare  il  parallelepipedo 
di  cui  abbiam  fatto  parola,  bastando  cercare  l’ intersecazione  dei 
tre  piani  cendolti  uno  per  la  retta  data  B e la  sua  parallela  A, 
un  altro  per  le  parallele  B'  cd  A',  ed  il  terzo  per  le  parallele 
B"  ed  A";  poiché  ciascuno  di  questi  piani  diagonali  passa  evi- 
dentemente pel  centro  del  parallelepipedo,  che  è quello  deH'i- 
perboloide.  Inoltre  sono  essi  tre  piani  assìnlotici  della  superfi- 
cie, come  verrà  spiegato  al  «.  S34'- 

522.  Riassumendo  le  proposizioni  precedenti,  si  vede  che  nel- 
r ipcriioloide  ad  una  falda,  i.°  trovansi  due  sistemi  di  generatri- 
ci rettilinee 

A,A',A",A'", ...  e . . . 

ciascuna  delle  quali  taglia  tutte  le  rette  del  sistema  opposto  ( n. 

) ; nondimeno , a ciascuna  generatrice  del  sistema  A'  corri- 
sponde una  parallela  nel  sistema  B ( n.  3zo  ),  ed  al  contrario; 
di  maniera  che  per  tali  rette  paragonate  a due  a due  l’incontro 
non  avviene  che  a distanza  infinita.  )-■ 

2. °  Due  generatrici  qualunque  del  sistema  A non  si  trova- 
no mai  in  uno  stesso  piano  ( n.  Sti  ) ; il  che  pure  si  verifica  di 
due  qualunque  generatrici  del  sistema  B , perchè  queste  ultime 
si  appoggiano  ancora  ( n.  ) su  tre  rette  del  sistema  A , le 
quali  sono  in  piani  diversi. 

3. ° Tre  rette  qualunque  del  sistema  A non  sono  mai  paral- 
lele aduno  stesso  piano;  poiché  se  ciò  avesse  luogo,  anche  le 
tre  direttrici  B,B'  e B",  alle  quali  si  appoggiano  tutte  le  genera- 
trici di  quel  sistèma,  sarebbero  parallele  ad  un  medesimo  piano 
iti  virtù  del  n.SiS,  il  che  ripugna  alla  definizione  del  n.3to.  Re- 
ciprocamente, Ire  generatrici  qualunque  del  sistema  B non  sono 
mai  parallele  ad  un  piano  stesso,  perchè  ciò  apporterebbe  una 


dee  necessariamente  accadere  che  ciascnn  piano  coordinato  produca  nel- 
la supcrGcio  una  iperbole  clic  abbia  per  assintoti  i due  assi  contenuti  in 
questo  piano. 
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restrizione  consimile  nelle  rette  del  sistema  A,  su  cui  tutte  quel- 
le generatrici  sono  appoggiate. 

4-”  Il  centro  dell’ iperboloide  non  è diverso  da  quello  de) 
parallelepipedo  costruito  da  tre  rette  qualunque  dd  sistema  A 
combinate  colle  tre  parallele  rispettive  del  sistema  B ( n.  Suo  ); 
o più  semplicemente,  quel  centro  è dato  per  le  intersecazioni  dei 
piani  ìissintotici  ( li.  Sat  ). 

i).®  Una  retta  qualunque  D non  può  intersecare  l’iperbo- 
loide in  più  di  due  punti;  poiché  se  avesse  tre  punti  comuni  con 
questa  superfìcie , si  appoggerebbe  a tre  generatrici  sì  dell’  uno 
che  deU’allco  sistema,  e quindi  giacerebbe  interamente  sulla  su- 
perficie. In  oltre  per  trovare  quei  punti  d’intersecazione  biso- 
gna costruire  , come  nel  n.  bis,  la  sezione  prodotta  nell’  i- 
perbolokle  da  un  piano  verticale  od  orizzontale  condotto  per  la 
retta  D. 

5a3.  La  superjieie  storia  generata  da  una  retta  mohUe  su 
ire  sdire  rette  fisse,  le  quali  non  sono  parallele  ad  un  medesi- 
mo piano,  è identica  all'  iperboloide  ad  una  falda  che  abbia- 
mo descritta  nel  n.  83.  Eid  in  vero,  questa  superficie  storta  è in- 
nanzi tutto  di  secondo  grado,  perchè,  senza  effettuare  i calcoli, 
c facile  vedere  che  le  condizioni  per  le  quali  si  esprimerebbe 
che  la  cella  mobile  ha  un  punto  comune  con  ciascuna  direttrice, 
non  possono  condurre  che  ad  una  equazione  di  secondo  grado. 
Ma  questa  superficie  storia  è in  oltre  dotata  di  un  centro  (n. 42 o); 
dunque , non  potendo  essere  evidentemente  nè  un  cono  nè  un 
cilindro  che  sono  superficie  sviluppabili , è mestieri  che  sia  una 
ellissoide  o pure  una  delle  due  iperboloidi.  Ora  l’ellissoide  è 
una  superficie  limitata  in  tutti  i sensi , ed  incapace  però  di  am- 
mettere per  generatrice  una  retta  indefinita;  l’iperboloide  poi 
del  n.  83  presenta  due  falde  separate  fra  loro  da  un  intervallo 
immaginario,  onde  una  retta  indefinita  e continua  non  può  evi- 
dentemente applicarsi  per  tutta  la  sua  lunghezza*  sulla  di  lei  su- 
perficie ; è dunque  forza  che  si  ammetta  la  proposizione  enun- 
ciata sul  principio  di  questo  articolo. 

52Ì.  Ma  per  manifestare  con  più  chiarezza  l’identità  di  cui  è 
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fuistione,  e che  a prima  vista  può  sembrare  bastantemente  stra- 
na , dimostreremo  sinleticamcnie  che  l’iperboloide  definita  nel 
n.  8t  ammette  realmente  due  sislemi  di  generatrici  rettilinee. 

Per  la  deGnizione  di  questa  superGcie  tutte  le  sezioni  perpendi- 
colari al  SUO  asse  immaginario  sono  ellissi  simili;  se  dunque  la 
iflterseghiamo  con  tre  piani  orizzontali  c'a',V'X',V"X",  il  pri- 
mo dei  quali  passi  per  lo  centro,  e gli  altri  due  ne  distillo  egual- 
mente in  verso  opposto,  avremo  l’ellisse  della  gola  {abef^a'e')^ 
e due  altre  ellissi  eguali  proiettate  orizzontalmente  nell’ ellisse 
YUXY,  gli  assi  della  quale  sono  paralleli  c proporzionali  a quel- 
li di  aùej'.  Ciò  posto,  applicando  a quest’ultima  una  tangente 
qualunque  ADB , è noto  che  le  parti  AD  c DB  saranno  egua- 
li (*);  se  dunque  uniano  il  punto  (D,D')  con  (A,A')  e CB,c'), 
avremo  due  rette  ( AD,A'D')  e (DB,D'c') , che  necessariamente 
saranno  per  dritto,  perchè  sono  ipotenuse  di  due  triangoli  ret- 
tangoli eguali  ad  evidenza  e proiettati  in  D'I'A'  e D'P'c'.  Dal 
che  risulta  che  tutta  la  retta  ( ADB,A'D'c')  hn  tre  punti  comu- 
ni con  Tipcrboloide,  e quindi  (^n.ffsS,  giace  interamente 
su  questa  superficie  la  quale  è di  secondo  grado.  . 

. Consideriamo  ora  il  punto  (A,»')  dell’ellisse  superiore,  e l’al- 
tro (B,B')  dell  a inferiore,  ed  uniamoquesti  due  punti  con  (D,D'): 
avremo  ancora  due  rette  ( BD,B'D')>  ( DA,D'*')  che  per  somi- 
gliante ragione  saranno  per  dritto , per  modo  che  tutta  la  retta 
(BDA,B'DV)  avrà  tre  punti  di  comune  con  l’iperboloide,  e 
quindi  cadrà  interamente  su  questa  superfìcie  di  secondo  grado. 

1)25.  Da  ciò  possiamo  conchiudere  che  ogni  piano  verticale 

ADB  tangente  all’ ellisse  della  gola  taglia  l’iperboloide  in  due  FIG.  CXIX. 

rette  diverse  ohe  s’incrociano  in  (D,D')  su  questa  gola,  e sono 

inclinate  simmetricamente  dalle  due  parti  della  verlicaleD.  Per- 
-• 

^ ~ 

(*)  La  dimostrazione  di  questa  proposizione  si  desume  con  faciliti  dalla 
definizione  meramente  geometrica  dei  diametri  coniugati  e ddle  curve 
«mili. 

Addizione  de’  Iradutlori. 

Ih  effetto,  per  essere  le  ellissi  liXY  V ed  aóefi  simili  e similmente  poste 

43 


\ 


Digilìzed  by  Google 


338  LIBRO  vn.  — DELLE  SUPERFICIE  STORTE, 

tanto  questa  superficie  può  considerarsi  nata  dal  movimento  della 
generatrice  ( BD,B'D')  atsoggettita  a scorrere  costantemente 
sulle  tre  ellissi  simili 

( XYVU,X'Y'  ) , ( flic/o'c'  ) , ( XYVU,X"Y"  ) ; 
essendo  noto  ( 5o3  ) che  queste  condizioni  determinano  il  mo- 
vimento  di  una  linea  retta.  Le  diverse  posizioni  di  queste  due 
generatrici  presenteranno  dunque  due  sistemi  di  rette  indefinite 
e poste  tutte  sull’  iperboloide , cioè 

[A] .  . .(AD,A'D'),(A,E,A',E'),(A.F,A'.F'),.  . 

[B]  . . . ( BD,B'D') , (B.E  , B'.E') , ( B,F  , B'.F'  ),  . . 

e sì  le  line  che^le  altre  saranno  proiettate  verticalmente  su  tan- 
gcnti’dell’ iperbole  X"o'X',V”e'V',  contenuta  nel  piano  verti- 
cale XY.  Di  fatto  nel  punto  (N,N')  dove  una  di  queste  genera- 
trici incontra  il  piano  XY , il  piano  tangente  della  superficie  è 
perpendicolare  al  piano  verticale , perchè  contiene  la  tangente 
dell’  ellisse  orizzontale  avente  un  suo  vertice  in  ( N,N'  );  dun- 
. que  la  generatrice  ( BND,B'N'D'  ) si  confonde  in  proiezione 
verticale  con  la  tangente  dell’iperbole  (X"o'X',aX)  , posta 
altresì  in  quel  piano  tangente.  La  stessa  circostanza  si  verifica 
per  la  retta  ( ADN,A'D'N")  che  tocca  questa  iperbole  nel  pun- 
to ( N,N"  );  e ne  saranno  assintoti  le  generatrici  ( òR,0'R'  ), 
(/B,,0'B'a)j  le  qnali  essendo  parallele  al  piano  verticale  VX, 
non  toccheranno  la  curva  se  non  a distanza  infinita. 

FlG.  CXIX.  5a6.  Due  generatrici  qualunque  del  sistema  A non  si  trova- 
no mai  in  uno  stesso  piano,  e la  superficie  è storta.  In  effetto 
consideriamo  le  rette  ( AD,A'D')  ed  ( A^G,  A'^G'):  se  queste 
s’incontrassero,  il  punto  della  loro  intersecazione  sarebbe  proiet- 
tato orizzontalmente  in  M ; ma  per  la  prima  retta  il  punto  M , 


intorno  al  comnn  centro  0,  segue  che  il  punto  D di  una , e quello  in  che 
il  suo  semidiametro  OD  prolungato  incontra  l'altra,  sono  piuti  omolo- 
ghi delle  due  curve  • e però  le  tangenti  applicate  in  essi  a queste  curve 
sono  parallele.  Ma  una  delle  tangenti  cioè  AB  è corda  dell'ellisse  UXYV; 
dunque  OD  è parte  del  semidiametro  conjugato  corrispondente  ad  essa 
corda,  e questa  in  conseguenza  resterà  divisa  dal  medesimo  per  metà  in  D. 
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essciulo  al  di  là  di  D che  apparticae  all’  ellisse  della  gola,  dee 
trovarsi  uella  falda  superiore  ia  M",  laddove  per  la  retta  (A^G, 
A\G')  il  puDto  M essendo  al  di  qua  di  G,  dee  necessariamente 
appartenere  alla  falda  inferiore  in  M';  dunque  le  ret(p  propo- 
ste non  s’incontrano,  ed  è in  oltre  l^en  chiaro  che  non  possono 
essere  parallele. 

Parimente  si  proverà  che  due  generatrici  del  sistema  B non 
mai  stanno  nel  medesimo  piano. 

527.  Per  contrario  ciascuna  generatrice  del 

primo  sistema  interseca  tutte  le  rette  del  secondo,  per  esempio 
(BD,B'D').  Imperciocché  il  punto  M,dove  s’incontrano  le  pro- 
iezioni orizzontali  di  queste  due  rette  , giace  in  ambedue  al  di 
qua  dei  punti  G e D che  spettano  all’ellisse  della  gola;  qui  dun- 
que i due  punti  proiettati  in  M sono  nella  falda  inferiore  del- 
l’iperboloide; e per  conseguenza  si  proiettano  tutti  e due  in  M', 
poiché  questa  falda  non  può  evidentemente  venir  tagliata  che  in 
un  sol  punto  della  verticaleM. Osserviamo  non  ostante,  che  quan- 
do una  generatrice  del  sistema  A ed  una  del  sistema  B passeran- 
no per  le  estremità  di  uno  stesso  diametro  deU’ellisse  della  gola, 
queste  due  rette  si  troveranno  parallele;  ma  ciò  non  toglie  che 
esse  giacciano  almeno  in  un  medesimo  piano. 

Al  modo  stesso  può  dimostrarsi  che  ogni  generatrice  del  si- 
stema B incontra  tutte  quelle  del  sistema  A , eccetto  una  sola 
che  1’  è parallela. 

528.  Ora,  il  movimento  di  una  retta  essendo  compiutamente 
determinato  (».d^/o)  per  la  condiziono  che  debba  costantemente 
appoggiarsi  a tre  rette  fisse  , ne  avviene  che  facendo  scorrere 
la  generatrice  (AD,A'D')  su  tre  rette  fisse  qualunque  del  siste- 
ma B,  essa  non  potrà  assumere  che  le  posizioni  A», A,, A4,... 
che  tutte  incontrano  queste  tre  direttrici  ( n.  Szi  );  e del  pari, 
facendo  scorrere  la  generatrice  ( BD , B'D'  ) sopra  tre  rette  del 
sistema  A , dovrà  coincidere  necessariamente  con  la  B , , B , , 

B4 Adunque  l’ iperboloide  attuale  gode  realmente  di  tutte 

le  proprietà  che  abbiamo  già  riconosciute  nella  superficie  storta 
del  n.  Sto  ; e se  le  tre  ellissi  direttrici  divenissero  cerchi,  si  ri- 
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cadrebbe  mVÌ iperboloide  di  rotazione, àx  cui  fu  parola  nei  nu- 
meri td^o,  iit, .... 

599.  Del  piano  Quando  l’iperboloide  ad  una  falda 

vien  definita  dalle  tre  ellissi  simili  citate  nel  n.  bzS ( curve  che 
FIG.  CXIV.  possono  costruirsi  facilmente  allorquando  i Ire  assi  0a  = 0'o', 
0^,0'c'  della  superficie  sono  dati),  è cosa  ben  facile  determina- 
re il  piano  tangente  relativo  ad  un  punto  dato  mediante  la  sua 
proiezione  orizzontale  M.  In  clTetto , se  conduciamo  per  M una 
tangente  AMB  all’  ellisse  della  gola  , questa  tangente  sarà  la 
proiezione  di  due  generatrici  rappresentate  verticalmente  dalle 
retto  A'D'  e B'D',  sulle  quali  converrà  proiettare  il  punto  dato 
in  M"  o in  M',  per  modo  che  il  punto  proposto  potrà  avere  due 
posizioni.  Consideriamo  da  prima  il  punto  (M,M")  posto  sulla 
retta  ( ADM, A'D'M")  : per  esso  passa  una  seconda  generatrice 
appartenente  al  sistema  B,  cioè  (B4.GM  , B'^G'M"),  la  quale  si 
ottiene  conducendo  per  M l’altra  tangente  MGB^  all’ellisse  della 
gola,  .\duuque  il  sistema  di  queste  due  generatrici  determinerà 
compiutamente  (n.  d>V^)il  piano  che  tocca  l’iperboloide  nel 
punto  ( M',M"  ) , e i piedi  di  queste  rette  daranno  immediata-  ' 
mente  la  traccia  orizzontale  AB^P  di  questo  piano  tangente.  Si 
avrà  poi  la  sua  traccia  verticale  PQ' mediante  l’orizzontale  (MQ, 
IVl'Q'  ) condotta  parallelamente  ad  AB« . 

Per  rispetto  all’  altro  punto  ( M,M'  ) , si  combineranno  in- 
sieme le  due  generatrici  (BMD,B'M'D')  ed  ( A^MGjA'^M'G') 
che  s’intersecano  in  esso;  e la  traccia  orizzontale  del  piano  tangen- 
te relativo  al  medesimo  punto  sarà  la  retta  A^B,  che  si  troverà 
evidentemente  parallela  ad  AB^.  La  traccia  verticale  poi  si  ot- 
terrebbe col  modo  stesso  poco  fa  tenuto. 

!J3o.  Per  avere  una  conveniente  simmetria  nella  rappresen- 
tazione dell’  iperboloide  fatta  col  mezzo  delle  sue  generatrici 
rettilineo,  bisogna  scegliere  le  corde  AB,A,B,,AjB,, . ...  sul 
piano  orizzontale  in  modo  che  ritornino  presto  o tardi  a metter 
capo , due  a due , negli  stessi  punti  dell’ ellisse  XYVU.  Ora,  se 
si  trattasse  di  un  cerchio,  è noto  ( n.tSo')  che  si  adempirebbe  a 
questa  condizione  dividendo  la  circonferenza  in  un  certo  nume- 
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ro  di  parti  eguali , ed  unendo  le  corde  che  sottendessero  un  nu- 
juero  costante  di  questi  archi  parziali;  cosicché  queste  cordo  sa- 
rebbero tangenti  al  cerchio  della  gola,  il  quale  risulterebbe  trac- 
ciato dalle  stesse  loro  intersecazioni  successive.  Se  dunque  , 
supponendo  effettuata  questa  costruzione  nel  cerchio  descritto 
sopra  VX  come  diametro  , s' immagini  eh’  esso  roti  intorno  a 
VX  tanto  che  abbia  per  proiezione  T ellisse  XYVU  , avverrà 
che  le  corde  primitive  si  proietteranno  in  altre  corde  che  neces- 
sariamente avranno  termine  a due  a due  negli  stessi  punti  del- 
l'ellisse; e di  più  queste  nuove  corde  toccheranno  evidentemen- 
te l’ellisse  interiore,  in  che  si  proietterà  il  primitivo  cerchio  della 
gola.  Donde  si  conchiude  che  bisogna  scegliere  i punti  A,  A,  , 

A,  , in  maniera  da  corrispondere  alle  ordinate  che  dividono 

il  cerchio  VX  in  archi  eguali , e tracciare  in  seguito  nell’ellisse 
XYVU  delle  corde  AB,AgB2  , . . . . che  sottendano  un  nume- 
ro costante  di  archi  di  ellisse,  comechè  questi  non  sieno  lunghi 
egualmente.  Determinate  cosi  le  generatrici  sul  piano  orizzon- 
tale, è facile  dedurne  le  proiezioni  verticali  proiettando  le  estre- 
mità A e B in  A'  e c' , non  che  in  »'  e B'  sulle  due  parallele 
V'X'e  V"X".  In  oltre  dalle  intersecazioni  successive  di  queste 
generatrici , qualora  sieno  abbastanza  numerose  , emergeranno 
il  contorno  dell’ellisse  della  gola  nel  piano  orizzontale , e i due 
rami  dell’  iperbole  parallela  al  piano  verticale. 

53 1.  Tizi.  COTXO  xsiivTOTo  dell’ iperboloide.  Se  pel  contro 
( 0,0'  ) di  quest’ultima  superficie  si  menino  delle  rette  rispetti-  FIG.  CXIX. 
varaenfe  parallele  alle  diverse  generatrici  del  sistema  A,  esse  lo 
saranno  pure  alle  generatrici  del  sistema  B,  jioiché  ciascuna  ret- 
ta di  un  sistema  ha  la  sua  parallela  nell’altro  ( n.  Ì2o  );  e si  pro- 
durrà in  tal  modo  una  superficie  conica  assintota  dell’  iperboloi- 
de proposta.  Per  dimostrarlo  cerchiamo  da  prima  la  traccia 
orizzontale  di  questo  cono  : il  lato  qualunque  Om  e le  due  ge- 
neratrici DA, UH  ad  esso  parallele  sono  tre  rette  esistenti  in  un 
medesimo  piano,  che  passa  pel  diametro  orizzontale  (D0II,D'0'); 
dunque  la  traccia  di  questo  piano  sarà  una  corda  RA  paral- 
lela a Don , e il  punto  tn  medio  di  questa  corda  sarà  eviden- 


Digilized  by  Google 


34.2  inno  VII.  deile  suPEnFiaE  storte. 

temente  il  piede  del  lato  Om.  Ragionando  similmente  per  un 
altro  qualunque  lato  e per  le  due  generatrici  dell’ iperboloide 
che  gli  sono  parallele,  si  vedrà  che  la  traccia  orizzontale  tmyx 
del  cono  risulterà  dai  punti  mcdii  di  tutte  le  corde  che  sottendo* 
no,  come  RA,  un  numero  costante  di  divisioni  nell’  ellisse  YYX; 
ma  dopo  ciò  che  abbiam  detto  nel  numero  precedente,  tutte  que- 
ste corde  hanno  per  inviluppo  l’ ellisse  toccata  dalle  medesime 
nei  loro  punti  medii,  la  quale  è simile  a VYX;  dunque  la  trac- 
cia vmyx  è realmente  una  ellisse  dotata  di  questa  proprietà,  ed 
il  cui  semiasse  maggiore  Ov  è eguale  a àK. 

Ora  il  cono  che  si  è costruito  è assintoto  dell'  iperboloide  ; di 
fatti , tagliando  queste  due  superGcie  con  piani  orizzontali , le 
sezioni  saranno  ellissi  rispettivamente  sìmili  a YYX  e vyx  , e , 
del  pari  che  queste  ultime,  avranno  per  dìlTerenza  dei  loro  se- 
miassi una  quantità  variabile  Yr  eguale  all’intervallo  Y'R'  che 
separa  l’iperbole  \'e'\"  dal  suo  assintoto  O'R.'.  Ma  questo  in- 
tervallo si  accosta  indefinitamente  a zero  a misura  che  sì  scende 
sotto  al  centro  0';  dunque  altresì  le  due  sezioni  prodotte  nell’i- 
perboloide e nel  cono  da  uno  stesso  piano  orizzontale,  che  si  al- 
lontana di  più  in  più  dal  centro,  saranno  ellissi  simili  che  si  av- 
vicinano indefinitamente  l’ una  all’  altra , quantunque  la  prima 
inviluppi  sempre  la  seconda  ; e però  queste  due  superficie  sono 
effettivamente  assintote  una  dell’altra. 

532.  Delle  sezioni  piane  dell'  iperboloide.  Per  aver  l'inlcr- 
l’iG.  CIX.  sccazione  di  questa  superficie  con  un  piano  dato  vf,  basta  cercare 

i punti  dove  questo  piano  incontra  le  diverse  generatrici  A,A', 
A",...  le  quali  si  sanno  costruire  ( n.  Sto  ) dietro  la  conoscen- 
za dello  tre  direttrici  ed  in  seguito  bisogna  unire  tutti 

questi  punti  con  una  linea  contìnua . La  tangente  di  questa  curva  * 
in  un  punto  assegnato  sarà  determinata  per  l’intersecazione  del 
piano  * col  plano  che  tocca  l’iperboloide  nel  punto  in  discorso, 
e che  abbiamo  insegnato  a costruire  ( n.  Sty). 

533.  Nel  caso  particolare  che  il  piano  dato  «'passasse  per  una 
generatrice  A del  primo  sistema,  il  secondo  ramo  d’intersecazio- 
ne sarebbe  necessariamente  rettilineo , poiché  la  superficie  è di 
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secondo  grado  ; e questa  retta  , che  apparterrebbe  al  secondo 
sistema , si  otterrebbe  cercando  solamente  i punti  in  cui  questo 
piano  * taglia  due  generatrici  k'  ed  k"  del  primo  sistema.  Di 
più  questo  piano  * sarebbe  tangente  alla  superficie  nei  punto 
comune  alle  due  generatrici  in  esso  contenute. 

fi34>  Quando  queste  due  generatrici  sono  parallele  tra  esse  , 
il  piano  «r  debb’ esser  considerato  come  assintoto  dell’  iperboloi- 
de , cioè  come  tangente  nel  punto  infinitamente  lontano,  dorè 
concorrerebbero  le  due  rette;  in  oltre  lo  stesso  piano  passerebbe 
necessariamente  (n.  Sui)  pel  centro  della  superficie,  e sarebbe 
tangente  al  cono  assintoto  , come  si  è veduto  ( n.  S3l  ) per  le 
generatrici  DA  ed  HR  della  figura  119.  Adunque  , ogni  piano 
tangente  al  cono  assintoto  dell’  iperboloide , produce  in  que- 
sta superficie  due  rette  parallele  al  lato  di  contatto  del  pia- 
no col  cono. 

535.  Per  conoscere  anticipatamente  la  natura  della  sezione 
prodotta  da  un  piano  dato  «f,  bisogna  esaminare  se  vi  ha  qualche 
generatrice  parallela  al  piano  secante;  perchè  allora  la  sezio- 
ne ammetterà  uno  o due  rami  infiniti.  A tal  fine  si  costruirà  la 
traccia  del  cono  assintoto  sul  piano  orizzontale,  conducendo  per 
lo  centro  0 dell’iperboloide,  determinato  come  si  disse  nel  n.Sut 
( od  anche  per  un  punto  qualunque  dello  spazio  ) delle  paralle- 
le ad  un  numero  sulEciente  di  generatrici  A, A', A"...;  poscia  si 
condurrà  pel  vertice  di  questo  cono  un  piano  *'  parallelo  a «• , 
ed  allora  potranno  aver  luogo  tre  distinti  casi. 

i.”  Se  la  traccia  del  piano  «''non  incontra  la  base  del  cono 
assintoto , non  esisterà  su  questo  cono  alcun  lato  parallelo  a «■, 
o lo  stesso  potrà  dirsi  delle  generatrici  dell’iperboloide,  le  quali 
sono  ( n.  S3f  ) rispettivamente  parallele  ai  lati  del  cono.  Adun- 
que in  tal  caso  la  curva  di  sezione  non  avrà  punti  situati  all’  in- 
finito , e sarà  pertanto  una  ellisse. 

a.®  Se  la  traccia  orizzontale  del  piano  «■'  incontra  in  due 
punti  la  base  del  cono  assintoto,  esisteranno  su  questo  cono  due 
lati  a ed  ck' paralleli  al  piano  *,  ed  anche  DeU’iperboloide  due 
generatrici  ( o e ù,a'  e ó'  ) di  ciascun  sistema,  che  adempiran- 
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no  a questa  condizioue;  e però  la  sezione  prodotta  dal  piano  «* 
amicottcrà  due  rami  infiniti  e sarà  ima  iperbole.  Per  trovarne 
gli  assintoti  si  condurrà  il  piano  P che  tocchi  il  cono  assin- 
toto  (*)  lungo  il  lato  » ; e siccome  questo  piano  conterrebbe 
(n.ò'J4)  le  due  generatrici  ae  b,  che  suiriperboloide  sarebbero 
parellele  ad  »,  così  esso  toccherà  questa  superficie  nel  punto  infi- 
nitamente lontano, dove  ae  b incontrerebbero  il  piano  secante  «r; 
e quindi  l’ intersecazione  dei  piani  P e somministrerà  Tassin- 
toto  di  questo  ramo.  L’altro  assintoto  verrà  determinato  per  la 
intersecazione  del  piano  n col  piano  P',  che  tocca  il  cono  assin- 
toto secondo  il  lato  »';  perchè  in  questo  piano  P'  sono  contenu- 
te le  due  generatrici  a'  e b'  parallele  ad 

3.®  Se  il  piano*'  condotto  pel  vertice  del  cono  assintoto  (ac- 
ca questo  cono  lungo  un  sol  lato  »,  non  esisterà  sull’iperboloide 
che  una  sola  generatrice  (a  e £)  di  ciascun  sistema  che  sia  pa- 
rallela ad  »;  dunque  la  sezione  prodotta  dal  piano  * non  avrà  che 
un  sol  ramo  infinito , e sarà  una  parabola.  Essa,  in  oltre,  non 
ammetterà  assintoto  , poiché  lo  stesso  piano  *'  è quello  che  , 
toccando  il  cono  aSsiutoto  , conterrebbe  ( n.  S34  ) le  due  gene- 
ratrici a e b parallele  ad  »,  e quindi  sarebbe  tangente  all’  iper- 
boloide nel  punto  infinitamente  lontano  dalla  curva  ; ma  essen- 
do parallelo  al  piano  secante  *,  la  loro  intersecazione,  che  rap- 
presenterebbe r assintoto,  giace  tutta  a distanza  infinita,  e più 
non  esiste  per  noi. 

536.  In  virtù  delle  precedenti  costruzioni  si  saprà  risolvere  , 
quando  c possibile , il  problema  seguente  : trovare  sopra  una 
data  iperboloide  una  generatrice  che  sia  parallela  ad  un  pia- 
no dato  *.  Poiché,  menando  pel  vertice  del  cono  assintoto 
il  piano  *'  parallelo  a *,  se  detto  piano  taglia  il  cono  secondo 
uno  o duo  lati  » ed  «',  i piani  tangenti  al  cono  stesso  lungo  que- 
sti lati  daranno  nelle  loro  intersecazioni  con  l’ iperboloide  le  ge- 
neratrici a'  e b'  parallele  ad  »,  c le  generatrici  a'  e b'  parallele 
ad  »',  lequali  soddisferanno  tutte  quattro allaquistione  proposta. 

(*)  Qui  fa  mestieri  ciie  il  cono  sia  stato  costruito  in  guisa  clic  il  suo  ver- 
tice cada  precisameiilo  nel  centro  ()  dell’iperboloide,  il  quale  centro  si  sa 
trovare  mediante  il  «.  02 1 . 


Digitized  by  Googlc 


CAPITOtO  HI.  — DELLA  PAnABOLOIDE  IPERBOLICA. 


34!> 


CAPITOLO  III. 

DELLA  PARABOLOIDE  IPERBOLICA. 


53/.  Chiameremo  cosi  la  superfìcie  generata  da  una  reità  mo- 
bile A che  scorre  sopra  due  rette  fase  B e B'  non  poste  in  uno  ptQ,  cxV- 
stesso  piano,e  che  in  oltre  si  tiene  costantemente  parallela  ad 
un  piano  dato  P , il  quale  chiamasi  piano  direttore  ; perchè  in 
seguito  ( n.  ) sarà  dimostrato  che  questa  superfìcie  è iden- 
tica all’ altra  indicata  con  tal  nome  nel  u.  89.  Per  costruire  le 
diverse  posizioni  della  generatrice  basta  condurre  per  ciascun 
punto  M , preso  ad  arbitrio  nella  direttrice  B,  un  piano  paral- 
lelo a P ; indi  cercare  il  punto  N dove  questo  piano  incontra 
l’altra  direttrice  B',  cd  unire  i due  punti  con  la  retta  AMN. 

Per  tal  modo  è chiaro  che  le  precedenti  condizioni  regolano 
compiutamente  il  moto  della  generatrice  , non  potendo  questa 
assumere  che  una  sola  posizione  per  ciascun  punto  M.  . ' 

538.  La  paraboloide  iperbolica  è una  superficie  storta;  per- 
che due  generatrici  qualunque  A ed  A'  , anche  non  vicine  in- 
finitamente fra  loro,  non  potrebbero  giacere  in  uno  stesso  piano 
senza  che  una  simil  cosa  avesse  luogo  anche  per  le  direttrici  B 
e B',  ciascuna  delle  quali  ha  due  punti  comuni  colle  prime;  ma 
ciò  contraddice  alla  definizione  data  nel  numero  precedente  : 
dunque  la  superfìcie  è storta  ( n,  Soo  ). 

53g.  La  superficie  in  discorso  ammette  , come  l’iperboloi- 
de storta  ( «.  St3  ) , un  secondo  modo  di  generazione  inverso 
del  primo,  e nel  quale  due  delle  generatrici  A, A',  A",  ...  di- 
verranno direttrici.  Per  darne  ragione  dimostriamo  che  ogni 
pianoDMY parallelo  alle  due  direttrici B e W produce  tiell’t-  j-ig,  cxv. 
perboloidc  una  retta  : il  che  riducesi  a provare  che  i tre  punti 
D,D',D",  nei  quali  esso  incontra  tre  generatrici  qualunque  A, 

A',  A",  stanno  in  linea  retta. 

44 
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Proiettiamo  tutta  In  figura  sopra  un  piano  QOX  altresì  paral- 
lelo alle  due  direttrici  B c e serviamoci  per  lince  proiettanti 
di  rette  oblique  (*) , ma  tutte  parallele  ad  una  linea  PO  arbi- 
trariamente condotta  nel  piano  direttore  POX.  Allora  B e B' 
avranno  per  proiezioni  due  linee  qualunque  b e 6';  ma  le  rette 
MDN , M'D'N',  avendo  i loro  piani  proiettanti  pa- 

ralleli a P,  saranno  proiettate  nelle  rette  mdn,m'd'n‘ ,m"d"n" 
parallele  necessariamente  alla  intersecazione  OX dei  piani  P e Q. 
Ciò  ]>05to , si  avrà  evidentemente 

^ M'D'  _ m'd<  M"D"  __  mi'd" 

DN  ~ dn  ’ D'M'  ~ d'n'  ’ D"N"  ~ ’ 

ma  da  un’altra  parte,  essendo  il  piano  DUV  parallelo  alle  due 
rette  B c B' , le  tre  altre  A,  A',  A"  possono  stimarsi  tagliate  da 
tre  piani  paralleli;  e quindi , per  un  teorema  conosciuto  di  geo- 
metria, si  ha 

MD  _ M'D'  _ M"D” 

DN  "■  D'N'  “ D"N'^’ 

dunque  sarà  pure 

md  m'd'  mf^  d!* 

md  d'nf  d"  »" 

Ora,  poiché  questi  rapporti  eguali  sussistono  fra  rette  paral- 
lele tniijVi'n' ,tn"n" , no  risulta  necessariamente  che  i punti  d, 
d',d",  stanno  in  una  medesima  retta  , la  quale  dee  convergere 
colle  due  beò'  verso  uno  stesso  punto  ; dunque  i punti  D,  D' , 
D"  dello  spazio  trovansi  nel  piano  proiettante  che  passa  per  la 
retta  dd'd";  e siccome  giacciono  pure  nel  piano  DUV  diverso 
dal  primo  , saranno  eifettivamente  per  diritto. 

54o-  Per  conseguenza  , se  si Jaccia  scorrere  su  due  generar 


(♦)  Noi  avevamo  finora  dimostrato  questa  proposizione,  conservando  le 
proiezioni  ortogonali , ed  adoperando  un  piano  QOX  perpendicolare  al 
piano  direttore  P;  il  che  lascia  sussistere  tutti  i ragionamenti  cd  i calcoli 
del  testo.  Ma  ij  procedimento  attuale  offre  il  vantaggio  di  porre  sotto  gli 
occhi  del  lettore  il  secondo  piano  direttore  Q,  che  la  paraboloide  iperbo- 
Uca  ammette. 
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tricik  ed  A'  del  primo  sistema  una  retta  mobile  B",  che  sia  rie.  c.VV- 
in  oltre  parallela  al  piano  genererà  la  stessa  paraboloide 

che  dianzi;  poiché  quando  B"  passerà , a cagion  d’esempio, 
per  D,  non  potrà  non  coincidere  con  la  retta  DD'D"  che  giace 
i^n.SSg')  su  queUa  paraboloide,  e che  adempie  già  le  condizioni 
imposte  a Ecco  dunque  un  secondo  modo  di  generazione  , 
in  cui  il  nuovo  piano  direttore  Q è parallelo  alle  due  direttrici 
B e B'del  primo  modo,  ed  in  cui  fanno  l’ulllcio  di  direttrici  due  ' 
qualunque  generatrici  del  primo  sistema  A. 

54i.  Proviamo  adesso  di  far  muovere  una  retta  B"  con  la 
condizione  che  si  appoggi  costantemente  su  tre  rette  qualunque 
A, A', A"  del  primo  sistema  , senza  imporle  la  restrizione  di  es- 
sere parallela  ad  un  piano  direttore.  Basterà  quella  condizione 
a pienamente  regolare  il  movimento  della  generatrice,  (n.  Sfa') 
edallorchè  questa  passerà, a cagion  di  esempio,  pel  puntoD,  do- 
vrà purcoincidere  con  DD'D”cho  adempie  tal  condizione, onde 
B"  descrive  altresì  la  stessa  paraboloide  che  dianzi.  Ecco  dun- 
que ancora  un  terzo  modo  di  generazione  , dove  questa  super- 
ficie vien  prodotta  dal  movimento  di  una  retta  B"  che  scorre 
costantemente  su  tre  retto  Jisse k,k.' ,k"  parallele  ad  uno  stes- 
so piano  ; perchè  adesso  le  tre  direttrici , in  luogo  di  giacere 
in  un  modo  qualunque,  trovansi  per  la  definizione  del  u.  53j 
parallele  tutte  al  piano  P , per  modo  che  , sotto  questo  punto 
di  veduta,  la  paraboloide  iperbolica  è un  caso  particolare  dell’i- 
perboloide ad  una  falda  ( n.  Sio  ).  Per  altro  , quantunque  non 
siasi  imposta  alla  retta  B"  la  condizione  di  tenersi  parallela  ad 
un  piano  fisso,  questa  condizione  è nondimeno  soddisfatta,  giac- 
che le  posizioni  che  prenderà  essa  retta , sono  già,  come  DD'D", 
tutte  parallele  al  piano  Q ; il  che  va  di  accordo  colla  osserva- 
zione del  n.  Si8. 

E pure  evidente  che  questa  generazione  ne  ammette  per  re- 
ciproca una  quarta , in  cui  farebbesi  muovere  la  retta  A su  tre 
qualunque  generatrici  del  sistema  B ; poiché  questa  retta  non 
potrebbe  assumere  {n.Sto)  che  le  posizioni  A', A", ...  le  quali 
adempiono  già  questa  condizione,  ed  in  oltre  si  terrebbe  paral- 
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loia  al  piano  P , quantuiiquo  non  se  le  imponesse  questa  restri- 
zione. 

FIO.  CXV.  542.  Adunque  i per  ciascun  punte  D preso  ad  arbitrio  nella 
paraboloide  passano  due  rette  situate  interamente  sulla  superfi- 
cie, ed  appartenenti  una  al  sistema  A e l’altra  al  sistema  B ; 
2.°  due  generatrici  del  medesimo  sistema  non  si  trovano  mai  in 
uno  stesso  piano  , poiché  quanto  fu  dimostrato  nel  n.  S38  per 
le  rette  A, A', A", ...  si  applica  pure  con  evidenza  alle  rette  B, 
B'jB", ...;  3.°  ciascuna  generatrice  di  un  sistema  interseca 
tutte  quelle  dell’altro  sistema  senza  che  ve  ne  abbia  due  paral- 
lele; poiché  se  questa  circostanza  avesse  luogo  per  A"'eW",  a 
cagiou  d’ esempio , ne  seguirebbe  che  queste  rette  sarebbero  an- 
che parallele  all’  intersecazione  OX  dei  due  piani  direttori , il 
che  è impossibile  eccetto  che  non  si  riguardino  come  situate 
a distanza  infinita;  4.°  una  retta  qualunque  non  può  interseca- 
re una  paraboloide  in  più  di  due  punti;  perciocché  se  avesse  tre 
punti  comuni  con  questa  superficie  si  appoggerebbe  ( n.  ) 
(ulta  sulla  paraboloide. In  oltre  per  ottenere  i punti  d’interseca- 
zione farà  mestieri  costruir  la  sezione  prodotta  nella  superficie  da 
un  piano  verticale  od  orizzontale  , menato  per  la  retta  data. 

!>43.  Finalmente  , poiché  nel  primo  modo  di  generazione  le 
diverse  posizioni  A, A',  A", . . . della  generatrice  vengon  date  da 
piani  paralleli  a P,  che  tagliano  le  direttrici  B e B'  nei  punti  M 
ed  N,  M'  ed  N', . . . questi  piani,  per  una  conosciuta  proprietà 
geometrica  , divideranno  le  rette  B e B'  in  parti  proporzionali, 
ovvero  sarà 

M.M'  M'M"  M"M'" 

N N'  “ N'  ~ WW'  ~ • 

dal  che  risulta  che  invece  di  un  piano  direttore  potrebbero  as- 
segnarsi duo  posizioni  primitive  A ed  A'  della  retta  mobile,  indi 
assoggettar  questa  a scorrere  su  B e B'  in  maniera  che  le  parti 
delle  B e B'  intercette  fra  la  retta-mobile  ed  una  delle  sue  due 
posizioni  primitive,  sieno  sempre  proporzionali  alle  MM'  ed 
NN'.  Questa  via  sarà  di  un  uso  molto  comodo  per  eseguire 
in  rilievo  la  paraboloide  iperbolica;  perciocché,  dopo  aver 
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costruito  un  quadrilatero  storto  come  MNN'"M"',  i cui  lati 
od  angoli  sieno  invariabili , basterà  dividere  i lati  opposti 
MM"'  ed  NN'"  in  uno  stesso  numero  di  parti  eguali , e con- 
giungendo le  divisioni  corrispondenti  per  mezzo  di  Jili  tesi  in  li- 
nea retta,  si  avrà  una  rappresentazione  genuina  di  queste  su- 
perficie. Per  collocarvi  anche  le  generatrici  del  sistema  B , fa- 
rà mestieri  dividere  pure  gli  altri  due  lati  .MN  ed  in 

uno  stesso  numero  di  parli  eguali , ed  unire  i punti  corrispon- 
denti di  divisione  con  altri  fili  tesi,  che  allora  dovranno  appog- 
giarsi da  loro  medesimi  sui  primi , e non  formare  che  una  sola 
ed  identica  superficie,  in  cui  le  due  generazioni  si  troveranno 
espresse  in  una  maniera  ben  pronunziate  ( F ^dete  il  n.  e 
lafg.  izo). 

544-  d)el piano  tangente.  Quando  il  punto  di  contatto  G sarà  FIO-  CXT. 
dato  sopra  una  generatrice  conosciuta  AMGN , basterà  costrui- 
re soltanto  un’altra  generatrice  A'  del  medesimo  sistema,  im- 
piegando il  magistero  del  num.  SSj  se  la  paraboloide  è defi- 
nita da  un  piano  direttore  P ; e se  lo  fosso  da  tre  direttrici  B , 

B',B"  parallele  ad  un  medesimo  piano,  s’impiegherebbe  il  mez- 
zo tenuto  nel  n.  ^to.  Conosciute  le  generatrici  A ed  A',  si  faran- 
no queste  tagliare  da  un  piano  condotto  per  G parallelamente 
alle  direttrici  B e B',  c la  congiungenle  GII  dei  punti  di  seziono 
giacerà  ( n.  ^3g)  sulla  paraboloide  ; dunque  il  sistema  delle  due 
rette  AG  e GII , che  sono  tangenti  di  loro  stesse , determinerà 
il  piano  tangente  della  superficie  nel  punto  dato  G. 

Se  fosse  data  soltanto  la  proiezione  orizzontale  g del 
punto  di  contatto,  senza  esser  data  la  generatrice  che  lo  contie- 
ne, bisognerebbe  trovar  prima  l’ altra  proiezione  di  esso  punto. 

A questo  fine  si  condurrebbe  per  g un  piano  verticale  qualun- 
que, di  cui  si  troverebbero  le  intersecazioni  con  diverse  genera- 
trici, e il  luogo  geometrico  di  questi  punti  darebbe  la  proiezio- 
ne verticale  della  sezione  prodotta  dal  piano  nella  superficie  ; 
allora  si  proietterebbe  il  pimto g su  questa  curva,  ed  avendo  cosi 
le  duo  proiezioni  g c g'  del  punto  di  contatto,  sarebbe  assai  fa- 
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Cile  condurre  per  questo  punto  la  generatrice  che  incontra  le 
B e B';  con  che  si  tornerebbe  al  ca;o  precedente. 

546.  La  superficie  storta  di  cui  si  tratta  è identica  alla  para- 
boloide iperbolica  descritta  nel  n.8g.  Infatti  questa  superficie 
storta  è di  secondo  grado;  poiché  senza  effettuar  calcoli,  si  vede 
facilmente  che  le  condizioni  esprimenti  che  la  retta  mobile  A 
incontra  le  B e B',  e si  tiene  parallela  al  piano  P,  scelto,  se  si 
. vuole,  per  uno  dei  piani  coordinati,  condurrebbero  ad  una  equa- 

zione ebe  non  eccede  il  secondo  grado  ; e questa  conseguenza 
va  d’ accordo  coll’  ultima  osservazione  del  n.  ^4^.  In  oltre  que- 
sta superficie  storta  non  ammette  alcuna  sezione  piana  che  sia 
curva  CHIUSA , come  dimostreremo  nel  n.SSs;  e d’altronde 
non  può  essere  un  cilindro  a base  iperbolica  o parabolica , atte- 
soché è superficie  storta , fa  dunque  mestieri  eh’  essa  coincida 
colla  paraboloide  iperbolica  del  n.8g,  perché  tutte  le  altre  super- 
ficie di  secondo  grado  ammettono  sezioni  ellittiche,  in  virtù  del- 
la stessa  loro  generazione.  ( Vedete  il  capitolo  /.  del  lib.  II). 

547'  Sezioni  piane  della  paraboloide  ìpìrboHca.  Si  ottiene 
FiG.  C\v.  la  curva  di  sezione  di  questa  superficie  con  '.n  piano  dato  «f  co- 
. Btruendo  i punti , dove  questo  piano  incontra  le  diverse  genera- 
trici A,A',A", ...  ; e la  tangente  ad  essa  curva  in  un  punto  da- 
to, risulta  dall’intersecazione  del  piano  * col  piano  tangente  alla 
paraboloide  nel  punto  stesso  , piano  che  si  costruisce  come  fu 
detto  nel  n.  ^44“  Circa  la  natura  della  sezione,  può  essere  anti- 
cipatamente preveduta  mercé  le  seguenti  regole. 

S48.  Da  prima,  se  il  piano  secante  «■  passa  per  una  retta  A 
della  paraboloide,  l’allro  ramo  deU’inlersecazione  sarà  pur  retti- 
lineo, attesoché  la  superficie  é di  secondo  grado  ; c per  ottener- 
lo si  cercano  solo  i punti  D'  e D",  in  cui  «r  taglia  due  altre  ge- 
neratrici A'ed  A^'dallo  stesso  sistema  che  A ; e tutta  la  sezione 
verrà  composta  dalle  duo  rette  A e DD'D",  in  guisa  che  il  pia- 
no * sarà  tangente  in  D , e secante  in  tutti  gli  altri  punti  delle 
stesse  rette. 

549*  Nel  caso  più  particolare  che  il  piano  il  quale  passa 
per  A,  fosse  parallelo  al  piano  direttore  P corrispondente  a que- 
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sla  generatrice,  esso  non  intersecherebbe  più  le  altre  generatrici 
del  medesimo  sistema , per  modo  che  il  secondo  ramo  della  se* 
rione,  che  nel  caso  precedente  era  DD'D",  si  allontanerebbe 
tutto  all’infinito.  Allora  dunque  la  sezione  ridurrebbesi  alla  sola 
retta  A ; ma  il  piano  * dovrebbe  sempre  considerarsi  come  tan- 
gente alla  paraboloide  in  un  punto  della  A,  infinitamente  lonta- 
no, ovvero  come  un  piano  assinioto  della  superficie. 

550.  Generalmente,  sia  «r  un  piano  qualunque  non  parallelo 
all’intersecazione  OX  de’ due  piani  direttori;  esso  taglierà  questi 
secondo  alcune  rette  8 e 8' non  parallele  ad  OX,  ed  allora  esisterà 
in  ciascun  sistema  una  generatrice  parallela  a *.  Infatti  condu- 
ciamo per  la  direttrice  B un  piano  BCE  parallelo  alla  traccia  8; 
questo  piano  taglierà  necessariamente  la  direttrice  B'  in  un  cer- 
to punto  N",  e menando  per  questo  punto  la  retta  N"M"A" 
parallela  a 8,  essa  incontrerà  la  direttrice  B,  e sarà  evidentemen- 
te una  generatrice  parallela  al  piano  Al  modo  stesso  condu- 
cendo per  la  generatrice  A un  piano  parallelo  a 8',  esso  taglie- 
rà un’altra  retta  A'  del  medesimo  sistema  in  un  punto  D',  pel 
quale  potrà  menarsi  un’altra  generatrice  B",  che  sarà  parallela 
a 8'  ed  al  piano  «r.  Dal  che  si  deduce  che  la  sezione  prodotta  da 
questo  piano  * avrà  due  rami  aperti  e convergenti  verso  i punti 
infinitamente  lontani,  ove  andrebbe  ad  incontrare  le  due  gene- 
ratrici A"  e B";  sezione  che  pertanto  sarà  una  iperbole^  di  cui 
imprendiamo  a costruire  gli  assintoti. 

Conduciamo  per  la  generatrice  A''  un  piano  parallelo  a P: 
esso  toccherà  la  paraboloide  nel  punto  situato  a distanza 

infinita  sopra  A";  dunque  l’intersecazione  di  questo  piano  tan- 
gente col  piano  * della  curva  sarà  l’assintoto  del  ramo  che  con- 
verge verso  A",  e questo  assintoto  sarà  evidentemente  parallelo 
alla  steraa  genatrice.  L’altro  assintoto  cadrà  similmente  nell’  in- 
tersecazione del  piano  * col  piano  condotto  per  B"  paral- 
lelamente al  secondo  piano  direttore  Q , e sarà  parallelo  a B". 

551.  Finalmente,  supponiamo  che  il  piano  secante  * sia  pa- 
rallelo all’intersecazione  OX  dei  due  piani  direttori,  nel  qual  caso  fig,  CXT. 
lo  duo  sue  tracce  8 e 8'  su  questi  ultimi  saranno  ancor  esse  pa- 
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rallcle  ad  OX . Allora , se  si  voglia  una  generatrice  parallela  a 
■w , bisognerà  pure  condurre  per  B un  piano  BCE  parallelo  a 5; 
ma  ora  questo  piano  non  incontrerà  più  alcuna  delle  generatrici 
B',B", . . . perchè  sarà  evidentemente  parallelo  a Q;  dunque  la 
generatrice  parallela  a «'  nel  sistema  A è trasportata  interamente 
a distanza  infinita.  Avverrà  lo  stesso  della  generatrice  che  nel 
sistema  B fosse  parallela  a «r,  in  guisa  che  la  curva  prodotta  dal 
piano  sarà  pure  aperta,  essendovi  delle  generatrici  che  a gra- 
do a grado  si  allontanano , c tendono  indefinitamente  ad  essere 
parallele  a ma  questa  curva  non  avrà  più  assìntoto,  perdiè 
tal  retta  sarebbe  data,  come  si  è veduto  nel  numero  precedente, 
dall’ intersecazione  del  piano  c con  un  piano  «'  o parallelo  a 
P oppure  a Q,  e condotto  per  la  generatrice  parallela  a *:  ma 
questa  generatrice  c adesso  trasportata  tutta  a distanza  infinita  ; 
dunque  anche  il  piano  si  allontana  indefinitamente,  e non  dà 
più  assinloto;  per  la  qual  cosa  la  sezione  relativa  al  caso  attuale 
è una  parabola. 

55a.  Riassumendo  questa  discussione,  si  vede  i.®  che  ogni 
piano  * parallelo  alla  intersecazione  OX  dei  due  piani  diret- 
tori (*)  produce  una  sezioxe  parabolica  ; e se  dippiù  è pa- 
rallelo ad  uno  dei  piani  direttori,  la  parabola  si  riduce  ad 
una  sola  retta  ( n.  3%  ). 

2. ®  Se  il  piano  secante  * non  è parallelo  alla  interseca- 
zione OX  dei  due  piani  direttori,  la  sezione  è una  iperbole, 
ma  degenera  in  due  rette  che  si  tagliano,  quando  il  piano 
secante  passa  per  una  generatrice  della  superjicie  ( n.à'4S ). 

3. ®  /n  niun  caso  la  sezione  prodotta  da  un  piano  nella 
paraboloide  può  essere  una  curva  chiusa. 

553.  Osserviamo  pure  che  le  costruzioni  indicate  nel  n.  Aìio 
serviranno  a sciogliere  il  problema:  trovare  sopra  una  data pa- 


(*)  Si  vedrà  nel  n.  S6o  che  questa  retta  OX  è l'asse  principale  dello 
paraboloide , o ehc  almeno  gli  è parallela  ; perchè  i duo  piani  direttori 
non  sono  determinati  quanto  alla  loro  posizione  assoluta,  ma  solo  per  rap- 
jwrto  alla  loro  direzione. 


Digitized  by  Googl 


ClPITOtO  III.— DELLA  paraboloide  IPERBOLICA  3!)3 

vabt^oxde  una  generatrice  che  sia  parallela  ad  un  piano  da- 
to Vi  saranno  due  soluzioni  allorché  questo  piano  * non  sa- 
rà parallelo  all’intersecazione  dei  due  piani  direttori;  ed  il  pro- 
blema sarà  assurdo  quando  «r  sarà  parallelo  a tale  intersecazio- 
ne, ammeno  che  noi  sia  nel  tempo  stesso  ad  uno  dei  piani  diret- 
tori, nel  quale  caso  vi  hanno  infinite  soluzioni  somministrate  da 
tutte  le  generatrici  parallele  a questo  piano  direttore. 

Problesia.  Rappresentare  una  paraboloide  generala  da  una 
retta  mobile  che  scorre  su  due  rette  Jisse  B e B,,  c si  tiene 
■ parallela  ad  un  dato  piano  direttore  P;  e costruire  il  pia- 
no tangente  a questa  superficie  in  un  punto  dato. 

554-  A fine  di  dare  al  disegno  tutta  la  simmetria,  che  potreb- 
besi  cercare  nella  costruzione  di  un  modello  in  rilievo,  faremo 
osservare  che  un  piano  Q parallelo  alle  due  rette  date  B e B,, 
sarebbe  il  piano  direttore  del  secondo  modo  di  generazione 
(n.^4o)  della  paraboloide  cercata  ; e siccome  questo  piano  Q è 
evidentemente  determinato , almeno  in  direzione  , dagli  attuali 
dati  del  problema,  ci  sarà  sempre  permesso  di  adottare  le  dispo- 
sizioni seguenti  : - 

I Sceglieremo  per  piano  orizzontale  di  proiezione  un  pia- 
no perpendicolare  ai  due  piani  direttori  P e Q , i quali  saranno  Fltr.  CXX. 
allora  indicati  dalle  loro  tracce  orizzontali  op  cd  oq. 

2. ®  Dirigeremo  il  piano  verticale  di  proiezione  in  modo  che 
sia  parallelo  alla  retta  og,  la  quale  divide  in  parti  eguali  l’angolo 
poq-,  indi  tracceremo  le  proiezioni  (CD,C'D')  della  retta  data  B, 
c le  proiezioni  (EF,C'P') dell’altra  direttrice  B,,  osservando  che 
le  due  proiezioni  orizzontali  CD  ed  EF  dovranno  essere  neces- 
sariamente parallele  tra  esse,  dietro  la  condizione  i.®,  poiché 
saranno  ambedue  parallele  alla  traccia  oq  del  piano  direttore  Q. 

3. ®  Possiamo  ancora  innalzare  o abbassare  il  nostro  piano 
orizzontale  di  tanto  che  la  linea  della  terra  YY'  passi  pel  punto 
C',  in  cui  si  tagliano  le  due  proiezioni  verticali  delle  direttrici 
B e B,;  ed  allora  le  tracce  orizzontali  C ed  E di  queste  rette  si 
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troveranno  in  una  stessa  perpendicolare  CE  alla  linea  della  terra. 

4.®  Limiteremo  queste  direttrici  ai  due  punti  (D,D'),  (P, 
F'  ) , dove  incontrano  il  piano  verticale  DOF  innalzato  perpen- 
dicolarmente sul  mezzo  della  CE,  per  modo  che  la  figura  CDEF 
sarà  un  rombo,  il  cui  centro  0 sarà  la  proiezione  deirna^e  della 
paraboloide , come  si  vedrà  nel  n.  S6o,  purché  le  direttrici  B e 
D,  sieno  egualmente  inclinate  all’attuale  piano  orizzontale.  Per 
verità  quest’ ultima  condizione  potrebbe  non  essere  adempiuta 
dalle  direttrici  assegnate  dalla  quistione  , ma  noi  gui  terremo 
che  sia  verijkaia,  e che  in  conseguenza  i punti  (D,D'),  (F,P') 
sieno  egualmente  alti , atteso  che  in  tutti  i casi  noi  daremo  ( n. 
Ò60  ) il  modo  di  trovare  fra  le  generatrici  della  paraboloide  due 
rette  egualmente  inclinato  alla  verticale,  e tali  per  conseguenza 
da  poter  essere  sostituite  alle  direttrici  date  ( CD,C'D'),  (EP, 
C'F'), allorché  quesl’ultime  non  adempiono  a quella  condizione. 

FiG.  CXX.  555.  Ciò  premesso,  la  retta  che  unirà  i punti  (D,D')ed  (E, 
C')  sarà  evidentemente  parallela  al  piano  direttore  P,  poiché  la 
sua  proiezione  orizzontale  DE  sarà  parallela  alla  traccia  op  ài 
questo  piano  verticale  P , in  virtù  delle  condizioni  2.°  e 4.®  del 
numero  precedente.  Dunque  (DE,D'C')  é una  posizione  della 
generatrice  movibile  A ; e siccome  avverrà  lo  stesso  della  retta 
(CFjC'F'),  si  vede  che  dividendo  in  uno  stesso  pumero  di  parli 
eguali  le  due  date  direttrici  ( CD, C'D'),  (EF, C'F'),  e poi  unen- 
do i punti  di  divisione  o e 16,  i e i5,  2 e i4,  3 e i3, . . , . si 
avranno  così  le  diverse  generatrici  del  sistema  A , cioè 
(DE,D'C'),...  (GH,G'H'),...  (CF,C'F'); 
e dippiù  tutte  queste  rette  saranno  proiettate  orizzontalmente  in 
allrellantc  parallele  alla  traccia  op  del  piano  direttore  P. 

556.  Quanto  alle  proiezioni  verticali  delle  stesse  generatrici, 
esse  formeranno  collo  successive  loro  intersecazioni  una  curva 
D'O'F'  inviluppo  di  tutte  queste  rette , e che  sarà  una  parabo- 
la. Infatti,  ciascuna  generatrice  G'H'  somministrando  evidente- 
mente la  proporzione  F'G':  G'C'  ; : C'H':  II'D',  ne  risulta  che 
nella  curva  inviluppante  dne  tangenti  condotte  per  un  medesimo 
punto  vengon  tagliate  da  una  terza  tangente  in  parli  reciproca- 
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mente  proporzionali  : proprietà  conosciuta  della  parabola  di  se- 
condo grado.  Da  un’altra  parte,  poiché  la  curva  D'O'P'  forma 
il  contorno  apparente  della  superficie  sul  piano  verticale , biso- 
gnerà/>tin/e^yiare  quelle  parti  delle  generatrici  che  si  troveran- 
no al  di  là  del  contorno  apparente;  cosi,  per  esempio , la  retta 
( GMH,G'M'H'  ) sarà  visibile  sul  piano  verticale  nella  porzione 
G'M',  ed  invisibile  nella  porzióne  M'H'.  Dippiù  il  punto  di  con- 
tatto M' che  separa  le  due  parti,  sarà  necessariamente  proiettato 
in  M sulla  diagonale  DF;  poiché  nella  parabola  D'O'F',  in  vir- 
tù della  proprietà  ricordata  di  sopra , si  ha 

Il  :5; 

ma  nel  rombo  CDEIF  si  ha  pure  evidentemente 
GM:MH  ::GF:DH  ::  Il  :5, 
dunque  se  ne  desume  G'M':  M'H'  I ; GM  : MH,  c però  il  pun- 
to M'  si  proietta  in  M.  Questa  circostanza , che  si  riproduce  in 
tutte  le  generatrici , prova  che  la  parabola  D'O'F'  non  è altro 
che  la  sezione  prodotta  dal  piano  verticale  DOF  nella  paraboloi- 
de io  quistione. 

55/.  Se  ora  si  proiettasse  la  medesima  paraboloide  sopra  un 
piano  verticale  VZ"  parallelo  alla  diagonale  CE , le  direttrici 
primitive  diverrebbero  le  rette  (CD,C"D"),  (EP,E"D"),  e si 
dimostrerebbe  come  dianzi , cbe  le  proiezioni  delle  generatrici 
firmerebbero  colie  loro  intersecazioni  successive  un’altra  para- 
bola G"0"E",  la  quale  rappresenterebbe  la  sezione  prodotta 
dal  piano  verticale  COB  nella  superficie’.  I lettori  familiarizzati 
con  l’applicazione  dell’analisi  alla  geometria  a tre  dimensioni 
ravviseranno  nei  piani  verticali  OY  ed  OZ,  che  producono  quel- 
lo parabole , s dm  piam  diameérali  primipaU  della  paraboloi- 
de iperbolica,  i quali  debbono  intersecarsi  {n.gi  ) neirar^e  um*- 
eo  di  questa  superficie;  ed  effettivamente  sarà  dimostrato  (n.S6o) 
che  la  retta  ( 0,0'X')  sia  quest’asse. 

558.  La  paraboloide  iperbolica  ammette,  come  abbiam  vedu- 
to nel  n.  S4^  , un  secondo  sistema  di  generatrici  rettilinee  pa- 
rallele al  piano  direttore  Q,  determinato  dalle  due  direttrici  pri- 
mitive B e Bg,  o ( CDjC'D'  ) ed  ( EF,  C'P'  ),  e rappresentato  i io.  cxx 
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in  direzione  dal  piano  verticale  oq.  In  conseguenza  queste  nuo> 
ve  generatrici  saranno  proiettate  orizzontalmente  in  rette  paral- 
lele alla  traccia  07,  e siccome  debbono  appoggiarsi  a’  due  rette 
qualunque  del  primo  sistema  A,  per  esempio  alle  ( DE,D'C'  ) 
e ( CFjC'F'  ),  le  cui  estremità  corrispondono  ( n.  S54-  ) a’ piani 
verticali  DC  ed  EF  paralleli  ad  oq,  si  vede  che  basterà  dividere 
in  ano  stesso  numero  di  parti  uguali  queste  due  nuove  direttrici 
( DE,D'C'),  ( CFjC'F'),  e poscia  unire  i punti  di  divisione  o o 
16,  1 e ib,  2 e i4)  3 e i3,....  con  che  si  avranno  le  diverse  ge- 
neratrici del  sistema  B , cioè 

(CD,C'D'  ) (FE,F'C'). 

55g.  Queste  rette  del  sistema  B sì  confonderanno  in  proie- 
zione verticale  con  quelle  del  sistema  A già  costrutte,  perche 
nel  rombo  CDEF  è chiaro  che  i punti  G e ^ , H cd  4 si  trove- 
ranno a due  a due  su  delle  perpendicolari  alla  linea  della  terra, 
onde  le  proiezioni  verticali  di  queste  generatrici  del  sistema  B 
saranno  ancora  tangenti  alla  paiTabola  principale  D'O'F'  ; ma 
le  parti  visibili,  come  ( ),  cadrebbero  sulle  parti  pun- 

teggiate delle  generatrici  del  sistema  A,  e reciprocamente.  Ec- 
co perchè,  a fine  di  rendere  agli  occhi  più  distinte  le  due  falde, 
l’ anteriore  e la  posteriore  al  piano  verticale  DOF,  non  abbia- 
mo rappresentato  le  generatrici  del  sistema  B come  realmente 
esistenti  , ma  le  abbiamo  segnato  soltanto  con  linee  miste  sul 
piano  orizzontale. 

Una  coincidenza  analoga  avrà  luogo  sul  piano  verticale  VZ", 
dove  le  generatrici  del  sistema  B saranno  anche  tangenti  alla 
parabola  principale  C"0"E". 

56o.Per  trovare  Wvertiee  e fosse  della  paraboloide  iperbolica 
bisogna  far  capo  dall’ analisi , o pure  ammettere  in  qualità  di 
definizioni  le  relazioni  seguenti:  f.sss£  della  paraboloide  iper» 
bolica  è una  retta  parallela  ai  due  piani  direttori  P e Q , e 
tale  che  incontra  la  superficie  in  un  punto, pel  quale  passano 
due  generatrici  perpendicolari  ad  essa  retta;  questo  punto  poi 
dicesi  vEHTicE  ( n.  gt  ).  Dopo  ciò  si  vede  che  qualunque  sieno 
i dati,  bisognerà  generalmente  condurre  un  piano  e perpendi- 
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colare  a P e Q , e cercare , come  al  n.  3S3^  le  due  generatrici 
che  sono  parallele  a «r.  Allora  il  punto  d’incontro  di  queste  due 
rette  sarà  il  vertice  dimandato;  e la  perpendicolare  a ir,  menata 
per  questo  punto,  sarà  l’asse  della  superGcie. 

Ma  qui,  avendo  noi  adottato  ( n.  334  ) i dati  più  simmelri. 
ci , è chiaro  che  l’asse  della  paraboloide  è verticale,  e che  pel 
punto  (0,0')  passano  due  generatrici  orizzontali  (R-'0'I',R0I)  FIG,  CXX. 
e ( K'0'I',A04  ) ; dunque  il  punto  (0,0'  ) è il  vertice  richiesto, 
e quindi  la  retta  ( 0,C'0'X'  ) è l’asse. 

Fra  le  condizioni  ammesse  nel  n.334  ve  ne  ha  una  sola,  cui 
non  è sempre  permesso  di  adempire  , ed  è quella  che  suppone 
le  date  direttrici  uffualmenle  inclinate  al  piano  orizzontale  da  noi 
scelto.  Allorché  questa  relazione  non  e veriGcata , ne  risulterà 
soltanto  che  i punti  D'  ed  F'  non  si  troveranno  alla  stessa  altez* 
za  , e che  il  centro  0 del  rombo  CDEF , formato  come  si  disse 
nel  {n.334),  non  sarà  più  la  proiezione  del  vertice  della  superfi- 
cie ; ma  allora  si  otterrà  questo  vertice  col  metodo  generale  , o 
più  semplicemente  menando  una  tangenie  orizzontale  alla  pa- 
rabola D'O'F'.  In  oltre  si  potranno  anche  avere  due  direttrici  si- 
mili a quelle  da  noi  assunte,  conducendo  a questa  parabola  due 
tangenti  egualmente  inclinate  alla  verticale;  c riguardando  que- 
ste rette  come  due  generatrici  della  paraboloide,  se  ne  troveranno 
con  facilità  le  proiezioni  orizzontali,  che  allora  serviranno  a for- 
mare il  rombo  il  cui  centro  corrisponderà  esattamente  al  vertice 
della  superficie. 

56 1.  Per  manifestare  chiaramente  la  forma  inversa  delle  due 
falde  della  paraboloide,  che  sono  una  al  di  sopra  e l’altra  al  .di 
sotto  del  vertice  unico  ( 0,0'  ),  in  cui  esse  riunisconsi  senza  di- 
scontinuità , tagliamo  questa  superficie  con  diversi  piani  perpen- 
pendicolari  all’asse  ( 0,C'0'X'  ).  Sia  L'R'  uno  di'questi  piani  : 
esso  incontra  le  proiezioni  verticali  delle  generatrici , che  abbia- 
mo costrutte,  in  pqnti  che  si  proietteranno  sul  piano  orizzontale, 
c che  formeranno  una  curva  composta  di  due  rami  indefiniti , 
ma  separati,  LM/,RN>".  Questa  curva  è necessariamente  una  i- 
pcrbolc  {n.  33o) , il  cui  asse  reale  c qui  (MN,M'N'  );  ma  se  il 
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piano  secante  fosse  al  di  sotto  del  vertice,  come  T'W' , allora 
la  sezione  che  sarebbe  ancora  ( ».  SSo  ) una  iperbole  TUW  , 
tuw,  avrebbe  per  asse  reale  la  retta  ( Uu,U.'  ) ; e se  il  piano  se- 
cante passasse  precisamente  pel  vertice  (0,0'),  la  sezione  ridur- 
rebbesi  alle  due  rette  (KOI  ,R'I')  e ( AOt , R'I'  ) , le  cui  proie- 
zioni orizzontali  sono  gb  assintoti  comuni  alle  due  sezioni  pre- 
cedenti. 

562.  Il  piano  tangente  in  un  punto  qualunque  della  parabo- 
loide , dato  mediante  la  sua  proiezione  orizzotale  X , si  otterrà 
menando  le  generatrici  X»  e XC  rispettivamente  parallele  alle  DE 
e DC;  indi,  se  si  proiettano  sul  piano  verticale  i due  punti  dove 
ciascuna  di  queste  rette  interseca  i lati  opposti  del  rombo  CDEF, 
ù avranno  le  proiezioni  verticali  di  queste  generatrici,  e resterà 
a far  passare  un  piano  per  queste  due  rette.  Noi  qui  non  ese- 
guiremo queste  costruzioni  per  impedire  ebe  il  disegno  non  di- 
venga alquanto  confuso  ; ma  esse  non  presenteraimo  alcuna  dif- 
ficoltà al  lettore. 


CAPITOLO  IV. 

DEI  mm  TARGERTI  ALLE  SUFEREKIE  STORTE  GENERALI. 

L’ iperboloide  ad  una  falda  e la  paraboloide  iperbolica  sono , 
tra  le  superficie  storte,  le  più  semplici  che  si  possono  concepire, 
perchè  tutte  le  loro  direttrici  sono  rettilinee;  sono  ancora  le 
sole,  le  cui  equazioni  non  eccedano  il  secondo  grado,  c per  que- 
sta ragione  cbiamansi  superficie  storte  di  secondo  grado.  Sic- 
come la  costruzione  dei  loro  piani  tangenti  è facile , si  è cerca- 
to di  ridurre  ad  essa  le  soluzioni  delle  quistioni  simili  circa  le 
superficie  storte  generali,  e vi  si  è pervenuto  col  mezzo  del  lem- 
ma seguente. 

563.  Lemma.  Quando  due  superficie  storte  S ed  S' hanno 
FIG.  CXVl.  una  gmeratricc  comune  GLMN,  c si  toccano  in  tre  punti  L , 
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M,N  dt  questa  retta , si  jccordjno  compiutamente  lunijo  que- 
sta  generatrice , cioè  a dire  che  in  ciascun  punto  di  ([uesta  retta 
lianno  uno  stesso  piano  tangente. 

Poiché  le  due  superficie  hanno  in  L un  piano  tangente  comu- 
ne, e lo  stesso  ha  luogo  nei  punti  M ed  N,  tre  piani  qualunque 
condotti  per  questi  punti  produrranno  sulle  superficie  S ed  S' 
delle  curve  rìspetlivamente  tangenti 

Ao,Bi,Cc,  ed  A'a',B'A',C'c', 

le  tre  prime  delle  quali  potranno  essere  adottate  per  dUreitrià 
della  retta  mobile  G,  quando  essa  descrive  la  superficie  S,  men- 
tre le  tre  altre  saranno  le  direttrici  relative  ad  S'.  Gò  posto  , si 
faccia  scorrere  la  generatrice  G sulle  tre  direttrici  Ao,B^,Cc',  e 
si  concepisca  situata  in  una  posizione  infinitamente  vicina^/mn: 
questa  retta  mobile  non  avrà  cessato  di  giacere  ad  un  tempo  nel- 
la secónda  superficie  S',  perchè  le  curve  direttrici  di  questa,  che 
sono  tangenti  alle  altre,  hanno  di  comune  con  esse  gli  elementi 
lineari  L/,M»i,N«/  dunque  le  rette  G e egualmente  che  tutte 
le  posizioni  intermedie  della  generatrice  sarannp  comuni  alle  su- 
perficie S ed  S':  dal  che  si  potrebbe  già  conchiudere  che  queste 
superficie,  avendo  di  comune  l'elemento  snperjiciale  indefinito 
in  lunghezza  compreso  tra  G e si  toccheranno  lungo  tutta  la 
retta  G.  Ma  per  dedurne  anche  più  chiaramente  questa  conse- 
guenza , tagliamo  le  superficie  S ed  S'  con  un  quarto  piano 
condotto  ad  arbitrio  per  un  punto  qualunqueH;  allora  le  sezioni 
saranno  due  curve  Ùd,  D'd'cbe  passeranno  di  necessità  pei  due 
punti  H ed  A , dove  questo  piano  secante  incontrerà  le  rette  G 
eg;  onde  le  curve  Dd e D'd',  avendo  di  comune  due  punti  infi- 
nitamente vicini , si  toccheranno  secondo  l’elemento  Hd  , cioè 
avranno  la  stessa  tangente  HAT,  Adunque  , i piani  tangenti 
di  S ed  S'  nel  punto  H coincideranno  effettivamente  l’uno  con 
l’altPo,  perchè  ciascuno  di  essi  dovrà  passare  per  le  rette  GH 


564-.  Se  le  due  superficie  storte  S ed  S'  fossero  del  genere 
di  quelle  che  ammettono  un  piano  direttore,  basterebbe  farle 
accordare  lungo  una  generatrice  comune  G il  supporre  che  a- 
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vesserò  soltanto  due  piani  tangenti  comuni  in  due  punti  di  que-* 
sta  retta , e che  di  più  il  piano  direttore  fosse  il  medesimo  per 
ambedue  le  superficie.  Questa  proposizione  si  dimostrerebbe  al 
pari  che  la  precedente  , e quindi  deve  sembrar  chiaro  perchè 
nel  caso  attuale  bastano  due  soli  piani  tangenti  comuni  ; difatti  , 
le  direttrici  Aa  ed  A'a'.Bi  c Wb'  essendo  rispettivamente  tan- 
genti , ed  essendo  in  oltre  lo  stesso  il  piano  direttore , ciò  basta 
evidentemente  a far  si  che  la  retta  G , la  quale  scorre  sopra  Aa 
e Bi  parallelamente  a questo  piano  direttore , non  cessi  di  gia- 
cere ad  un  tempo  sulle  due  superficie , quando  passa  dalla  po- 
sizione G alla  posizione  infinitamente  vicina  g. 

I due  teoremi  precedenti  sul  contatto  delle  superficie  storte 
sono  utili  non  solo  in  varie  quistioni  di  slcreotomia  , in  cui  vo- 
gilonsi  accordare  somiglianti  superficie , ma  servono  altresì  di 
base  al  metodo  col  quale  si  costruiscono  i loro  piani  tangenti , o 
le  loro  normali,  la  cui  determinazione  è anche  nemsaria  a for- 
mare le  commessure  dei  cunei  di  certe  volte. 

b65.  Del  fiaivo  tanoente  il  cui  punto  di  contatto  è dato. 

FIG.  CXVII.  Sieno  Aa,Bé,Cc  le  tre  direttrici  di  una  superficie  storta  qualun- 
que S,  ed  H il  punto  di  una  generatrice  GLMN,  nel  quale  si  cer- 
ca il  piano  tangente.  Conduco  le  tangenti XiT,MU,NV  alle  diret- 
trici date  , e facendo  scorrere  la  retta  G su  queste  tre  tangenti 
- fisse  avrò  (n.b'fo)  un’iperboloide  ad  una  falda,  che  avrà  eviden- 
temente in  L,M,N,  gli  stessi  piani  tangenti  di  S.  Queste  due 
superficie  si  toccheranno  ( n.  S63  ) in  tutti  i punti  della  gene- 
ratrice GLMN , e però  la  ricerca  del  piano  tangente  alla  super- 
ficie S in  H è ridotta  a quella  del  piano  tangente  di  questa  iper- 
boloide nello  stesso  punto:  problema  la  cui  soluzione  trovasi  nel 
fi.  Stg. 

566.  Per  costruire  uvi iperboloide  di  accordamento  lungo  la 
generatrice  G,  non  è necessario  impiegare  precisamente  le  tre 
tangenti  LT,MU,NV  ; ma  basterebbe  adottare  per  direttriei  tre 
rette  qualunque  situate  rispettivamente  nei  piani  GLT,GMU, 
GNV,  che  toccano  la  superficie  S nei  punti  L,M,N,  perchè  l’ i- 
perboloide  cosi  dotenninala  avrebbe  ancora  evidentemente  tre 
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piani  tangculi  comuni  colla  superfìcie  S.  In  conseguenza  l’ iper- 
boloide di  accordamento  è suscettibile  di  una  inliiiità  di  forme; 
c però  fra  tutte  queste  iperboloidi  tangenti  ve  ne  sarà  una  , la 
quale  avrà  un  contatto  più  intimo  colla  superficie  S,  che  si  chia- 
ma iperboloide  oscxdatrice  ; ma  siccome  la  costruzione  di  essa 
non  è utile  in  questo  luogo  , ci  riserbiamo  a parlarne  trattando 
della  curvatura  delle  superficie  ( n.  72^  ). 

567. Si  può  rendere  piu  semplice  la  costruzione  del  piano  tan- 
gente alla  superficie  storta  generale  S^facendola  dipendere  da  una 
paraboloide  iperbolica  , rispetto  a cui  tal  costruzione  è più  fa- 
cile che  per  l’iperboloide.  Difatli,  nel  piano  tangente  di  S in  N, 
il  quale  è determinato  dallo  GN  ed  NV,  si  può  sempre  traccia- 
re una  retta  NR  che  sia  parallela  allo  stesso  piano  cui  sono  pa- 
rallele LT  ed  MU;  poiché  ciò  si  riduce  a tagliare  il  piano  tangente 
GNV  con  un  piano  parallelo  ad  LT  ed  MU.  Allora  ^ se  per  di- 
rigere il  movimento  della  generatrice  G si  adottino  le  tre  rette 
LT,MU,NR,  che  sono  parallele  ad  un  piano  stesso,  si  otterrà 
( n.  ^4*  ) una  paraboloide  che  avrà  pure  tre  piani  tangenti  di 
comune  colla  superficie  S nei  punti  L,M,  N ; e quindi  il  piano 
che  toccherà  S in  H , sarà  lo  stesso  (n.  SbS)  del  piano  tan- 
gente della  paraboloide  così  formata,  e che  si  può  costruire  col 
metodo  semplicissimo  del  n.  b>44-  Daremo  bentosto  un  esempio 
di  queste  costruzioni  nel  problema  del  n.  by4- 

568.  Quando  la  superficie  S ammetterà  essa  stessa  un  piano 
direttore  P,  basterà  adottare  le  tangenti  LT  ed  MU  alle  due  cur- 
ve direttrici , per  fare  scorrere  la  generatrice  GLM  parallela- 
mente  al  piano  P;  in  tal  modo  questa  retta  descriverà  immedia- 
tamente (n.  ^'^7)  una  paraboloide,  che  avrà  due  piani  tangenti 
comuni  con  S,  e lo  stesso  piano  direttore.  Pertanto  ( n.S64  ) 
questa  paraboloide  toccherà  la  superficie  S lungo  GLM,  c quindi 
costruendo  il  piano  tangente  di  essa  in  H ( n.  d44  )>  sarà  que- 
sto anche  il  piano  che  toccherà  la  superficie  S in  tal  punto.  Leg- 
gasi il  problema  del  n. 

569.  Se  una  delle  direttrici  lineari  fosse  surrogata  da  una 
superficie  direttrice  S,  a cui  la  generatrice  di  S dovrebbe  restar 

4G 


rir.. 
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•an^ónJo  ( n.  liod  ) , la  curva  »«'*". . . , luogo  gcomeirico  dee 
punti  di  contano  delle  generatrici  ...  con  2,  sa*, 

rebbe  in  sostanza  la  terza  direttrice  lineare  ; ma  senza  costruir) 
({uesla  curva  nè  la  sua  tangente , basta  osservare  che  il  piano 
tangente  della  superficie  2 nel  punto  » è lo  stesso  che  il  piano 
tangente  della  superficie  storta  S,  perchè  ambedue  debbono  con- 
tenere la- retta  G*  e la  fangenle  alla  curva  xx'x", . . . Basterà 
dunque  tracciare  nel  piano  tangente  di  2 , relativo  al  punto  «, 
una  retta  qualunque  »R  , la  quale  di  unita  alle  tangenti  delle 
due  altre  direttrici  lineari,  determinerà  pure  una  superficie  au- 
siliare di  secondo  grado,  che  avrà  Ire  piani  tangenti  comuni  con 
S,  e da  cui  si  trarrà  lo  stesso  partilo  che  nel  n.  S6S.  E questo 
metodo  avrà  utili  applicazioni  nei  disegni  relativi  alle  scale  co- 
struite in  pietre  o in  legno.  Veggasi  pure  l’esempio  del  n.  S8g. 

- liyo.  Finalmente  può  avvenire  che  la  definizione  della  super- 
ficie storta  S non  faccia  conoscere  immediatamente  tre  direttrici, 
come  negli  esempi  citati  al  n.  ò'o8  òis;  o pure,  che  quando  an- 
che sicn  date  queste  direttrici , non  si  sappiano  costruire  le  loro 
tangenti.  In  questo  caso, dinotiamo  con  G la  generatrice,  su  cui 
giace  il  punto  li,  nel  quale  vuoisi  condurre  il  piano  tangente,  e 
costruiamo  varie  generatrici  vicine...  G,,Ga,  e G',G",...  che 
precedono  e che  seguono  la  proposta.  Allora  un  piano  con- 
dotto arbitrariainenle  per  la  retta  G,  taglierà  queste  generatrici 
vicine  in  punti  come. . . che  daranno  una  cur- 
va. . . di  cui  r incontro  « con  G farà  conoscere  il 

punto  dove  il  piano -if  tocca  la  superfieie  S ; in  effetto  , questo 
piano  contenendo  la  retta  Ga  e la  tangente  alla  curva 
toccherà  effettivamente  S iti  ».  In  simil  modo , condueendo  per 
la  retta  G un  altro  piano  si  troverà  il  punto  c dove  sarà  tan- 
gente di  S ; c cosi  un  terzo  piano  «r" , menato  anche  per  G , 
toccherà  questa  superficie  in  un  certo  punto  y.  Ciò  premesso , 
nei  tre  piani  tangenti  si  tracceranno  ad  arbitrio  le  ri- 

spettive rette  *R,tT,-yV,  che  si  adotteranno  per  direttrici  d’ una 
superficie  storta  di  secondo  grado  , la  quale  toccherà  effettiva- 
uicute  la  sii|M'rficie  pi’oposta  S lungo  tutta  la  retta  G ( ti. 
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e però  la  ricerca  ilei  piano  langenle  di  S in  H , si  ridurrà  a (co- 
vare il  piano  langenle  della  superficie  ausiliare  di  secondo  gra- 
do nello  slesso  punlo  : problema  che  si  risolverà  com’è  dello  noi 
M.  o nel  n.  secondo  che  le  tre  direllrìci  rellilinee  sa- 
ranno siale  scelle  parallele  o no  ad  un  medesimo  jiiano.  ■ 

."rj  1 . Da  ciò  risulla  , che  ogni  piano  «'  menato  per  una  ret- 
ta G di  una  superficie  storta  è,  in  generale  , tangente  della 
superficie  in  qualche  punto  * , che  si-  delermina  coslrucndo 
'(comedi  sopra  abbiamo  detto)la  cui’va»j»j,a'*"..,  in  cui  quesW 
piano  taglia  la  superficie  proposla.  Inlanlo  il  piano  * diverrebbe 
Ussinioto  della  superficie,  se  la  curva...»,*^»'»"...  non  incon- 
trasse la  retla  Gche  a distanza  infinita,  siccome  è avvennto  nel- 
r iperboloide  ( n.  iiJ4)  ; o pure  , se  il  piano  non  tagli ■'•sse  lo 
generatrici  vicine  a G,  come  nel  caso  della  paraboloide,  esami-  . 
Tiato  nel  n.  ^4^.  , . 

' b/a.  Ciò  che  precede  ci  permeile  di  risolvere  un  problema  . 
importante  , almeno  in  quanto  alla  teorica  : mercè  del  quale  si 
costruiscè  la  tangente  ad  una  curva  D arbitrariamente  deli- 
neata , ed  afiailo  incognita  quanto  alle  sue  proprietà  geometri- 
che, ma  data  soltanto  per  le  sue  proiezioni. 

. A tal  fine  (*)  facciamo  passare  per  questa  curva  una  superfi- 
cie storta  S,  che  abbia  per  direttrici  la  curva  D,  c due  rette  A e 
B' prese  ad  arbitrio.  Dopo  aver  costruita  la  generatrice  G*  che 
passa  pel  punto,»  dato  sulla  curva  D,  si  saprà  trovare,  ]k*1  nu- 
mero byo,  il  piano  langenle  di  S in  »,  senza  impiegare,  la  tan- 
gente incognita  della  direttrice  D.  Costruendo  parimente  un’al- 
tra superficie  storta  S',  di  cui  sarebbero  direttrici  la  curva  D e 
due  altre  retto  A',B',  difTercnlissime  dalle  prime , si  saprà  con- 
durre anche  il  piano  tangente  di  S'ncl  punto  dato  ».  Ora,  pni- 


(*)  Questo  metodo  ingegnoso  ò dovuto  al  signor  nacIicKc  j ma  nella 
pratica  è forza  conf'ssnre  che  la  mullipllcilà  delle  operazioni  da  adrllua- 
rc  non  conduce  ad  un  risiiltaniento  più  esatto  di  quel  die  si  avrebbe  ron- 
tenlandosi  di  menare  la  tangoiilc  coll’applicazione  di  UU  regolo  ; dandole 
un  piccolo  arco  di  comune  con  la  curva  proposla.  ' - ' 
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chè  la  curva  D giace  ad  un  Icmpo  sulle  due  superficie  S ed  S% 
la  sua  tangente  in  a,  cadrà  in  ambedue  i detti  piani  tangenti,  e 
però  sarà  determinata  per  la  loro  intersecazione. 

A fine  di  rendere  più  semplici  le  opix’azioni  grafiche,  si  po- 
tranno costruire  le  due  superficie  storte  S ed  S'eon  due  sole  di- 
rettrici D ed  A , D ed  A',  unendovi  d’ altra  parte  un  piano  di- 
rettore comune  P.  E basterebbe  evidentemente  una  sola  super- 
ficie S,quando  la  curva  D fosse  piana,  perchè  il  piano  di  questa 
curva  dovrebbe  contenere  la  richiesta  tangente. 

5/3.  De' FUNI  TANOENTi  il  cut  pwto  di  contatto  non  è dato. 
Si  possono  applicare  alle  superficie  storte  i metodi  generali  e- 
sposti  nel  libro  V por  questa  specie  di  problemi;  ma  essi  possono 
rendersi  qui  notabilmente  più  semplici. 

Se  il  piano  tangente  alla  superficie  S è assoggettato  soltanto 
a passare  per  un  punto  dato  Y,  il  problema  ammetterà  infinite 
soluzioni  (n.348),  che  saranno  tutto  somministrate  dalla  linea 
di  contatto  di  un  cono  circoscritto  alla  superficie  S,  ed  avente  il 
suo  vertice  in  V.  Per  ottenere  qu«ta  curva  basterà  condurre  per 
Y e per  ciascuna  delle  diverse  generatrici  G,G',G" , . . . allrefe< 
tanti  piani  che  saranno  tangenti  alla  superficie  S in  punti  come 
che  sì  sapranno  costruire  ( n.  ^7/  );  e la  curva 
che  riunirà  tutti  questi  punti  sarà  la  linea  di  contatto  cercala. 

574.  Questa  via  sarà  molto  comoda  quando  la  superficie  S è 

di  secondo  grado  ; perchè  la  linea  ausiliare  . . . dd 

n.  ffjo , la  quale  serve  a trovare  il  punto  dì  contatto  » dei  piano 
condotto  per  la  generatrice  G,  si  ridurrà  ad  una  retta  dì  cui  ba- 
sterà costruire  due  punti;  e la  curva  dimandata  sarà  essa 
stessa  piana  e di  secondo  grado  ( n.  3S3  ). 

Si  potrebbe  ridurre  al  caso  attuale  il  problema  del  numero 
precedente  , costruendo  la  paraboloide  di  accordamento  lungo 
ciascuna  generatrice  G della  superficie  qualunque  S. 

575.  Quando  il  piano  tangente  alla  superficie  S dovrà  essere 
parallelo  ad  una  retta  data  D , si  condurranno  per  le  diverse 
generatrici  G,G',G",....  dei  piani  paralleli  a D;  c determinan- 
do ( n.  S-jt  ) i loro  punti  di  contatto  ....  con  la  superfi- 
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de  S,  la  curva  sarà  la  linea  di  contatto  di  un  cilindro 

circoscritto  ad  Se  parallelo  a D,  onde  questa  curva  darà  tutte 
le  solusioui  del  problema  ( n.  SjS). 

576.  Allorché  la  superfìcie  è di  secondo  grado,  avranno  luo- 
go le  medesime  riduzioni  del  n.^j4  ; e si  potrà  riportare  ancora 
al  caso  attuale  l’anali^o  prcdilema  relativo  ad  una  superficie 
qualunque  S. 

577.  Quando  il  piano  tangente  alla  superficie  storta  qualun- 
que S dovrà  passare  per  una  retta  data  D , si  potrà  seguire  il 
metodo  generale  esposto  nel  n.3g^,  il  quale  consiste  in  cercare 
i punti  comuni  alle  curve  di  contatto  di  due  coni , che  sono  cir- 
coscritti ad  S e ehe  hanno  i loro  vertici  situati  nella  retta  D. 

^78.  Ma  quando  la  superficie  storta  è di  secondo  grado  , il 
problema  si  scioglierà  in  una  maniera  assai  più  semplice  colle 
seguenti  considerazioni.  Il  piano  tangente  dee  contenere,  oltre  la 
retta  le  due  generatrici  della  iperboloide  (o  della  paraboloi- 
de) che  si  tagliano  nel  punto  ignoto  di  contatto;  dunque  almeno 
una  di  queste  generatrìci  incontrerà  la  retta  D in  un  punto  M , 
dove  questa  retta  intersecherà  T iperboloide. 

Cosi  essendo  , se  si  cominci  dal  cercare  ( n.  Aes , 3.^)ì  due 
punti  M ed  M'  , in  cui  la  retta  data  D intersecherà , general- 
mente parlando , la  superficie  ; e poi  si  costruiscano  le  quattro 
generatrici  MA  ed  MB  , M'A'  ed  M'B',  che  passano  per  que- 
sti due  punti , non  resterà  più  che  a condurre  due  piani , uno 
per  le  rette  D ed  MA  , l’ altro  per  le  rette  D ed  MB  ; e questi 
piani  risolveranno  il  problema  , perchè  ciascuno  toccherà  la  su- 
perficie in  qualche  punto  ( n.  S33  ).  In  oltre  , siccome  il  piano 
DMA  conterrà  evidentemente  la  generatrice  M'B',  che  ha  un 
puntoM'in  esso  , e che  per  la  natura  della  superficie  incontra 
MA  ; e stante  ehe  l’ alti'o  piano  DMB  conterrà  similmente  la 
generatrice  M'A'  , è chiaro  che  i punti  di  contatto  « e di 
questi  piani  tangenti  saranno  dati  immediatamente  dalie  inter- 
secazioni di  MA  con  M'B',  e di  MB  con  M'A'. 

579.  Da  ciò  risulta,  che  il  problema  di  cui  si  tratta  sarà  im- 
possìbile^  quando  la  retta  D non  incontrerà  l’iperboloide.  Tut- 
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tavia  non  sarebbe  cosi  nei  caso  in  cui  la  reità  coincidendo  con 
un  lato  del  cono  assintolo,  sarebbe  ancor  essa  un  assintolu  della 
superficie  ; perchè  allora  il  piano  tangente  dimandato  sarebbe 
([nello  che  tocca  questo  cono  lungo  la  retta  D. 

fiSo.  Consideriamo  finalmente  il  caso  in  cui  il  cercato  piano 
tangente  debb’  essere  parallelo  ad  un  piano  dato  *.  Se  la  su- 
jierficie  storta  S è qualunque,  bisognerà  pure  far  capo  dal  meto- 
do generale  del  n.  ; ma  gli  si  potranno  sostituire  i melodi 
seguenti  , quando  la  superficie  è di  secondo  grado.  . 

1)8 1 . Per  una  iperboloide  storta  si  cercheranno  come  nel  n«- 
mcro  S36  le  generatrici  A e B,A'  c B',  le  quali  nei  due  sistemi 
sono  parallele  al  piano  it  : è noto  che  le  due  prime  sono  paral- 
lele fra  esse,  e lo  stesso  ha  luogo  parimenti  per  le  due  seconde. 
Pertanto  il  piano  menalo  per  le  rette  A c B',  e l’altro  che  pas- 
sa per  B ed  A'  soddisferanno  evidentemente  al  problema  ; poi- 
ché ciascuno  conterrà  due  rette  parallele  a fl” , e che  s’ incontra- 
no fra  loro.  Di  più  i punti  di  contatto  saranno  immediatamente 
determinali  dai.  detti  incontri  di  A con  B'  , e di  B con  A'  ; ed 
il  problema  potrà  ammettere  due  soluzioni , od  una  sola  , od 
anche  nessuna  , a norma  della  discussione  recata  nel  n.  S33. 

S82.  Per  una  paraboloide  storta  si  troveranno  anche  più  fa- 
cilmente, mediante  il  n.333,  le  due  sole  generatrici  A c B,  che 
nei  due  sistemi  sono  parallele  al  piano  it  ; e siccome  queste  due 
rette  non  possono  essere  parallele  tra  loro  ( n.  34-3,  3.°  ) , il 
piano  condotto  per  tali  due  rette  sarà  parallelo  a c darà  V u~ 
nica  soluzione,  di  che  il  problema  attuale  è suscettivo.  In  oltre  il 
punto  di  contatto  sarà  l’incontro  delle  generatrici  A e B.  ‘‘‘ 

! Sarebbe  stalo  sufficiente  costruire  una  sola  A di  queste  ge- 
neratrici , e poi  menare  per  essa  un  piano  parallelo  a * ; ma 
allora  sarebbe  rimasto  .a  trovare  il  punto  di  contatto  di  que- 
sto piano  tangente  , cercando  il  secondo  ramo  della  sua  in- 
tersecazione colla  paraboloide , il  qual  ramo  sarebbe  stalo  pre- 
cisamente la  generatrice  B.  Di  più  il  problema  può  essere  iiiir 
possibilc  o inderminato  , a tenore  di  quanto  abbiam  detto -nel 
«.  333.  . 
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’ S83.  Teorema.  Jn  ogni  super^cie  storta  S le  diverse  nor- 
mali MN,M'N',M"N", ....  condotte  per  tutti  i punti  di  una 
stessa  generatrice  G , formano  sempre  una  paraboloide  iper- 
bolica. 

' Dinotando  con  X la  superficie  eh’  è luogo  di  tutte  queste  nor- 
mali , e supponendo  che  faccia  un  quarto  di  rivoluzione  intorno 
alla  retta  G,  ciascuna  normale  MN,  che  è già  perpendicolare  a 
questa  retta  , descriverà  un  piano,  e si  abbasserà  secondo  una 
retta  MT  inclinata  ad  angoli  retti  alle  GM  ed  MN  ; per  conse- 
guenza, MT  sarà  nel  piano  tangente  della  superficie  S.  In  oltre 
siccome  questo  simultaneo  spostamento  di  tutte  le  normali  al- 
tera soltanto  la  posizione  della  superficie  2’,  e non  la  sua  forma, 
basterà  esaminare  qual  sia  la  superficie  X'  prodotta  dalle  diver- 
se rette  MT,M'T',M"T",.. . . che  sono  tangenti  di  S,  e adem- 
piono di  più  la  condizione  di  esser  perpendicolari  alla  genera- 
trice G. 

A tal  fine  si  faccia  scorrere  la  retta  G su  tre  qualunque  di 
dette  tangenti,  cioèMT,M'T',M"T";  e siccome  queste  direttrici 
sono  evidentemente  parallele  ad  uno  stesso  piano,  nascerà  cosi 
una  paraboloide  (n.  S4.I  ),  la  quale  avendo  gli  stessi  piani  tan- 
genti della  superficie  S nei  pmiti  M,  M',  M",  toccherà  questa 
superficie  (n.  S63)  lungo  tutta  la  GMM'.  Ora  io  dico  che  Tal- 
Ire  tangenti  M'"T"',....  trovansi  parimente  sulla  paraboloide; 
poiché  tagliandola  con  un  piano  perpendicolare  a GM  e con- 
dotto per  M'" , é noto  che  la  sezione  sarà  ( n.  S3g  ) una  retta 
M'^'R,  la  quale,  a motivo  dell’ accor</amcM/o  stabilito  fra  So 
la  paraboloide  , cadrà  nel  piano  tangente  alla  superficie  primi- 
tiva S , cioè  nel  piano  GM’"T'"  ; dal  che  segue  che  le  due 
rette  M"'R  ed  coincideranno , poiché  atnenduc  saran- 

no perpendicolari  a GM"' , ed  in  uno  stesso  piano  con  essa  : a-, 
dunque  giace  realmente  sulla  paraboloide. 

, Ora  siccome  questo  ragionamento  si  applica  a tutte  le  tangenti 
di  S perpendicolari  alla  generatrice  G , rimane  dimostrato  che 
la  superficie  5',  luogo  di  queste  tangenti,  é una  paraboloide  iper- 
bolica ; e la  slessii  conclusione  si  estende  alla  superficie  2 for- 


riG. 

cxviii. 


Digitized  by  Google 


368  LIBRO  TU.  — DELLE  SUPERFICIE  STORTE. 

mata  dalle  normali  MN,M'N', la  quale  non  differisce  da  %' 

che  in  quanto  alla  posizione  nello  spazio  (*). 

Questo  teorema  , notabile  per  la  sua  grande  generalità,  poi- 
ché sussiste  per  tutte  le  superficie  storte , servirà  a determinare 
la  natura  delle  commessure  normali  nelle  volte  in  cui  la  faccia 
interna  sarà  storta , e a prevedere  altresì  la  forma  d^le  sezioni 
fatte  in  queste  commessure  da  diversi  piani. 
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$.  I.  Conoide  rette. 

e 

FIG.  CXXI.  S84"  Abbiamo  detto  nel  n.  Sog  che  un  conoide  6 la  super- 
ficie generata  da  una  retta  mobile  che  si  appoggia  costante- 
mente  sopra  or j retta  ed  una  curva  fissa,  conservandosi  pa- 
rallela ad  un  piano  dato.  Qui  prenderemo  questo  piano  diret- 
. tore  per  piano  orizzontale  di  proiezione,  e per  direttrici  Tellis»! 
(AZ'HjAH)  e la  verticale  (O'Z',0);  quest’ullima  esondo  per- 
pendicolare al  piano  direttore,  il  conoide  sarà  retto,  e le  diverse 
generatrici  si  costruiranno  ben  facilmente , poiché  basterà  con- 
durre un  piano  orizzontale  arbitrario  B'G',  che  taglierà  l’asse 
nel  punto  ( 0,0"),  e l’ ellisse  nei  punti  ( B',B  ),(  G',G  ) ; cosi 
che  ( OB,0"B'  ) ed  ( 0G,0"G'  ) saranno  due  generatrici  del 
conoide,  ed  in  simil  modo  si  avranno  le  altre. 

585.  È evidente  che  questa  superficie  sarà  storta,  poiché  due 
generatrici  consecutive  ( B0,B'0")  e ( C0,C'0"')  non  saranno 


(*)  Qusta  dimostrazione  meramente  sintetica  é dovuta  al  sig./.  Bine!. 
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pnrallelc  , c di  più  non  potranno  incontrarsi,  giacendo  in  piani 
orizzontali  diverti.  Inoltre  bisogna  osservare  che  queste  rette  prò. 
lungate  indefinitamente  formeranno  una  seconda  falda  proiettata 
nello  spazio  angolare  aO^;  e che  la  verticale  (0,0'Z'),  in  cui  si 
tagliano  le  due  superficie,  sarà  qui  una  lima  di  restringimento, 
atteso  che  indicherà  la  direzione  della  piùr  corta  distanza  tra  due 
generatrici. 

586.  Il  piano  tangente  a questo  conoide,  per  un  punto  ( M, 
M')  dato  sopra  una  generatrice,  si  otterrà  applicando  qui  il  me- 
todo generale  indicato  nel  n.  ffS8.  Conduco  dunque  la  tangente 
B'T  al  punto  dell’ ellisse  ove  termina  la  generatrice  in  quistione 
( 0MB,0"M'B'  ) , e siccome  l’altra  direttrice  ( 0,0'Z'  ) è una 
retta  , che  è tangente  di  se  stessa , la  ritengo,  e lascio  scorrere 
su  questa  verticale  0,  e sulla  tangente  B'T  la  generatrice  (0MB, 
0"M'B')  sempre  orizzontale;  e cosi  ottengo  una  paraboloide  di 
accordamento,  di  cui  la  retta  TO,  tracciata  nel  piano  orizzon- 
tale di  proiezione,  ò evidentemente  una  seconda  generatrice  del 
medesimo  sistema.  Allora  taglio  le  due  generatrici  OT  ed  (OMB, 
0"M'B'  ) col  piano  verticale  MP  evidentemente  parallelo  alle 
due  direttrici,  il  quale  dovrà  intersegare  (n.SSg)  la  paraboloide 
in  una  retta  del  secondo  sistema  che  sarà  (MP,M'P'). Ciò  posto, 
il  piano  che  passerà  per  le  due  rette  (MP,M'P')  ed  (MB,M'B')  , 
situate  ambedue  sulla  paraboloide,  sarà  il  piano  tangente  di  que- 
sta superficie  ausiliare  ed  insieme  del  conoide  proposto , poi- 
ché queste  due  superficie  si  accordano  ( n.  $S4  ) lungo  tutta 
la  generatrice  ( 0MB,0"M'B'  ).  Ma  è facile  vedere  che  questo 
piano  avrà  per  traccia  orizzontale  la  retta  P«  parallela  ad  MB  , 
e per  traccia  verticale  la  retta  «B'  che  dee  trovarsi  parallela  ad 
M'P'  ; dunque  P«B'  è il  piano  tangente  al  conoide  nel  punto 
( M,M'). 

587.  Se  si  volesse  avere  il  piano  tangente  in  un  altro  punto 
( N,N'  ) della  stessa  generatrice  , gioverebbe  bensì  la  parabo- 
loide già  costruita;  poiché  basterebbe  tagliarla  col  piano  verti- 
cale NQ  parallelo  alle  due  direttrici , c la  sezione  espressa  dal- 
la retta  ( INQ , N'Q'  ) combinata  colla  generatrice  ( NB , N'B'  ) 

4-7 
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darebbe  il  piano  QcB'  tangente  al  conoide  in  ( N,N'  ).  E qui 
si  riconosce  che  i diversi  piani  tangenti  a questa  superficie  luu* 
go  la  generatrice  ( 0B,0"B'  ) sono  ben  distinti  fra  loro,  sebbe- 
ne contengano  tutti  questa  generatrice  , o quindi  le  loro  tracce 
orizzontali  sieno  tutte  parallele  ad  OB.  Finalmente  se  il  punto 
assegnato  di  contatto  fosse  (0,0"),  il  piano  tangente  verrebbe 
espresso  dal  piano  verticale  OBB'. 

588.  Giova  osservare  che  tutte  le  rette  B'T,M'P',N'Q', .... 
debbono  incontrare  la  verticale  O'Z'  iu  uno  stesso  punto  cbe 
chiamerò  k';  perche  sono  le  proiezioni  di  altrettante  generatrici 
della  paraboloide,  appartenenti  al  secondo  sistema,  ed  appog- 
giale tutte  sulla  generatrice  del  primo  sistema  (00',«3').  Di  più, 
siccome  le  rette  M'P',N'Q',....  sarebbero  evidentemente  le  tan- 
genti delle  sezioni  prodotte  nel  conoide  dai  piani  verticali  MP, 
NQ,. . . . cosi  la  relazione  precedente  accordasi  bene  con  la  na- 
tura di  queste  curve,  che  qui  sono  ellissi  aventi  un  asse  comune 
O'Z' , e che  si  costruirebbero  facilmente  proiettando  sul  piano 
verticale  i punti  dove  ciascun  piauo  simile  ad  MP  incontra  le 
diverse  rette  OA,OB,OC, — del  conoide. 

§.2.  Conoide  cireoscirllo  aduna  sfera. 

589.  Immaginiamo  una  retta  mobile  che,  rimanendo  sempre 
Flfi.  orizzontale , si  appoggia  sopra  una  retta  fssa  ( AH , A'H'  ), 

cxxill.  g sopra  una  sfera  ( B1,0'1'  ) cui  è di  continuo  tangente:  la 
, superficie  cosi  descritta  sarà  pure  un  conoide  , nel  quale  la  di- 
rettrice curvilinea  sarà  surrogata  da  una  superficie  che  le  varie 
generatrici  dovranno  toccare.  Per  ottenere  queste  ultime  si  con- 
durrà un  piano  orizzontale  C'S',  chp  incontra  la  retta  fissa  nel 
punto  ( C,C'),  c produce  nella  sfera  un  cerchio  di  raggio  R'S'; 
allora,  menando  alla  proiezione  orizzontale  di  esso  cerchio  le  due 
tangenti  CM  e Cm , queste  saranno  due  generatrici  del  conoi- 
de , le  quali  vengono  proiettate  verticalmente  nella  stessa  retta 
Cm'.  In  oltre,  proiettando  su  quest’  ultima  retta  i punti  di  con- 
(talto  M ed  /;»  in  M'  ed  ni’’,  e ripeleudo  simili  opciazioui  per  tut- 
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ti  i piani  oriszoutali  che  possono  tagliare  la  data  sfera  , si  avrà 
una  curva  chiusa 

( RLMNPQKy;wOTm,R'L'M'N'P'Q'R'V>'«'»»'/'R'  ) , 

per  la  linea  di  contatto  della  sfera  col  conoide  circoscritto  : la 
quale  curva,  se  fosse  stata  cognita  da  principio,  avrebbe  potuto  > 
surrogare  la  sfera  direttrice. 

590.  Perchà  il  nostro  disegno  risultasse  più  nitido  abbiamo 

limitate  le  generatrici  del  conoide  ai  loro  punti  di  contatto  con 
la  sfera , il  che  lascia  visióile  tutta  la  parte  di  questa  superficie 
situata  al  di  là  della  curva  di  contatto  per  rapporto  alla  retta 
( ) ; ma  al  di  qua  della  retta  esiste  una  seconda  falda 

del  conoide , la  cui  parte  superiore  e visiòile  sul  piano  oriz~ 
zontale  trovasi  formata  dai  prolungamenti Dv,....  delle 
generatrici  inferiori  B/,Cm,Dn,..dell’altra  falda;e reciprocamen- 
te. In  oltre  per  completare  il  contorno  apparente  del  conoide  sul 
piano  orizzontale , bisognerebbe  delineare  le  curve  inviluppi 
delle  rette  AR,B/,Cm,...  e GR,FQ,EP,...;  curve  che  sarebbero 
date  immediatamente  dalle  intersecazioni  successive  di  queste  ge- 
neratrici, se  moltiplicandole  vieppiù  non  avessimo  tenmtodi  pro- 
durre alquanta  confusione  nel  disegno. 

591.  Qui  la  linea  ( AII,A'H')  non  è più  una  linea  di  restritu 
gimento,  coBie  neH’esempio  del  n.S^\  ma  per  le  ragioni  addot- 
te in  questo  articolo  si  vedrà  che  la  superficie  attuale  ò anche 
storta , come  quella  di  iutt'  i conoidi, 

592.  Cerchiamo  il  piano  tangente  in  un  punto  qualunque 
(V,V')  della  generatrice  (GM,G'M');  e siccome  qui  la  seconda 
direttrice  è una  superficie  e non  una  curva  , adoperiamo  il  me- 
todo del  n.  S6g.  Da  prima  dunque  si  costruisca  una  tangente 
della  sfera  nel  punto  (M,M'),  e per  maggior  semplicità  si  adotti 
la  tangeute  del  meridiano  , la  quale  è (RMT,Z'M'T'  ) ; poscia 
facendo  scorrere  su  questa  tangente  e sulla  direttrice  rettilinea 
( AH,A'H')  la  retta  ( CM,C'M')  sempre  orizzontale,  ne  risul- 
terà una  paraboloide  che  si  accorda  ( n.  ^64-  ) col  conoide  per 
la  lunghezza  di  questa  generatrice  ; e di  più  , una  seconda  po- 
sizione di  questa  retta  mobile  sarà  evidentemente  la  linea  TU 


Digilized  by  Googk 


372  LIBRO  VII.— DELLE  SUPERFICIE  STORTE. 

situata  nel  piano  orizzontale  di  proiezione.  Ciò  posto , conducasi 
per  ( \,\' ) un  piano  parallelo  alle  due  direttrici  ( AH,A'H')  ed 
( MT,M'T'  ) ; e questo  piano  che  lia  per  traccia  orizzontale  la 
retta  XY  dee  produrre  nella  paraboloide  una  sezione  rettilinea 
( 53g  ),  la  quale  in  conseguenza  è la  retta  ( «V,  ) ; questa 

retta  dunque  , unitanaentc  a ( CVM  , C' V'M'  ) determinerà  il  ^ 
piano  aCy'  tangente  alla  paraboloide  , e quindi  anche  al  conoide 
primitivo  nel  punto  ( V,V'  ). 

5g3.  Questo  piano , sebbene  tangente  al  conoide,  dee  non- 
dimeno tagliare  questa  superficie  ( n.*  ffo2  e cV  interse- 

cazione totale  si  comporrà  della  retta  ( CVM,C'V'M'  ) e di  una 
curva  che  passa  per  (V,V'),  la  quale  si  avrà  facilmente  cercan- 
do i punti  d’incontro  del  piano  con  le  diverse  generatrici 
dei  conoide  da  noi  costruite. 

§.  3.  Cilindro  storto  (1). 

Questa  superficie  , che  talora  si  adopera  in  qualità  di 
volta  per  coprire  un  passaggio  obliquo  compreso  tra  due  piani 
FIG.  CXXli  verticali  paralleli  AC  e BD,  ha  per  generatrice  una  retta  mobile 
che  si  appoggia  di  continuo  i.°  sul  cerchio  verticale  (AZ'B,AB); 
2.”  sopra  un  secondo  cerchio  ( C'Z'D', CD  ) eguale  e parallelo 
al  primo;  3.°  e sopra  una  retta  O'OO"  perpendicolare  ai  piani 
dei  detti  cerchi , e condotta  pel  centro  O del  parallelogrammo 
ABDC.  Per  costruire  le  diverse  posizioni  della  generatrice  si 
condurrà  per  la  retta  00'  un  piano  qualunque  OO'K.'  ; questo 
taglierà  i due  cerchi  nei  punti  ( K',K  ) , ( L',L  ),  i quali  uniti 
con  la  retta  ( KL,K'L'  ),  sarà  questa  una  generatrice  della  su- 
perficie in  quistione.  (M'N'0',MN0"  ) sarà  parimenti  un’al- 
tra posizione  della  retta  mobile  , e quando  questa  linea  passerà 


( I ) Abbiam  creduto  poter  cosi  chiamare  la  superficie  considerata  in 
questo  paragrafo , e che  dai  geometri  francesi  è detta  biais  passi  perchè 
la  parte  di  essa  che  serve  di  volta  comparisce  sensibilmente  un  cilindro 
obbliquo. 
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per  i due  punti  delle  circonferenze  i quali  son  proiettati  in  Z' , 
si  troverà  orizzontale  e non  incontrerà  che  a distanza  infinita 
la  direttrice  00'.  Di  poi , al  di  là  di  questa  posizione , la  gene> 
ratrice  mobile  s’ inclinerà  in  verso  contrario  , e andrà  ad  inter» 
secare  la  direttrice  00'  dietro  il  piano  verticale  (*). 

figS.  La  superficie  cosi  generata  è storta,  poiché  due  gene- 
ratrici qualunque  trovandosi  a giacere  in  piani  condotti  per  00' 
non  potrebbero  incontrarsi  che  su  questa  retta  ; or  esse  la  in- 
contrano in  punti  diversi , come  apparisce  dalle  loro  proiezioni 
orizzontali  BD,'Hli,MN,. ...  In  oltre  queste  diverse  proiezioni 
formeranno  colle  loro  intersecazioni  successive  una  curva  invi- 
luppo di  tutte  queste  rette  , la  quale  sarà  il  contorno  apparente 
della  superficie  sul  piano  orizzontale.  Circa  la  natura  di  questa 
curva  , e l’ equazione  della  superficie,  si  potrà  consultare  il  ca- 
pitolo XV  deli’.<^Ra/2St  applicata  alla  geometria  a tre  dimen- 
sioni. 

5g6.  Facciamoci  a costruire  il  piano  tangente  di  questa  su- 
perficie nel  punto (G,G')  dato  sulla  generatrice (MN0",M'N'0') 
ed  a tal  uopo  formiamo  da  prima  una  paraboloide  ausiliare  che 
abbia  per  direttrici  tre  tangenti  della  superficie  , parallele  ad 
un  medesimo  piano  (^n.  Due  di  queste  direttrici  saranno 

le  tangenti  M'T'  ed  ( N'V',NV  );  la  terza  poi  debb’ essere  una 
retta  parallela  al  piano  verticale,  e condotta  per  0"  nel  piano 
che  tocca  la  superficie  in  questo  punto.  Or  questo  piano  tan- 
gente, dovendo  contenere  la  retta  0"0'  eia  generatrice  (MNO", 
M'N'O'),  è appunto  il  piano  0"0'M';  dunque  la  terza  diret- 


(*)  Vi  sarebbe  per  verità  un  altro  mezzo  da  soddisfare  alla  condizione 
che  la  retta  niobile  si  appoggi  di  continuo  sulle  tre  direttrici  assegnate. 
Poiché  se  questa  retta  passando  sempre  per  0 scorresse  sul  mezzocerchio 
superiore  (AZ'B,AB),essa  incontrerebbe  necessariamente  anche  la  metà 
inferiore  del  secondo  cerchio , e reciprocamente  ; per  modo  che  la  super- 
iicie  così  prodotta  sarebbe  un  cono  di  secondo  grado.  Ma  essendo  chiaro 
che  la  posizione  di  questa  superficie  non  è atta  a servir  di  volta  onde  co- 
prire lo  spazio  ACDB , noi  ometteremo  qui  cotesto  modo  di  generazione. 
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trice  della  paraboloide  ausiliare  sarà  (O'V^O'M').  Ciò  posto,  ù 
faccia  scorrere  su  queste  tre  direttrici  la  retta  mobile  (MNO", 
M'N'O') , e cerchisi  la  p<»izione  ebe  prende  allorché  passa  , a 
cagion  di  esempio,  pel  punto  (V',Y).  A tal  line  si  conduca  per 
questo  punto  e per  la  direttrice  ( 0"t/.,0'W  ) un  piano  la  cui 
traccia  orizzontale  è palesemente  0"Ya  , e la  traccia  verticale 
una  retta  aX'  parallela  ad  O'M'  ; indi , siccome  questo  piano  in- 
contra la  prima  direttrice  M'T'  nel  punto  se  ne  conchiu- 

de che  ( cYy,c'Y'7')  è una  seconda  posizione  della  generatrice 
( MN0",M'N'0')  della  paraboloide  ausiliare.  Si  taglino  adesso 
queste  due  rette  col  piano  verticale  GH  parallelo  alle  tre  diret- 
trici , e la  retta  ( GII,G'H')  sarà  una  generatrice  ( n.  i’Jp)  ap- 
partenente al  secondo  modo  di  generazione  della  paraboloide. 
In  conseguenza  il  piano  che  passa  per  le  rette  (GIl,G'll')  ed 
(MNO" jM'N'O'),  cioè  a dire  Ò"PM',  sarà  tangente  della  para- 
boloide ed  insieme  della  superficie  storta  proposta  nel  punto  as- 
segnato ( G,G').  E si  deve  osservare  che  la  traccia  PM'  dee 
trovarsi  precisamente  parallela  alla  proiezione  verticale  G'U'di 
una  delle  rette  contenute  nello  stesso  piano. 

^97.  Da  ciò  si  desume  facilmente  la  normale  della  superficie 
nel  punto  ( G,G'  );  e costruendo  del  pari  le  normali  relative  a 
diversi  altri  punti  della  porzione  (M'N',MN)  della  generatrice, 
si  avrebbe  una  paraboloide  iperbolica  {n.SS3),  atta  a costituire 
la  commessura  normale  di  questa  piccola  volta.  ■ , 

§.  4-  Delle  elicoidi  storte. 

598 . Dopo  aver  costruito  un’elica  a base  circolare  ( ABC  D . . . , 
A'B'C'D'H'A"H"  ) , immaginiamo  che  una  retta  mobile  ( AO, 
A'fl')  scorra  su  quest  elica  e sul  suo  asse  ( 0.,0‘Z')  forman- 
do in  oltre  un  angolo  costante  con  quest  asse  : si  produrrà  in 
tal  modo  una  elicoide  ben  diversa  dall’altra  sviluppabile  già 
considerata  nel  n.  perchè  la  prima  è storta,  come  si  dimo- 
strerà dopo  che  avremo  conosciuto  in  qual  modo  si  possano  co- 
struire le  diverse  posizioni  delle  sua  generatrice. 
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S99.  Per  avere  quella  che  passa  pel  punto  qualunque  (F,F') 
dell’  elica,  prendiamo  neU’asse  verticale  un  intervallo  a'f  egua- 
le alla  differenza  di  altezza  dei  punti  ( P,F')  ed  ( A, A'),  e la 
retta  ( F'f,  FO  ) sarà  la  generatrice  dimandata;  perchè  formerà 
con  l’ asse  ed  il  raggio  del  cilindro  che  terminerebbe  al  punto 
(P,F')  un  triangolo  rettangolo  evidentemente  uguale  ad  A'c'O', 
e quindi  gli  angoli  ai  vertici  di  questi  due  triangoli  saranno  al 
certo  gli  stessi,  come  lo  impone  la  legge  del  movimento  pocanzi 
ammessa.  Ma  per  rendere  questa  operazione  più  uniforme  e più 
semplice,  si  osserverà  che  per  tracciare  l’elica  primitiva  si  è già 
dovuto  dividere  ( n.  4^f)  il  passo  A'A"  di  questa  curva  e la  cir- 
conferenza ABCU. ...  in  uno  stesso  numero  di  parti  eguali,  che 
nel  nostro  disegno  è di  7ua//or</ici;  in  conseguenza, se  si  comincia 
dal  notare  sull’asse  verticale,  a partire  dal  punto  a',  gFintervalli 
a'&\ò'c',c'd' . tutti  eguali  alle  diviàoni  del  passo 
dell’elica , basterà  unire  con  linee  rette  i punti  corrispondenti 
B'  e ù',  C e c',  D'  e per  avere  lo  proiezioni  verticali  B'à', 
C'c',  D'rf', . . . delle  varie  generatrici  proiettate  orizzontalmen- 
te su  i raggi  BO,CO,DO, . . . 

Goo.  E evidente  dà  questa  costruzione  che  due  generatrici  co- 
munque vicine  tra  loro  non  si  troveranno  mai  in  uno  stesso  pia- 
no ; perchè  le  loro  proiezioni  orizzontali  si  taglieranno  sempre 
in  0,  ed  i punti  situati  su  questa  verticale  0 hanno  altezze  di- 
verse : questa  elicoide  è dunque  una  superficie  storta. 

Gol.  E poiché  i vari  triangoli  rettangoli,  foimati  da  ciascuna 
generatrice  con  l’ asse  e col  raggio  del  cilindro  che  termina  al 
punto  corrispondente  dell’elica,  sono  ( ».  ) tutti  eguali  ad 

A'a'O',  ne  segue  che  la  porzione  della  retta  mobile,  compresa 
tra  l’asse  e l’elica  direttrice,  avrà  sempre  la  stessa  lunghezza  ; 
onde  r.elicoide  in  quistionc  si  può  ancìie  riguardare  come  g«;ne- 
rata  da  una  reita  di  lunghezza  costante  ( AO,A'a'  ) che  scor~ 
re  sopra’  un  elica  di  base  circolare  e sul  suo  asse. 

- Go2.  Ih  questo  movimento,  dove  la  lunghezza  della  genera- 
trice e l’iucliuazione  all’asse  restano  invariate,  è evidente  che 
-un  punto  qualunque  ( »,«'  ) della  retta  mobile  serba  una  distanza 
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costante  «0  dall’asse  verticale  ( 0,0'Z');  cioè  a dire  che  que* 
sto  punto  si  muove  sul  cilindro  retto  che  ha  per  base  il  cerchio 
«Cy....  In  oltre,  siccome  i due  estremi  della  generatrice  si  eleva* 
no  ad  un  tempo  di  una  quantità  costante  a'b'^  o a'c',  o a'd',... 
lo  stesso  avrà  luogo  pel  punto  ( le  cui  ordinate  verticali 

coniate  dal  piano  orizzontale  »'®'  eguaglieranno  sempre  le  or* 
dinate  dei  punto  ( A, A')  al  di  sopra  del  piano  A'O'.  Ma  queste, 
per  la  natura  dell’elica  percorsa  dal  punto  (A, A'),  sonò  propor- 
.Rionali  agli  archi  AB, AC, AD,...  o pure  agli  archi  «C,ixy 
dunque  altresi  questi  ultimi  saranno  proporzionali  alle  ordinate 
delle  posizioni  occupate  dal  punto  ( «,«'  ) al  di  sopra  del  piano 
orizzontale  quando  è proiettato  successivamente  in  C,y,5,..; 
e per  conseguenza  ( n.  44^)  lo,  curva 

( «Cy5«X . . . , ) 

descritta  da  un  punto  qualunque  ( «,»'  ) della  generatrice  nel 
suo  movimento  è un’  elica  del  medesimo  passo  dell’  elica  pri- 
mitiva, ina  tracciata  sopra  un  cilindro  concentrico  al  primo. 

Per  costruire  quest’elica  basterebbe,  dopo  aver  descritto  il 
cerchio  del  raggio  0»,  proiettare  i punti  c,y,5,...  in  c',y',5',... 
sulle  generatrici  già  tracciate  j ma  per  evitare  gl’incontri  di  rette 
inclinate  fra  loro  sotto  angoli  acutissimi,  converrà  meglio  far  la-  ' 
gliare  queste  generatrici  da  orizzontali  alte  sopra  x'»'  quanto 
l’intervallo  a'b',  il  suo  doppio,  triplo, . . . 

6o3.  In  conseguenza  di  questa  proprietà  si  potrebbe  anche 
definire  l’elicoide  storta  come  generata  da  una  retta  che  scorre 
sopra  due  eliche  concentriche,  di  raggi  disuguali  ma  del  me- 
desimopasso, e sull’asse  comune  di  queste  due  curve.  Per  tal 
modo  si  assegnerebbero  alla  superficie  tre  direttrici,  e quindi  lo 
altre  condizioni  enunciale  nei  n.  Sg8  e 6ot  si  troverebbero  a- 
dempite  da  se  stesse. 

Go4-  E bene  osservare  che  l’elicoide  storta  ammette  ancora 
una  falda  superiore,  la  quale  verrebbe  generala  dal  prolunga- 
mento o'U'  della  retta  (a'A',OA),  onde  fu  descritta  la  falda  in- 
feriore. Quest’ ultima  è la  sola  che  abbiamo  rappresentata  nel 
nostro  disegno , a fine  di  farne  vedere  più  distintamente  la  for- 
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ma;  laltapia  osserveremo  che  le  due  falde  non  solo  avrebbero  di 
comune  la  retta  (0,0'Z'),oto  si  taglierebbero  ancora  in  una  o 
più  eliche  del  medesimo  passo  dell’elica  (ABCD. . . , A'B'C'D'. .). 
In  effetto  , confrontando  le  posizioni  di  due  generatrici  poste  in 
uno  stesso  meridiano,  come  ( AO,A'o'U'  ) ed  ( OH , A'H'  ) , si 
vede  che  esse  tagliansi  in  un  punto  u'  necessariamente  comu- 
ne alle  due  falde , e che  resterà  sempre  in  ambedue  allorcliò 
sarà  trasportato  dal  movimento  simultaneo  di  queste  due  rette 
intorno  all’asse.  Ma  nel  ».  insabbiamo  dimostrato  che  in  que- 
sto movimento  un  punto  qualunque  »'  od  u'  della  generatrice 
descrive  un’elica  concentrica  all’altra  ( ABCD...,A'B'C'D'... ), 
c del  medesimo  passo  di  questa  : dunque  una  tal  curva  è real- 
mente r intersecazione  delle  due  falde  dell’elicoide;  e si  avreb- 
bero altre  sezioni  analoghe,  se  le  generatrici  si  prolungassero  ab- 
bastanza lungi,  per  modo  che  A'a'U'  incontrasse 
ne’  punti  i quali  descriverebbero  pure  eliche  comuni 

alle  due  falde. 

6o5.  Rappresentazione  grafica  della  superficie.  Si  ottiene 
questa  dall’insieme  delle  generatrici  succes^vc  che  abbiamo  co- 
struite; e se  si  limiti  l’elicoide  alla  sua  falda  inferiore,  e le  ge- 
neratrici si  facciano  terminare  nei  punti  dove  si  appoggiano  al- 
l’elica direttrice  ( ABCD. . . , A'B'C'D'. . . ) , il  contorno  appa- 
rente della  superficie  sul  piano  orizzontale  si  ridurrà  al  cerchio 
ABCIIRA. 

Sul  piano  verticale  di  proiezione  il  contorno  apparente  si  com- 
pone in  primo  luogo  delle  jicrzioni  A'B'C'D'G'Il'L'  e P'Q'A" 
B"C"F"H"L"  dell’elica  direttrice  , c vengono  apjircsso  le  di- 
verse curve  simmetriche  X'Y'B',a:'y'L',X"Y"B"  che  sono  gli 
inviluppi  delle  proiezioni  verticali  delle  generatrici.  In  fatti  le 
rette  A'a',B'A',  C'c',  D'</'  formando  con  l’asse  O'Z'  angoli  sem- 
pre decrescenti , produrranno  collo  loro  intersecazioni  successi- 
ve un  poligono,  la  cui  convessità  sarà  rivolta  verso  l’asse;  e sup- 
ponendo moltiplicate  indefinitamente  quelle  rette,  il  polìgono  si 
cambierà  in  una  curva  X'Y'B'  tangente  a ciascuna  di  tali  rette, 
ed  avente  per  assintoto  la  generatrice  particolare  a'A',  la  cui  in- 
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rlinnzioiie  suH’asso  c un  massimo  in  proiezione  verticale.  Questa 
runa  lorclicrà  puro  l’asse  O'Z',  che  è per  s6  stesso  la  proiezio- 
ne verticale  eli  una  generatrice  della  superfìcie,  in  un  punto  X' 
situato  fra  d'  od  e';  c poscia  continuerebbe  ad  avere  per  tangenti 
i prolungamenii  delle  generatrici  We' ,¥'J' ,G'g' , rultima 
delle  quali  sarebbe  un  altio  assintolo.  Ma  siccome  nel  nostro  di- 
segno si  suppone  che  la  falda  superiore  dell'elicoide  non  esista, 
la  ciirva  inviluppo  delle  generatrici  si  ridurrà  alla  parte  compre- 
sa dal  punto  X'  sino  al  punto  (situato  verso  B')  dove  la  gene- 
ratrice del  l’elicoide  trovasi  tangente,  in  proiezione  verticale, 
alla  sinusoide  A'B'C'D';  solo  conviene  osservare  che  in  questa 
ultima  parte  la  curva  inviluppo  coincide  sensibilmente  colla  ret- 
ta B'à'. 

In  siniil  modo  il  ramo  del  contorno  apparente  toccherà 
l’asse  fra  i punti  n'  e p',  e sarà  tangente  alle  generatrici  n'N', 
sino  a che  non  tocchi  la  sinusoide  H'L'M';  e se  do- 
vesse prolungarsi  maggiormente,  avrebbe  per  assinloto  la  gene- 
ratrice (ine  si  terrà  lo  stesso  metodo  per  gli  altri  rami 

X"Y"B",  eV'y"L"  (*). 

. Co6.  Se^o)i{nolaLilf.  Se  si  tagli  l’elicoide  storta  con  un  pia- 

FIG.  no  menalo  per  l’asse  (0,0'Z'),  la  sezione  verrà  eyidentementé 
CxxiV.  formata  di  linee  rette  che  saranno  altrettante  posizioni  diverse 
della  generatrice;  e se  s’ impiega  per  tagliare  la  superficie  un 
ciiìiulro  verticale  *Cy5).<r. . . concentrico  all’elica  direttrice  , ri- 


(*)  Aoi  qui  consigbanio  di  Iratcia.-c  le  curve  X' V'B',  . ...  in 

inodo  clic  tuccùino  scmplicemciito  la  sinusoide  e le  proiezioni  delle  ge- 
ni ralrici,  pcrciic  questa  maniera  avrà  tutta  la  precisione  desiderabile, 
quando  le  generatrici,  ch’c  facilissimo  costruire,  sieno  abbastanza  nume- 
rose. Nondimeno  se  si  volessero  determinare  i punii  di  contatto  di  questa 
curva,  basterebbe  condurre  per  ciascuna  generatrice  linciano />er/7en(/^ 
colare  al  piano  verticale , e poi  cercare  il  punto  in  cui  questo  piano  sa- 
rebbe tangente  all’eliccide  adoperando  il  metodo  che  si  esporrà  neln.SfS; 
poiché  allora  la  serie  di  lutti  questi  punii  di  contatto. apparterrebbe  evi- 
ilentcuDcnte  al  contorno  apparente  X'V'B'  della  superficie:  ma  sarebbe 
questo  un  metodo  laboriosissimo. 
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Sulla  da  ciò  che  abbiam  dimostrato  nel  n.602,  che  la  sezione 
sarà  un'altra  elica  . . . . del  medesimo  passo  della  A.' 

B'C'D'L'P'. . . 

607.  Tagliamo  ora  l’ elicoide  con  un  piano  orizzontale  (|iia- 

lunque  G"a".  Basterà  proiettare  sul  piano  orizzontale  i punti 
G",W",e",S", dove  il  piano  secante  incontra  le  proiezio- 

ni verticali  delie  generatrici  della  superfìcie  , e si  avrà  la  spi- 
rale OIR&WG.. . . che  si  estenderebbe  indefinitamente  prolun- 
gando abbastanza  le  generatrici  seguenti  

Dippiù , se  la  falda  superiore  ( n.  ffo4)  generala  dal  prolunga- 
mento delle  rette  RV',Q'y', . . . esistesse  sola,  verrebbe  tagliata 
dallo  stesso  piano  G”a"  secondo  un  altro  ramo  0/^5. . . appr- 
tencnte  alla  medesima  spirale  , e questi  due  rami  avrebbero  per  • 
tangente  comune  il  diametro  AGII;  perché  i raggi  OKC,OIB  so- 
no secanti,  i cui  due  punti  di  sezione  colla  spirale  si  raccolgono 
in  un  solo  0 quando  si  perviene  alla  posizione  OA. 

608.  La  sezione  che  abbiamo  cosi  otlenulà  è una  spirale  di 
'Archimede.  Di  falli,  per  virtù  del  metodo  con  cui  abbiamo  co- 
struite ( n.  Sgg  ) le  generatrici  dell’  elicòide,  ciascuna  di  queste 
rette  ha  per  differenza  di  livello  fra  i suoi  due  estremi  un  inter- 
vallo costante  ed  eguade  ad  O'a',  che  comprende  colla  nostra  fi- 
gura sei  divisioni  del  passo  dell’elica  ; in  oltre. , siccome  i punti 
F",E",D", . . . sono  al  di'  sotto  del  piano  G"«"  per  i,e,3, . . . 
divisioni,  ne  risulta  evidentemente  che  nello  spazio  sarà 

F"W"=|  F'y»,E'V'=|E'V',D"S"=iD"i/", ... 

Ora  le  proiezioni  orizzontali  di  queste  rette  dovendo  restar  divi- 
se nello  stesso  rapporto,  sarà  pure 

FW=iFO,  Ei=|EO,  DS=|DO,...  ' 

o pure 

OI=|OB,  OR=fOC,OS=fOD,... 

Do|)o  ciò  è chiaro  che  per  un  punto  qualsivoglia  W della  spira- 
le ha  luogo  la  relazione 

OW  _ ^ 

W ~ .\.ti  ’ ® K “ ? ’ 
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chiamando  f il  raggio  vettore  di  questo  punto,  u 1 angolo  corri- 
s]Kmdcntc  misurato  nel  cerchio  che  ha  per  raggio  l’unità,  edR 
il  raggio  dato  OA.  Mostrando  dunque  l’equazione  precedente 
che  ^ cd  u crescono  proporzionalmente  , la  curva  è realmente 
una  spirale  di  Archimede  ; ma  per  introdurvi , secondo  l’uso  il 
raggio  vettore  costante  R'  che  corrisjKinde  alla  prima  rivoluzio- 
ne totale,  fa  d’ uopo  sup|)orre 

R'=.^R  con  che  sarà  a=R'  — . 

2 C 

La  frazione  ^ esprime  qui  il  rapporto  del  passo  dell'  elica 
A'A"  aU’altczza  O'a' presi  da  noi  ad  arbitrio  por  (issare  la  pri- 
ma generatrice  dell’elicoide  storta. 

609.  Del  piano  tangente  in  un  punto  dato , sopra  una  ge- 
neratrice qualunque  ( DO, D'</' ).  Supponiamo  da  prima  che 
il  punto  dato  ( D,D')  stia  nell’elica  direttrice:  allora  condu- 
ccndo  la  retta  DT  eguale  all’arco  DA  e perpendicolare  a DO, 
il  punto  ( T,T')  sarà  ( n.  44g  ) 'I  piede  della  tangente  dell’eli- 
ca  ; in  conseguenza  il  piano  tangente  nel  punto  ( D,D'  ) verrà 
determinato  dalle  due  rette  ( DO,D'<f')  e (DT,D'T'),  ed  avrà 
la  VT  per  traccia  orizzontale. 

Sia  óra  ( 8 , S'  ) un  punto  qualunque  della  stessa  generatri- 
ce. È noto  (n.  S02)  che  per  questo  punto  passa  un’elica  la  cui 
origine  (»,*')  si  determina  descrivendo  l’arco  5»,  e proiettan- 
do * in  »'  sulla  generatrice  A.' a'.  Di  più , senza  delincare  que- 
sta curva  è facile  costruire  la  tangente,  perchè  se  dopo  aver  me- 
nata la  retta  TO  si  conduca  50  parallela  a DT , è evidente  che 
si  avrà  50=5»;  dunque  proiettando  0 in  0'  sul  piano  di  origi- 
ne a''»',  si  avrà  il  piede  ( 0,0')  della  tangente  cercata , la  quale 
sarà  (50,5'6').  Ciò  premesso,  il  piano  tangente  nel  punto  (5,5') 
dell’elicoide,  dovendo  contenere  questa  tangente  c la  genera- 
trice ( 50,5'd')  che  incontra  il  piano  orizzontale  a>'»'  nel  punto 
( i >€')>  *'vrà  evidentemente  per  tracce  sul  piano  di  origine  la 
retta  g0,c  sul  piano  orizzontale  primitivo  la  rettaV/ parallela  a |0. 

Si  terrebbe  le  stesso  andamento  per  uu  altro  punto  ( ♦,♦') 
della  generatrice  (DO,D'</'),  impiegando  sempre  il  triangolo 
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rettangolo  TOD,  nel  quale  si  tracoerebbc  parallelamente  a DT 
la  retta  che  darebbe  il  piede  ({>(')  della  tangente  all’elica 
nel  punto  ( 

610.  Qui  è importante  il  notare , che  per  tutU  i punti  di  una 
stessa  generatrice  (DO,D'</')  i triangoli  rettangoli  TDV,08{... 
avranno  basi  eguali  DV,Sg, ...  In  effetto,  l’altezza  del  punto 
( D,D'  ) al  di  sopra  di  ( A, A'  ) è evidentemente  la  stessa  che 
quella  del  punto  ( ) al  di  sopra  di  ( ) ; per  conseguen- 

za le  porzioni  D'V'  e 8'$'  della  generatrice  sono  eguali , e vi 
sarà  pure  eguaglianza  fra  le  loro  proiezioni  orizzontali  DY  e 8g. 
In  oltre  l’angolo  alla  base  V o g di  questi  triangoli  è variabi- 
le, laddove  un  tale  angolo  sarebbe  costante  e la  base  per  con- 
trario variabile  nei  diversi  punti  di  una  stessa  elica,  atteso  ebe 
passando  dal  punto  D ai  punti  C,6, . . . i lati  DV  e DT  variano 
in  un  rapporto  costante.  Dal  che  risulta  che  i piani  i quali  toc- 
cano Felieoide  ne’  diversi  punti  di  una  stessa  elica  s’inclinano 
egualmente  al  piano  orizzontale. 

Gii.  Osserviamo  ancora  che  per  tutti  i punti  di  una  stessa  ge- 
neratrice ( DO,D'<^')  i piedi  delle  tangenti  all’ eliche  sono  tutti 
situati  nella  retta  ( TO,T'a'  ),  il  che  permetterebbe  di  ottenere 
la  pcoiezione  verticale  0'  senza  ricorrere  ( n.  6og  ) al  piano  di 
origino  »'(»'.  In  fatti  le  altezze  de’  due  punti  ( 0,a'  ) e ( 0,0'  ) 
sopra  del  piaqo  orizzontale  primitivo  danno  evidentemente  i rap- 
porti eguali 

O'a'  _ AV  AO  DO  TP 
(y®'  "A'*  ~ A»  ■”  D8  ■“  TO  ’ 
ma  l’eguaglianza  tra  la  prima  c l’ultima  di  queste  frazioni  espri- 
me che  le  orcUnate  verticali  dei  punti  (0,a')  e (0,0')  sono  pro- 
porzionali alle  loro  ascisse  contate  dal  punto  (T,T');  è dunque 
mestieri  che  questi  tre  punti  si  trovino  in  linea  retta. 

Già.  Da  ciò  risulta  che  le  tangenti  ( DT,D'T'  ),  ( 80,8'0'  ) , 
( • • all’ eliche  descritte  dai  diversi  punti  della  genera- 

trice ( DO,D'rf')  si  appoggiano  tutte  sulle  due  rette  fisse  ( TO  , 
T'a')e(DO,D'</');edipiù  , siccome  queste  tangenti  sono  cvi- 
dcntcmcutc  parallele  ad  uno  stesso  piano  verticale  DT , no  ri- 


FIG. 
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sulta  ( ti,  ) die  esse  formano  col  loro  insieme  una  parabo- 
loide iperbolica  la  quale  tocca  la  superficie  dell’elicoide  lungo 
tutta  la  generatrice  ( DO,D'rf'). 

Gl 3.  Questo  è pure  il  risultamcnto  al  quale  saremmo  perve- 
nuti, se  col  metodo  generale  del  n.  d^i^d^avessimo  voluto  costrui- 
re V iperboloide  di  accordamento  lungo  la  retta  ( DO,D'rf'). 
Poicliè  determinando  l’elicoide , come  nel  n.  6o3,  mediante  le 
tre  direttrici  (ABCD. . .,A'B'C'D'. . . ),  (*CyS . . . . ), 

(0,0'Z'),  la  detta  iperboloide  avrebbe  avuto  anch’  essa  per  di- 
rettrici le  rette  (DT,D'T'),  (5ft,S'6'),  (0,0'Z');  e poiché  que- 
ste sono  evidentemente  parallele  tutte  tre  ad  uno  stesso  piano 
verticale,  l’iperboloide  si  cambia  ( ».  34t)  in  una  paraboloide 
iperbolica , che  non  dìiferisce  da  quella  di  cui  abbiam  parlato 
pocanzi. 

6x4.  Questa  paraboloide  ha  per  piano  direttore  del  primo  si- 
stema di  generatrici  il  piano  verticale  DT;  e in  quanto  al  secon- 
do sistema,  il  piano  direttore  dovrebbe  passare  per  ( TO,T'a') 
e per  una  parallela  a (DO,D'</').  Ora  se  questa  parallela  si 
conduce  dal  punto  ( 0,a'  ) , è facile  vedere  che  incontrerà  il 
piano  orizzontale  in  D , per  modo  che  TD  sarà  pure  la  traccia 
orizzontale  del  secondo  piano  direttore,  ed  in  conseguenza  que- 
st’ ultimo  piano  sarà  , come  il  primo  , perpendicolare  al  piano 
verticale  OD  che  contiene  la  generatrice  dell’elicoide.  Dal  che 
si  può  dedurre  che  l’asse  della  paraboloide  (n.ffSo)  è orizzon- 
tale e parallelo  a DT,  intersecazione  de’  due  piani  direttori. 

Per  ogni  altra  generatrice  diversa  da  ( DO,D'<f')  è palese  che 
la  paraboloide  di  accordamento  avrebbe  la  stessa  forma , e 
prenderebbe  soltanto  una  posizione  analoga  per  rapporto  alla 
nuova  generatrice. 

6x5.  Ritrovare  il  punto  di  contatto  dell’  elicoide  storta  con 
un  piano  dato  e condotto  per  una  conosciuta  ffeneratrice. 
Questo  problema  che  nella  Prospettiva  e nelle  Ombre  servireb- 
be a trovare  la  linea  di  contatto  dell’elicoide  con  un  cono  o con 
un  cilindro  circoscritto  a questa  superficie , potrebbesi  risolvere 
nel  modo  indicato  nei  ».  S-jS  e SiS ; o più  semplicemente  coi 
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mezzi  adoperati  ne’  n.  àj4  ^ sostituendo  aH’elicoidc  la  pa> 
raboloide  di  accordamento  lungo  ciascuna  generatrice.  Ma  le 
operazioni  grafiche  necessarie  all’oggetto  essendo  tuttavia  labo- 
riosissime^ daremo  un  metodo  assai  più  corto  , e fondato  sulla 
osservazione  del  n.  (*). 

Sia  Y/  la  traccia  orizzontale  del  piano  dato , il  quale  passa 
per  la  generatrice  (DO',D'</').  Dopo  aver  costruito  il  triangolo 
rettangolo  TDO  che  determina  la  tangente  dell’elica  nel  punto 
( D,D')  della  generatrice  proposta,  si  conduca  pel  punto  t una 
parallela  tò  a DO , e poi  una  perpendicolare  03  : quest’  ultima 
determinerà  il  punto  ( 3,3')  in  cui  il  piano  dato  tocca  l’elicoi- 
de. In  fatti,  per  costruire  il  piano  tangente  in  questo  punto  (3,3') 
bisognerebbe  ( n.  €og  e 6to  ) condurre  nel  triangolo  ODT  la 
retta  30  perpendicolare  a SO , indi  prendere  3J  eguale  a DV,  e 
la  retta  0$  sarebbe  la  traccia  di  questo  piano  tangente  sul  piano 
di  origine  dell’elica  menata  per  (S,S').  Ora  è palese,  in  virtù 
delle  costruzioni  qui  sopra  impiegate , che  la  linea  0£  risulterà 
parallela  a V/;  per  modo  che  le  tracce  orizzontali  del  piano  dato 
e del  piano  tangente  nel  punto  ( S,S')  saranno  parallele,  e sic- 
come ambidue  i piani  passano  per  la  retta  (ODV,d'D'V'),  coin- 
cideranno sicuramente  uno  coll'altro. 

6i6.  Elicoide  a piano  direUore.  La  definizione  generale  del 
n.  suppone  ebe  la  retta  molile  scorra  sopra  un'elica  e 
sul  suo  asse,  formando  con  quest’ultimo  un  angolo  costante, 
ma  qualsivoglia:  in  conseguenza,  allorché  quest’angolo  è retto, 
tutte  le  posizioni  della  generatrice  sono  evidentemente />ara//e/e 
al  piano  orizzontale,  il  quale  diviene  così  un  piano  direttore 
della  superficie;  e questa  ( che  mai  non  lascia  di  essere  storta) 
rientra  allora  nel  genere  dei  conoidi  retti  ( n.  Sog  ).  È facile 
vedere  come  tutte  le  proprietà  riconosciute  nell’  elicoide  storia 
generale  si  riproducono  con  semplificazione  notabile  nell’elicoide 
particolare,  di  cui  qui  si  tratta;  in  conseguenza  ci  contenteremo 


(*)  Questo  metodo  trovasi  esposto  nel  Tr aitalo  delle  superficie  regolate 
del  signor  Gascheau,  antico  allievo  della  Scuola  politecnica. 
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d’indicare  la  forma  di  quest’ iillima,  impiegando  un  sol  piano  di 
proiezione , come  nella  126  che  appresso  dee  servirci  a rap- 
presentare una  vite.  Vi  si  scorgono  l'elica  direttrice  ABCDE... 
c le  diverse  posizioni  Ao,B  t ,€2, . . . della  retta  mobile  ; indi  si 
dimostrerà  più  facilmente  ancora  che  non  si  fece  nel  n.  602  , 
che  ogni  punto  « della  generatrice  descrive  un’  elica  . . . 
concentrica  alla  prima , e che  ha  il  medesimo  passo , e il  me* 
desimo  piano  di  origine  di  questa. 

617.  Il  piano  tangente  di  quest'elicoide  in  un  punto  dato  so- 
pra una  generatrice,  si  costruirà  pure  cercando,  come  nel  n.6og 
il  piede  della  tangente  all’elica  la  quale  passa  pel  punto  dato,  c 
questo  piede  si  troverà  ancora  col  triangolo  rettangolo  ODT  della 
fig.  Ì24'.  nia  nel  caso  attuale  le  tracce  orizzontali  dei  vari  piani 
tangenti  lungo  la  generatrice  OD  partiranno  dai  punti  T,0,f,... 
e saranno  tutte  parallele  a DO , perchè  questa  retta  orizzontale 
sarà  comune  a tutti  i piani  mentovali. 

618.  In  oltre  la  retta  (TO,T'a')  su  cui  erano  situati  (n.tf//) 
i piedi  delle  tangenti  alle  diverse  eliche,  si  ridurrà  nei  caso  pre- 
sente alla  linea  TO  tracciata  nel  piano  orizzontale;  e la  parabo- 
loide di  accordamento  ( n.  6i2  e 6i3)  avrà  per  suoi  due  piani 
direttori,  il  piano  verticale  DT  e lo  stesso  piano  orizzontale. 

619.  Finalmente  il  problema  del  n.  6t3 si  potrà  sciogliere  con 
molta  speditezza;  poiché  essendo  data  per  traccia  orizzontale  del 
piano  proposto  una  retta  tO  parallela  a DO  , il  punto  0 in  cui 
questa  traccia  incontrerà  la  linea  TO  permetterà  di  condurre  la 
perpendicolare  65 , la  quale  farà  conoscere  il  punto  di  contatto 
5 che  si  cercava. 

G20.  La  superficie  di  cui  qui  parliamo  serve  non  solo  per  il 
risalto  della  vite  rettangolare,  ma  pel  disegno  altresì  delia  scala 
detta  VITE  A GioRKo  circolare. 


§.  5.  Della  vile  a risalto  triangolare. 


FIG.  XXV.  ^21.  Immaginiamo  un  triangolo  isoscele  »A*',  la  cui  b.ise 
coincida  sempre  con  un  lato  di  un  cilindro  retto,  e il  cui  piano 
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passando  costantemente  per  l’asse  di  un  tal  cilindro  roti  unifor- 
memente intorno  a questa  retta;  indi  concepiamo  che  quel  trian- 
golo si  elevi  nel  tempo  stesso  di  quantità  proporzionali  agli  spa- 
zi angolari  descritti  dal  suo  piano  mobile,  e con  tal  legge  che  al 
termine  di  un  compiuto  rivolgimento  il  triangolo  generatore  si&  si 
elevato  di  un’altezza  eguale  alla  sua  base  x»',  eh’ è quanto  dira 
abbia  preso  la  posiziono  Allora  il  solido  generato  dal 

triangolo  mobile  sarà  il  rtsallo  della  vite,  di  cui  il  cilindro  pri- 
mitivo è il  nocciolo. 

622.  E evidente  che  per  virtù  di  queste  condizioni  il  vertice 
A del  triangolo  descrive  ( n,  44^)  un’elica  ABCDEFA'B'. . . , 
che  appartiene  ad  un  cilindro  concentrico  al  primo,  e il  cui  pas- 
so è eguale  ad  ax';  in  oltre,  siccome  i lati  Ax  ed  Ax'  incontrano 
sempre  l’asse  sotto  angolo  costante , ne  risulta  ( n.  che  le 
due  facce  del  risalto  sono  parti  di  due  elicoidi  storte,  cosi  poste 
che  la  falda  superiore  di  una  (n.  So4  ) costituisce  la  faccia  in- 
feriore del  risalto , laddove  la  faccia  superiore  di  questo  risalto 
appartiene  alia  falda  inferiore  dell’ altra  elicoide. 

G23.  Per  rappresentare  compiutamente  questa  vite  bisogna 
prima  costruire  ( n.  4^f  ) > mediante  un  piano  orizzontale  che 
abbiamo  qui  soppresso,  la  proiezione  verticale  ABCDEFA'B'... 
dell’ elica  descritta  dal  punto  A , osservando,  che  il  passo  AA' 
di  questa  elica  dee  prendersi  eguale  alla  base  x«'  del  triangolo 
dato.  Indi  le  divisioni  eguali  di  questo  passo,  che  qui  sono  dieci, 
debbono  esser  portale  sullasse  a partire  dai  punti  0 c 16,  dove 
questa  retta  è incontrata  da’ iati  Ax  ed  Ax':  ciò  produrrebbe  in 
generale  due  serie  distinte  di  punti  di  divisione,  ma  nel  caso  at- 
tuale ne  formano  una  sola , perchè  abbiamo  scelto  il  triangolo 
Axx'  in  modo  che  i suoi  lati  comprendessero  sull’asse  un  nume- 
ro esatto  delle  divisioni  del  passo  dell’ elica.  Ciò  posto , unendo 
il  primo  punto  di  divisione  B dell’elica  coi  punti  i e 17  , il  se- 
condo punto  C con  2 e 18,  il  punto  D con  3 o ig,. . . sì  avran- 
no evidentemente  le  diverse  posizioni  del  triangolo  generatore. 

(Ì24-.  Intanto  queste  rette  debbono  terminare  nei  punti  < e c' 

7 e y',  5 e 8',. . . dove  esse  incontrano  il  nocciolo  cilindrico  del- 

49 
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la  vile.  Ora  questi  punti  esprimendo  le  posiiioni  successive  prese 
dai  punti  » ed  »'  del  triangolo  mobile,  risulta  dal  n.  Soa  che  la 
curva  ò un’elica  del  medesimo  passo  di  ABCDFA'..; 

c per  conseguenza  potrà  determinarsi  tagliando  le  generatrici 
indeGnitc  con  delle  orizzontali  menate  da’ punti  4 6 i4)  5 e ib, 
6 e 1 6,...  Di  più,  siccome  il  punto  »'  è comune  ai  due  triangoli 
»A»'  ed  »'A'»",  avverrà  necessariamente  che  l’elica  *cy(p»'c'y'.. 
nascerà  pure  dalle  intersecazioni  dei  lati  Bt'e  B'c',  Cy'e  C'y',.. 
ciocche  darà  una  veriGcazIone  delle  costruzioni  precedenti.  E 
cosi  quest’elica  formerà  lo  singolo  rientrante  della  vite,  laddove 
r elica  ABCDFA'  ne  sarà  lo  spigolo  saliente. 

Gi'ó.  Circa  il  contorno  apparente  delle  due  facce  del  risalto  è 
d'uopo  osservare  che  esso  non  è formato  da  due  generatrici  ret- 
FIG.  CXX  V.  tilinee , ma  sibbcnc  da  due  curve  XY  ed  xg  che  sono  (n.  6oS) 
^'inviluppi  delle  proiezioni  delle  generatrici , e che  hanno  per 
assintoti  le  generatrici  particolari  A*'  ed  A'«'. Tuttavia,  siccome 
le  porzioni  delle  due  elicoidi  storte  che  terminano  il  risalto  sonv 
poco  estese,  e bastevolmente  lontano  dall’asse,  cosi  le  linee  XY 
ed  xy  potranno  essere  tracciate  prossimamente  come  due  rette 
convergenti  con  <x'A  ed  »'A',  e che  tocchino  una  i due  archi 
A YB  ed  »'Xc',  l’altra  i duo  archi  A'yF  ed  «'ar<p.  In  oltre  di  questi 
due  rami  del  contorno  apparente.,  il  primo  XY  nasconde  una 
parte  del  secondo  xy,  il  quale  dee  però  terminare  in  un  punto  z 
situato  all  altezza  di  a motivo  della  forma  simmetrica  di  que- 
ste due  curve. 

626.  Queste  osservazioni , che  debbonsi  applicare  a ciascun 
angolo  rientrante  del  risalto  situato  a sinistra,  e che  si  riprodu- 
cono in  una  maniera  inversa  negli  angoli  rientranti  situati  a 
dritta,  bastano  senz3  dubbio  a porro  il  lettore  nello  stato  di  dar 
facilmente  ragione  de’  vari  punteggiamenti  coi  quali  abbiamo 
espresso  nel  nostro  disegno  le  parti  visibili  e le  invisibili  della 
vile  in  qiiistione.  Soltanto  aggiungeremo  che  il  rettangolo  UVum 
rappresenta  il  parallelepipedo  che  costituisce  la  testa  della  vile- 
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§.6.  Della  vite  a risalto  quadrato, 

637.  Il  risalto  di  questa  vite  vico  generato  da  un  rettangolo 
\.!ùh  il  cui  piano,  condotto  per  l'asse  di  un  cilindro  retto  c circo- 
lare, gira  uniformemente  intorno  a quest’asse  frattanto  che  il  ret- 
tangolo si  eleva  lungo  i lati  del  cilindro  di  quantità  proporzionali 
ngli  spazi  angolari  descritti  dal  suo  piano.  Da  ciò  risulta  eviden- 
temente che  i punti  A ed  L descrivono  in  questo  movimento  eli- 
che eguali  il  cui  passo  comune  AA'  od  LL'  può  essere  scelto  a 
piacere,  purché  eguagli  almeno  il  doppio  di  AL,  a fine  di  lascia- 
re un  libero  passaggio  al  risalto  saliente  della  madrevite  che  in- 
castra con  la  vite.  Di  più  i due  lati  A«  ed  LX  che  si  appoggiano 
sempre  su  quest’ eliche  e sull’asse,  inclinandosi  a quest’ultimo 
sotto  angolo  retto  produrranno  duo  superfìcie  storto  appartenenti 
{n.  6)6)  ad  elicoidi  con  piano  direttore , nel  tempo  stesso  che 
il  lato  AL  descriverà  una  zona  cilindrica  che  terminerà  esterior- 
mente il  risalto  della  vite. 

5a8.  Per  rappresentare  graficamente  la  vite  a risalto  quadralo 
bisogna  prima  costruire  le  due  eliche  a passo  comune  ABCDEF 
A'F'. . . , LMNPQRL'R'. . . , servendosi  ( n.4.Si)  di  un  piano  oriz- 
zontalo non  espresso  nel  nostro  disegno;  e poi  fa  d’uopo  tracciare 
similmente  sul  cilindro  del  nocciolo  l’altre  due  eliche  . , 

, che  son  prodotte  ( ri.  6t6  ) dai  punti  « e X , e il  cui 
passo  comune  «a'  dee  pareggiare  AA'.  Quest’  ultime  due  curve 
sono  le  intersecazioni  del  nocciolo  della  vite  colle  facce  inferiore 
e superiore  del  risalto , e servono  a limitare  le  parli  di  genera- 
trici Bc  ed  M|i , DS  e Po’,  F<p  ed  R^i. . . , che  appartengono  a 
- queste  due  facce  storte.  Finalmente  si  potranno  aggiungere  al- 
cuni dei  lati  del  cilindro  esteriore  come  BM,CN,DP. . , 

Gag.  Tre  lo  varie  linee  di  cui  abbiamo  parlato  il  lettore  di- 
stinguerà facilmente  quelle  che  sono  visibili  da  quelle  che  si 
trovano  nascoste.  Le  uuc  e le  altre  veggonsi  tracciate  compiuta- 
mente  nella  prima  spira  del  risalto , e sono  punteggiate  in  una 
maniera  conveniente  alla  loro  posizione  ; ma  nelle  altro  spire 


riG. 
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non  si  sono  conservate  che  le  linee  visìbili , a fine  di  mostrare 
un  rnultamento  conforme  del  tutto  a quello  che  presenterebbe 
allo  spettatore  la  vista  dell’oggetto  in  rilievo. 

§.7.  Del  conoide  della  volta  anulare. 


FIG. 
ex  X.  VII. 


630.  Prescindendo  dalle  circostanie  che  si  riferiscono  special- 
mente alla  stereotomia,  la  quistione  si  riduce  qui  a trovare  l’in- 
tersecazione di  un  toro  con  un  conoide , curve  le  cui  tangenti 
danno  luogo  a nuove  ricerce,  c si  applicano  utilmente  nel  taglio 
delle  pietre.  Il  toro  è generato  dalla  rotazione  del  semicerchio 

il  quale  situato  nel  piano  verticale  B'iv  gira  intorno  alla 
verticale  <»,  e produce  la  superficie  interna  della  volta  che  chia- 
masi anulare.  Una  porta  praticata  in  questa  prima  volta  , e li- 
mitata ai  piani  verticali  I^c  convergenti  verso  l’asse  della 
volta  è terminata  superiormente  da  un  conoide  la  cui  generatri- 
ce rettilinea  si  mantiene  costantemente  orizzontale  , scorrendo 
sulla  verticale  » e sopra  una  seconda  direttrice  determinata  nel 
seguente  modo.  Sulla  tangente  aOd  dell’arco  AOD  nel  punto 
medio  0 si  tagliano  le  parti  Oa  ed  Od  eguali  ciascuna  alla  me- 
tà dell’arco,  e sulla  retta  ai/ come  asse  maggiore  si  descrive 
una  semi-ellisse  A"C"D"  il  cui  semi-asse  verticale  O^C"  è egua- 
le al  raggio  OB  od  O'B'  del  toro;  poscia  immaginando  che  que- 
sta ellisse  posta  nel  piano  verticale  aOd  da  applicata  sul  cilindro 
retto  O'AOD  in  modo  che  le  due  ascisse  coincidano  cogli  archi 
di  questa  circonferenza  , 1’  ellisse  diverrà  una  linea  di  doppia 
curvatura  che  si  adotta  per  seconda  direttrice , o vero  per  òase 
del  conoide.  , 

63 1.  Ciò-posto,  per  trovare  l’ intersecazione  di  questo  conoi- 
de col  toro , tagliamo  queste  due  superficie  con  diversi  piani 
orizzontali.  Quello  che  passerà  pel  punto  M'  del  meridiano 
B'C'à'  taglierà  il  toro  secondo  due  cerchi  descrìtti  coi  raggi  &'P' 
ed  oyo';  ìndi  cercando  sull’ ellisse  i punti  M"  ed  N"  che  hanno 
la  stessa  altezza  di  M',  e prendendo  gli  archi  OP  ed  OQ  eguali 
alle  ascisse  0"P"  ed  0"Q",  i punti  P e Q saranno  evideiite- 
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mente  le  proiezioni  dei  punti  dove  la  base  del  conoide  è incon- 
trata dal  piano  secante  orizzontale;  e per  conseguenza  le  sezioni 
fatte  in  questa  superficie  saranno  due  rette  proiettate  in  ®P  cd 
<uQ.  Or  queste  rette  incontrano  le  due  sezioni  circolari  in  quat- 
tro punti  che  appartengono  perciò  all’ intersecazione 

delle  due  superficie,  la  quale  si  compone  di  due  rami  a doppia 
curvatura,  proiettati  orizzontalmente  in  GO/'ed  FOjr. 

63a.  Osserviamo  i.°che  prolungando  il  conoide  dietro  l’asse 
verticale  , incontrerebbe  di  nuovo  il  toro  in  due  altri  rami 
ed  FgOay»  che  sono  simmetrici  ai  primi  e si  costrui- 
scono collo  stesse  operazioni  ; 2.'’  che  le  due  falde  del  conoide 
si  stimano  qui  terminate  ai  due  cilindri  verticali  B'GBF.  ...  e 
b'gbf...  intersecati  da  esse  in  curve  a doppia  curvatura,  le  quali 
non  sono  che  ellissi  avvolte  su  questi  cilindri  ed  aventi  tutte  per 
semi-asse  verticale  il  raggio  del  toro:  0 ciò  deriva  evidentemente 
dalla  proporzionalità  degli  archi  orizzontali  BG  e BF,  o bg  c bf 
cogli  archi  OA  ed  OD;  3.°  che  per  far  servire  il  toro  cd  il  co- 
noide a formare  una  volta  a spigoli  bisognerebbe  sopprimere 
alfalto  le  porzioni  interne  dello  generatrici  rettilinee  c circola- 
ri , che  qui  sono  punteggiate  come  invisibili. 

633.  E da  notare  che  ciasciina  delle  curve  piane,  siccome 
GO/*,  che  rappresentano  le  proiezioni  orizzontali  delle  curve 
degli  spigoli  è una  spirale  di  Archimede.  In  fatti,  dietro  la  co- 
struzione che  ha  dato  il  punto  qualunque  M ( ».  63i  ) , l’ ar- 
co OP  e la  retta  PM  sono  rispettivamclnte  eguali  alle  ascisse 
Qirpii  gj  O'P'  dei  due  punti  M"  cd  M',  che  corrispondono  ad 
una  stessa  ordinata  verticale  nell’ ellisse  e nel  cerchio  meridiano 
del  toro;  or  queste  duo  curve  avendo  un  asse  verticale  comune, 
è noto  che  tali  ascisse  sono  fra  loro  nel  rapporto  dell’ asse  mag- 
gioro al  minore;  per  conseguenza  avremo  la  proporzione 
OP  : PM  : : OA  : AG. 

Ma  prendendo  un  arco  0).  che  stia  ad  OA  come  mO  ad  AG,  pos- 
siamo surrogare  alla  proporzione  precedente  quest’ altra 
OP  : PM  ; ; 0).  : Oa-,  da  cui  si  ha  )P  ; ;bM  ; ; )0  ; .vO, 
c questo  risultamcnto  mostra  che  il  rapporto  dell’arco  )P  al  rag- 


FIG. 
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gio  vctlorc  «.'M  c costante  per  tutti  i punti  della  curva  GìliOfv] 
questa  curva  dunque  è una  spirale  d’Arshimede^  la  cur  origine 
è sul  raggio  «’X  ch’essa  tocca  prolungandosi  in  un  altro  ramo  oxp 
simmetrico  al  primo.  Per  avere  il  passo  di  questa  spirale,  os- 
sia il  raggio  vettore  ebe  corrisponde  ad  una  intera  rivoluzione, 
basterà  costruire  una  quarta  proporzionale  8 alle  tre  seguenti 
lince:  l’arco  XO , la  circonferenza  totale , ed  il  raggio  ; ed 
allora  si  potranno,  secondo  l’uso  ordinario,  contare  sulla  circon- 
farenza  del  raggio  8 gli  archi  i quali  misurano  il  movimento  an- 
golare del  raggio  vettore  mobile. 

634--  La  curva  è altresì  una  spirale  di  Archimede  la 

cui  origine  e sul  raggio  cv>^,  e che  non  coincide  colla  precedente 
se  non  quando  l’ arco  Ox  trovasi  eguale  ad  un  quarto  di  cerchio; 
per  ottenere  questa  convergenza  basterebbe  che  la  mezza  aper- 
tura OA  della  porta  serbasse  al  detto  quarto  di  cerchio  lo  stesso 
rapporto  di  OB  ad  Oas.  Finalmente  le  due  altre  curve 
ed  F.Og^g.appartengono  pure  a due  nuove  spirali  di  Archime- 
de, che  toccano  gli  stessi  raggi  X^X,  c , ma  hanno  una  si- 
tuazione opposta  alle  prime  (*). 

635.  La  tangente  in  un  punto  qualunque  M sarà  determinata 
q>er  l’ intersecazione  del  piano  tangente  al  toro  col  piano  lan- 


(*)  L^analisi  conduce  altresì  a questi  risultamentì  ; poiché  adottando 
per  asse  delle  x la  retta  a^OB,  una  perpendicolare  a questa  per  asse  delle 
]/,  c la  verticale  co  per  asse  delle  z ; indi  ponendo 

®0=/,  OB=R,  0A=0"A»=o, 
si  troverà  ( Analisi  applicata,  cap.  XIV)  che  le  equazioni  del  toro  c del 
conoide  sono 

0“»/^)  +*==«*’  1/5=^ 

quindi  ctlminando  z,  si  avrà  per  la  proiezione  orizzontale  dell’ interseca- 
zione di  queste  due  superficie 

Renderemo  più  semplice  questa  equazione  introducendovi  le  coordinate 
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gente  al  conoide.  Ora  il  primo  di  questi  piani  ha  per  traccia  oriz> 
solitale  la  retta  VR  perpendicolare  ad  <k’M,  la  quale  si  ottiene  ri- 
conducendo in  V il  piede  T'  della  tangente  M'T'  del  meridiano 
circolare;  quanto  al  secondo,  bisogna  da  prima  costruire  (ji.S68) 
una  paraboloide  che  accordi  il  conoide  per  tutta  la  lunghezza 
della  generatrice  a>PM.  A tal  fine  conduco  la  tangente  M"T" 
all’ ellisse  piana,  indi  facendo  rivolgere  questa  curva  (n.ffSo) 
sul  cilindro  verticale  DOA,  la  sottangente  diverrà  PT=P"T", 
cosi  che  T sarà  il  piede  della  tangente  nel  punto  P della  6ase 
del  conoide;  allora  la  generatrice  (»P  della  paraboloide  ausiliare, 
la  quale  deve  scorrere  su  questa  tangente  e sulla  verticale  i», 
restando  sempre  orizzontale,  prenderà  la  situazione  «T  quando 
giungerà  al  piede  di  questa  tangente.  Ciò  posto  intersecando  le 
due  generatrici  ®P  ed  «T  col  piano  verticale  MS,  è noto  (n.SSg) 
che  la  sezione  sarà  una  retta  MS,  che  insieme  colla  generatrice 
«l'M  detenninerà  il  piano  tangente  della  paraboloide , la  quale 
avrà  quindi  per  traccia  orizzontale  la  linea  SR  parcllcla  ad  wM. 


polari  mediante  le  formole  x=r  cos  u,  y=r  scn  u.  Per  tal  mezzo  essa 
diviene. 

sena=+sen 

e quindi  se  ne  desume 

“ il  O-O’  e*-«=±  O-»-)» 

o pure 

R R / \ 

»■=/+—  lu  cd  r=/+  - I ( <r  — a). 

Questo  quattro  diverse  equazioni  appartengono  allo  quattro  spirali  co- 
struite nel  nostro  disegno,  e per  ridurre  la  prima,  esempigrazia,  airasse 
iwlarc  (V'X  che  t’  è tangente  deesi  portare  in  dietro  l'origine  degli  angoli 
Il  die  si  contano  dalla  linea  f.'O  a destra , ponendo 

, a R 

« = « — ìj  , dal  che  risulta  r=  — lu'. 

nucst’ultima  equazione  appartiene  realmente  ad  una  spirale  di  Archi- 
mede di  cui  gli  angoli  u'  sono  contati  a partire  dal  roggio  vettore  vX, 


Digitized  by  Google 


LIBRO  VII. — DELLE  SIPERFICIE  STORTE. 


FIft. 

CVXVU. 


392 

Ora  le  (racco  SR  e VR  dei  duo  piani  tangenti  intcrsccandogi  in 
R , ne  risulta  essere  RM  la  tangente  richiesta. 

636.  Questo  metodo  non  è più  applicabile  immediatamente 
al  punto  multiplo  0 , perchè  in  questo  luogo  i due  piani  tan- 
genti divenendo  orizzontali  coincidono  interamente  , e la  loro 
intersecazione  resta  perciò  iudclerminata.  Ma  valutando  l’ango- 
lo VMR=0  che  una  tangente  qualunque  forma  col  raggio  vet- 
tore corrispondente , si  ha  da  prima 


tan  6 = 


RV 

VM 


MS 
P'T'  ’ 


indi  siccome  la  sottangcnle  P'T'  nel  cerchio  equivale  alla  sot- 
taDgenlc  neH’ellisse,  P''T"  o PT,  moltiplicata  pel  rapporto  del- 
l’asse minore  al  maggiore,  così  ne  viene 

. .MS  0.4.  , M.’n  OA 

‘ang  9 • oli  ’ ‘“"S  ® = ^ • ÒB  • 

Ora  in  quest’ ultima  espressione  la  sola  quantità  che  varia  col 
punto  di  contatto  M è il  fattore  Mv,  il  quale  diventa  eguale  al 
suo  denominatore  P«  nel  punto  singolare  0 ; dunque  l’ inclina- 
zione della  tangente  in  questo  punto  sarà  data  dalla  formola 


tang  a'— 


OA  _ 0» 
Oli  — ÒB 


(2) 


la  quale  dimostra  che  questa  tangcntc.0»  è precisamente  la  dia- 
gonale del  rettangolo  costruito  sulle  0«  ed  OB. 

687.  La  costruzione  generalo  del  n.63!ie  ancora  insuilìcicnte 
a determinare  le  tangenti  nei  quattro  punti  F,G,^.^/’chc  (rovansi 
al  cominciamento  della  volta,  perche  in  questi  punti  i piani  tan- 
genti alle  duo  superficie  divenendo  verticali,  la  loro  interseca- 
zione è una  verticale,  tangente  por  verità  alla  curva  di  spigolo 
nello  spazio  , ma  che  si  riduce  ad  un  punto  solo  in  proiezione 
orizzontale,  e quindi  non  determina  più  la  tangente  della  curva 
piana  G(y  nel  punto  G.  Nondimeno,  se  ricorriamo  ancora  alla 
formola  (i),  essa  pel  punto  G diverrà 


C.v 

Mi 


AO 


OU 


G V 
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perche  gli  archi  OA  e GB  sono  simili  e quindi  proporzionali  ai 
loro  raggi  A»  e Gii.  Dal  che  risulta  ad  evidenza,  che  la  tangente 
in  G sarà  la  diagonale  del  rettangolo  costruito  sopra  GA,  c l’ar- 
co GB  rettificalo  : operazione  estremamente  semplice,  e che  noi 
per  non  alterare  la  chiarezza  dei  disegno,  abbiamo  elFettuata  nel 
punto  F,  descrivendo  un  rettangolo  con  FD  ed  Fc  = FB. 

633.  Deesi  anche  notare  che  questo  utilissimo  metodo  si  appli- 
ca eziandio  ad  un  punto  qualunque  M;  poiché  surrogando  nella 
formola  generale  (i)  al  rapporto  di  OA  ad  OB  = AG  quello  di 
OP  a PM,  che  gli  è eguale  ( n.  6J3),  verrà 


tan  a = 


Mm 


. OP 


PM 


(4) 


il  che  prova  che  la  tangente  LMR  si  può  aver  subito,  formando 
sopra  MP  e l’arco  MI  rettificato  un  rettangolo,  la  cui  diagonale 
sarà  la  tangente  cercata.  Noi  non  abbiamo  disegnata  che  la  metà 
di  questo  rettangolo  prendendo  PL  = MI,  e conducendo  la  LM. 
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CAPITOLO  I. 


SELLL  CURTATCRA  E DELLE  SVILCPPATE 
DELLE  LIREE  CURVE. 


63g.  Una  curva  e la  sua  langenle , le  quali  non  hanno  gene- 
ralmente che  un  solo  elemento  comune,  diconsi  aver  tra  loro  un 
contatto  di  prim’ordine;  ma,  poiché  in  talune  quistioni  fa  d’uopo 
considerare  certe  linee  che  si  toccano  siccome  vicine  a confon- 
dersi colla  curva  proposta  più  che  non  fa  la  tangente,  cosi  è ne- 
cessario distinguere  questi  contatti  più  o meno  intimi  , e dicesi 
che  due  curve  qualunque,  piane  o pur  no,  offrono  un  contatto 
di  PHisro , di  SECONDO,  di  terzo  . . . ordine  , secondo  che  esse 
hanno  uno,  dve,  tre  . . . elementi  consecutivi  comuni. 

6.'(.o.  Siccome  il  contatto  di  second’ ordine  si  presenterà  spes- 
sissimo nelle  applicazioni  geometriche  , noi  lo  indicheremo  so- 
vente col  nome  abbreviato  di  osculazione  ; di  modo  che  due 
curve  si  diranno  osculatrici  fra  loro,  se  avranno  due  elementi 
comuni.  Per  darne  un  esempio , che  ci  tornerà  utilissimo  per 
quel  che  segue,  prendiamo  a considerare  una  curva  qualsivoglia 
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AMD,  c dopo  di  averla  divisa  in  clementi  eguali  (*),  iiinakiaino 
dai  punti  medii  di  MM'  ed  M'M"  due  normali  RO  e R'O  allo- 
gate nel  piano  MM'M",  il  quale  non  conterrà  gli  altri  elementi 
di  AMB  se  non  quando  questa  curva  è piana.  Quindi  il  punto 
0,  ove  queste  due  normali  si  tagliano,  sarà  il  centro  di  un  cer- 
chio aM,3,  il  quale  passando  palesemente  pei  tre  punti 
avrà  in  tal  modo  due  elementi  MM'  ed  MM"  comuni  con  AMB, 
e sarà  per  conseguenza  il  cerchio  osculatore  di  questa  curva  nel 
punto  M.  Il  raggio  di  questo  cerchio  sarà  una  delle  tre  distanze 
eguali  OM , OM',  OM";  ma  puossi  adottare  in  loro  vece  una 
delle  due  normali  eguali  OR  ed  OR',  perciocché  la  differenza 
non  e che  una  quantità  infinitamente  piccola  del  sccond'ordine. 
( Fedi  n.  1^1  ). 

64i.  Di  qui  si  scorge  che  il  cerchio  osculatore  è unico  per 
ogni  punto  M dato  sulla  curva  AMB,  mentre  che  esiste  un  no- 
vero infinito  di  cerchi  soltanto  tangenti  in  quel  punto;  ma  il  cer- 
chio osculatore  varierà  di  posizione  e di  grandezza  passando  ai 
punti  . . . dappoiché  allora  bisognerà  praticare  il  simi- 

gliante  su  i due  elementi  consecutivi  M'M"  cd  M"M'",M"M'" 
cd  M'"M"",...  il  che  muterà  il  raggio  RO  in  R'0',R"0",... 

64z.  Il  piano  del  cerchio  osculatore,  il  quale  altro  non  é che 
quello  di  due  clementi  consecutivi  MM'  ed  M'M",  ovvero  di 
due  tangenti  infinitamente  vicine  MT  ed  M'T',  appellasi  pari- 
mente piano  osculatore  della  curva  AMB  nel  punto  M ; c sal- 
vo quando  questa  curva  é piana,  il  detto  piano  osculatore  varia 
passandosi  da  un  punto  ad  un  altro  di  AMB.  Ed  in  oltre  due 
piani  osculatori  consecutivi  TM'T'  c T'M"T",  si  tagliano  sem- 
pre secondo  l’ elemento  intermedio  M'M". 

643.  Quanto  alla  curvatura  della  linea  AMB  nel  punto  M, 


Fia. 

CXX.1X. 


Fia. 

CXXIX. 


(*)  Se  questi  clementi  fossero  diseguali,  ma  sempre  infinitamente  picco- 
li, le  stesse  conseguenze  avrebbero  luogo,  come  il  cali  olo  agcroliaeiitc  Io 
dimostra.  Nulladiracno  i)cr  abbreviare  lo  dimostrazioni,  c più  semplice  il 
supporre  qui  che  tutti  questi  clementi  sicno  eguali,  ciò  che  è sempre  jwr- 
lucsso. 
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si  è detto  dinanzi  (n,  tp8)  ch'essa  vien  misurata  dafl’ angolo 
TM'T'  compreso  tra  due  tangenti  infinitamente  vicine,  essendo- 
ché quest’angolo , chiamato  angolo  di  cintatto  o di  curvatu- 
ra , esprime  evidentemente  di  quanto  si  è dovuto  discoslare 
Telemento  M'M"  dalla  sua  primitiva  direzione  M'T,  per  pie- 
gare la  linea  retta  MM'T  secondo  la  linea  poligonale  MM'M" 
M'". . . (*).  Ora  l’angolo  TM'T'  è eguale  a ROR'  ; e siccome 
questo  ha  per  misura  l’arco  s descritto  con  un  raggio  pari  all’u- 
nità, mentre  esso  comprende  un  arco  RM'R'  del  cerchio  oscu- 
latore il  cui  raggio  è OR  = i),  cosi  risulta  per  espressione  della 
curvatura  al  punto  M , 


KM'R.'  rfj 


Ma  essendo  stata  la  curva  divisa  in  clementi  eguali,  la  quantità 
ds  è costante  per  lutti  i suoi  punti ,,  onde  può  dirsi  che  la  cur- 
vatura varia  da  un  punto  ad  un  altro,  in  ragione  inversa  del 
raggio  OR  = p,  che  per  tal  ragione  appellasi  parimente  raggio 
di  curvatura  della  curva  nel  punto  M. 

Riflettiamo^  d’altronde  che  per  avere  la  misura  assoluta  della 
curvatura  di  una  linea,  e per  renderla  eziandio  applicabile  a due 
curve  difTerentJ,  nelle  quali  gli  elementi,  comechè  infinitamente 
piccoli,  potrebbero  essere  disuguali  tra  loro,  ed  anche  avere  un 
rapporto  determinato  c necessario,  fa  d’uopo  riguardare  non  già 
la  grandezza  assoluta  dell’angolo  di  contatto  e,  ma  si  bene  il 
suo  rapporto  coll’ elemento  ds , perciocché  su  due  archi  della 
medesima  lunghezza  soltanto,  l’angolo  esteriore  delle  tangenti 
estreme  può  appalesare  con  esattezza  la  curvatura  più  o meno 
espressa  di  uno  di  questi  archi  per  rapporto  all’altro.  Cosi , a 
maniera  d'esempio,  in  due  cerchi  concentrici  i cui  raggi  fossero 


(*)  Giova  osservare  che  l’ angolo  di  contatto  TM'T'  è eguale  altresì 
all’ angolo  dei  due  piani  normali  consecutivi,  attesoché  questi  piani  so- 
no perpendicolari  ai  due  clementi  MM'  ed  M'M"  nei  loro  punti  di 
mezzo. 
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l’uflo  doppio  deir  altro,  e le  circonferenze  divise  ciascuna  in  un 
medesimo  numero  d’elementi  eguali,  gli  angoli  di  contatto  cor- 
rispondenti agli  stessi  raggi  sarebbero  eguali , e nulladimeno 
la  curvatura  dei  due  eerchi' sarebbe  palesemente  diversa;  ma  se 
si  pon  mente  che  gli  clementi  della  circonferenza  maggiore  han- 
no una  lunghezza  doppia  di  quelli  della  seconda,  si  scorgerà  che 

il  rapporto  ^ dinota  in  fatti  una  curvatura  per  metà  meno  gran- 
de nel  cerchio  maggiore  che  nel  minore.  Deduciamo  adunque 
da  ciò, che  la  vera  espressione  della  curvatura  di  una  linea  qua- 
lunque sarà  sempre  data  dal  rapporto 

_f I 

da  |>  ’ 

dinotando  p il  raggio  del  cerchio  osculatore  della  curva  nel  pun- 
to che  si  considera. 

644"  Tutto  quel  che  precede  si  appartiene  alle  curve  piane 
egualmente  che  alle  curve  storte;  della  quale  ultima  espressione 
ci  serviamo  qui,  dietro  la  norma  del  sig. Vallee,  in  vece  di  curva 
a doppia  curvatura,  cosi  per  amore  di  brevità  come  per  evitare 
l’uso  della  voce  curvatura  in  un  senso  poco  esatto.  Una  linea 
infatti  che  non  è piana  non  ammette  che  una  sola  curvatura,  la 
quale  si  valuta  come  nel  numero  precedente  ; ma  essa  presenta 
dippiù  una  piegatura,  o piuttosto  torcimento,  prodotto  dal  far 
girare  uno  dei  due  piani  osculatori  consecutivi  TM'T'  e T'M"T" 
attorno  l’elemento  comune  M'M";  per  modo  che  in  una  curva 
storta  il  torcimento  è misurato  in  ogni  punto  dall’  angolo  dei 
due  piani  osculatori  convicini.  Ora  se  si  rendesse  nullo  questo 
angolo,  con  abbassare  il  piano  T'M"T"  su  di  TM'T'  mercè  una 
rotazione  intorno  alla  retta  M'M",  il  torcimento  svanirebbe  e la 
curva  diverrebbe  T^iana  nei  dintonii  del  punto  considerato,  sen- 
za che  la  sua  curvatura  fosse  aumentata  o diminuita,  imper- 
ciocché gli  angoli  di  contatto  TM'T'  c T'M"T"  sarebbero  ri- 
masti costanti  ; mentre  che  senza  punto  cangiare  la  posizione  di 
questi  due  piani  osculatori,  ossia  il  torcimento  della  curva,  si 


I 


Digitized  by  Google 


FIO. 

CXXIX. 


FIG. 

CILXX. 


3q8  L13HO  vili. — CCHVATURl  DELL!  UREE  E DELIE  BVPERF. 
può  alterare  la  sua  curvatura  discostando  o ravvicinando  i due 
elementi  JNIM'  ed  M'M";  per  conseguenza  la  curvatura  ed  il  tor- 
cimento di  una  linea  sono  mutazioni  indipendenti  l’una  dal- 
l’altra. Ma  le  curve  piane  c le  curve  storte  presentano  circa  il 
luogo  dei  loro  centri  di  curvatura  una  essenziale  differenza,  che 
noi  imprendiamo  a porre  in  lume. 

64a.  In  un  medesimo  punto  dato  su  di  una  curva  qualsivoglia 
esiste  sempre  un  numero  infinito  di  normali;  ma  la  normale  KO 
secondo  cui  è diretto  il  raggio  di  curvatura  al  punto  M , deve 
essere  delineata  ( n.  64-o  ) nel  piano  osculatore  MM'M",  e noi 
la  distingueremo  col  nome  di  normale  principale.  Ora  quando 
la  curva  AMD  è piana , tutte  le  normali  principali  relative  ai 
diversi  punti  M,M',M”,...  si  rattrovano  nel  suo  piano;  e quindi 
esse  si  tagliano  consecutivamente  in  modo  da  formare  una  cur- 
va OO'O". . . alta  quale  queste  diverse  normali  sono  ad  eviden- 
za tangenti;  dal  che  procede  (n.tgg)  che  un  filo  0"'0"0'0R 
piegato  su  di  questa  sviluppata  , e svolto  successivamente,  de- 
■ Bcrivcrebhe  col  suo  estremo  K la  linea  AMM'M"B. 

646.  Per  lo  contrario , quando  la  curva  proposta  è storta , 
le  normali  principali,  ossia  i raggi  di  curvatura  non  s’incon- 
trano più  consecutivamente.  In  fatti  {Jig.  i3o  ) immaginiamo 
pei  punti  medii  R,R.',K". . . di  vari  elementi  elevati  i piani  nor- 
mali PQS,  P'Q'S',  P"Q"S",...  i quali  si  tagliano  a due  a due 
secondo  te  rette  QS,Q'S',...  e costituiscono  in  tal  modo  una  su- 
perficie sviluppabile  ( n.  l86),  invilttppo  di  tutti  questi  piani. 
Poscia  se  tagliamo  i piani  P e P'  per  mezzo  del  piano  osculato- 
re MM'M"  che  è perpendicolare  a questi  due,  otterremo  per  in- 
tersecazioni le  due  normali  K.0  e R'O,  che  determinano  chiara- 
mente il  centro  0 del  cerchio  osculatore  corrispondente  al  punto 
M,  e delle  quali  la  prima  è il  raggio  di  curvatura  relativo  a que- 
sto punto  (*).  Alla  stessa  guisa,  segando  i piani  normali  P'  e P" 


(*'  Tornerà  utile  per  l’ avvenire  di  qui  osservare,  clic  ciò  riduccsi  ad 
abbassare  dal  punto  R una  perjxmdicolare  KO  sulla  generatrice  QS  delia 
superficie  inTÌlupj*o  dei  pioni  normali. 
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j)€r  mezzo  del  secondo  piano  osculatore  avremo  per 

lezioni  le  normali  R'0',R"0'  la  prima  delle  quali  sarà  pure  il 
raggio  di  curvatura  relativo  al  punto  M'.  Ora  questo  raggio 
R'O'  non  coincide  coll’altra  normale  R'O,  essendoché  queste 
rette  provengono  dal  medesimo  piano  P'  segalo  da  due  piani 
osculatori  distinti;  e similmente  R'O'  incontra  QS  in  un  punto 
I diverso  da  0;  e per  conseguenza  i due  raggi  di  curvatura  con- 
secutivi RO  e R'O',  non  avendo  alcun  punto  comune  sulla  in- 
tersecazione QS  dei  piani  P e P'  che  li  contengono , non  po- 
tranno incontrarsi. 

64-7-  Di  qui  ritraesi,  che  i centri  di  curvatura  0,0', 0".  . . . 
non  essendo  dati  dalle  intersecazioni  successive  dei  raggi  di  cur- 
vatura R0,R'0',R"0",. . . la  curva,  che  si  facesse  passare  per 
tutti  questi  centri , non  avrebbe  per  tangenti  questi  medesimi 
raggi  ; ond’  è che  questi  non  potrebbero  riguardarsi  come  for- 
mati dallo  sviluppo  di  un  filo  che  cingesse  la  linea  OO'O". . . . 

Adunque  in  fine  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  di  una  cur- 
va storta  AMM'M" non  è una  sviluppata  di  questa 

curva. 

648.  Ora  la  curva  storta  AMM'M". . . ammette  un  infinito  FIG.  CXXX. 
numero  di  sviluppate,  siccome  Monge  ha  fatto  osservare.  In  fatti 
se  nel  primo  piano  normale  P si  dclinea  ad  arbitrio  una  retta 
RD,  la  quale  sarà  tuttavia  normale  alla  cur\’a  proposta , ed  an- 
drà ad  incontrare  QS  in  un  punto  D ; c se  poscia  pei  punti  R' 
c D tiriamo  la  retta  R'DD',  che  sarà  nel  secondo  piano  normale 
P',  e quindi  la  retta  R"D'D"  allogata  nel  piano  P",  e cosi  di 
seguito  ; otterremo  per  le  intersecazioni  successive  di  queste  nor- 
mali una  curva  DD'D"D'"..,alla  quale  esse  risultano  tangenti, 
e che  potrà  servire  per  descrivere  la  linea  AMM'...  per  via  dello 
sviluppo  di  un  filo  avvolto  attorno  a questa  sviluppata  DD'D"... 

A provar  ciò  basta  far  notare  che  le  porzioni  DR  e DR'  delle 
tangenti  a questa  sviluppata  sono  eguali  tra  loro  , o pure  che 
il  punto  Dèa  pari  distanza  dai  punti  M,M',M";  ora  questo  ri- 
sulta da  ciò  che  essendo  la  retta  QS  intersecazione  dei  due  piani 
P e P'  innalzati  perpendicolarmente  dai  punti  medii  degli  elemen- 
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ti  eguali  MM'  ed  M'M",  ogni  punto  di  QS  è alla  medesima  di- 
sianza da  M,  da  M'  e da  M":  ond’  è che  questa  retta  QS  appel- 
lasi la  linea  dei  poli  dell’arco  MM'M",  c le  distanze  DR,D'K', 
D”R". . . . sono  t raggi  della  sviluppata , che  non  si  hanno  a 
confondere  coi  raggi  di  curvatura  R0,R'0',R"0". ...  In  oltre 
siccome  la  prima  normale  RD  è stata  condotta  arhitrariamcnto 
nel  piano  P,  con  variare  la  direzione  di  questa  normale , si  po- 
tranno ottenere  inCnite  diverse  evolute,  situate  tutte  sulla  super- 
Jicie  sviluppabile  che  è l’inviluppo  dei  piani  normali  P,P',P". . . 
della  curva  AMM'M". . . 

649.  Questa  superficie,  luogo  di  tutte  le  sviluppate  della  cur- 
va AMM'. . . , ovvero  luogo  di  tutti  i poli  di  questa  linea , ha 
per  generatrici  rettilinee  le  successive  intersecazioni  QS , Q'S', 
Q"S", ...  dei  piani  normali  ; e queste  rette , che  si  tagliano  di 
necessità  a due  a due,  costituiscono  in  tal  guisa  ( n.  iq8  ) lo  spi- 
golo di  regresso  UV  di  questa  superficie  sviluppabile.  In  oltre, 
dappoiché  ogni  generatrice  QS  è perpendicolare  al  piano  oscu- 
latore corrispondente  MM'M",  e passa  pel  centro  di  curvatura  O 
ove  si  tagliano  le  due  normali  eguali  RO  e R'O,  egli  ne  risulta 
palesemente  che  gli  angoli  RDO  e formati  da  due  tan- 

genti dell’evoluta  colla  generatrice  intermedia  QS  sono  eguali; 
e quindi  può  asserirsi  ( n.  i8q  ) che  ogni  sviluppata  DD'D". . . . 
diviene  una  linea  re//a,  allorquando  si  sviluppa  la  superficie  in- 
viluppo dei  piani  normali.  E ciò  vale  quanto  dire  ( n.  t8q)  che 
questa  sviluppata  è la  linea  più  corta  che  possa  segnarsi  sulla 
superficie  sviluppabile  tra  due  suoi  punti  ; per  conseguenza  un 
filo , il  quale  fisso  in  R fosse  teso  e piegato  liberamente  su  di 
questa  superficie  sviluppabile  , assumerebbe  da  per  sé  stesso  la 
forma  di  una  delle  sviluppate  RDD'D". . . , essendoché  a cagio- 
ne della  sua  tensione , questo  filo  non  potrebbe  restare  equili- 
brato sulla  superficie,  se  non  dopo  aver  presa  la  via  più  corta. 

Premesso  ciò  , si  concepisce , dice  Monge  , in  qual  modo  sia 
]>ossibile  di  generare  per  mezzo  di  un  movimento  continuo , una 
curva  qualunque  a doppia  curvatura.  Imperciocché , dopo  aver 
eseguita  la  superficie  sviluppabile  toccata  da  tutti  i piani  normali 
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della  curva , se  dal  punto  dato  nello  spazio , e per  lo  quale  la 
curva  dee  passare , si  dirigono  due  fili  tangenti  a questa  super- 
ficie ; e se,  dopo  averli  piegati  su  di  essa  distendendoli,  si  fissano 
negli  altri  loro  estremi  ; il  punto  di  riunione  dei  due  fili , che 
avrà  l’agio  di  muoversi  col  piano  tangente  alla  superficie  senza 
scorrere  nè  sull’  uno  nè  sull’  altro  di  essi , genererà  nel  suo  mo- 
vimento la  curva  proposta. 

650.  Allorché  la  curva  AMM'. . . è sferica,  vale  a dire  situa- 
ta interamente  su  di  una  sfera  di  raggio  qualunque , tutti  i piani 

normali  P,P',P”, passeranno  per  necessità  pel  centro  di 

questa  sfera  , ed  il  loro  inviluppo  che  è il  luogo  di  tutte  l’ evo- 
lute di  AMM'...  riducesi  qui  ad  un  cono,  il  cui  vertice  è alloga- 
to al  centro  della  sfera  anzideìta.  Questo  punto  unico  potrà  dun- 
que riguardarsi  quale  evoluta  particolare  della  curva  AMM'. . . , 
ed  in  fatti  un  filo  legato  a questo  centro  potrebbe  girare  intor- 
no al  punto  suddetto  senza  allungarsi  sensibilmente,  mentre  che 
r altro  suo  estremo  rimarrebbe  sulla  curva  AMM'. . . , tutti  i pùnti 
della  quale  sono  a distanza  costante  dal  centro. 

651.  Se  finalmente  la  curva  AMM'...  fosse /nana,  tutti  i pia- 

ni normali  P,P',  P", ....  sarebbero  perpendicolari  al  piano  di 
questa  curva,  come  del  pari  le  loro  intersecazioni  successive  QS, 
Q'S', ...  ; di  modo  che  l’inviluppo  di  questi  piani  normali  si  ri- 
durrebbe ad  un  cilindro,  sul  quale  sarebbero  situate  tutte  V evo- 
lute che  ammette  bensì  la  curva  piana  AMM'...  Dippiù  ciascu- 
na di  queste  sviluppate  DD'D". . . sarebbe  in  tal  caso  un’  elica, 
giacché  le  sue  diverse  tangenti , ossieno  i raggi  della  sviluppata 
KD  ,K'D', . . . formerebbero  tutti  angoli  eguali  ( n.  64$  ) colle 
rette  parallele  QS,Q'S', che  sono  le  generatrici  di  questo  ci- 

lindro. D’altronde  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  OO'O". . ., 
ritorna  qui  ad  essere  una  vera  sviluppata , dappoiché  questa 
curva  sarebbe  la  sezione  retta  del  cilindro  inviluppo  , e puossi 
fin  d’ allora  riguardare  siccome  un’elica  il  cui  passo  è nullo: 
ma  questa  linea  OO'O". . . sarebbe  la  sola  sviluppata  piana  fra 
tutte  quelle  della  curva  AMM'.  Cosi  a ragion  d’esempio  {fig  g€) 
r evolvente  del  cerchio  AcySX....  ha  per  evoluta  piana  lo  stesso 

bi 


FIG. 
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ucrcliiOj  laddove  essa  animctle  per  evolute  storte  tutte  leeliclic, 
le  quali  al  pari  di  (A('>  òX  . . . , W'y'S'X' . . . ) liauno  la  loro  ori- 
gine nel  punto  (A, A'). 

6a2.  Poniamo  qui  mente  che  il  cerchio  osculatore  aMc  della 
curva  piana  A^IB  attraversa  ordinariamente  questa  curva , vale 
a dire  che  a sinistra  del  punto  M ritrovasi  al  di  fuori  della  cur- 
va, ed  a dritta  al  di  dentro.  Ed  invero,  la  parte  rettilinea  OR 
del  filo  che  circonda  la  sviluppata  OO'O"....  va  continuamente 
aumentando,  secondo  che  il  filo  si  svolge;  laonde  i raggi  di  cur- 
vatura che  precedono  OR  sono  minori  di  questa  retta,  e quel- 
li che  la  seguono  ne  sono  maggiori;  dunque  anche  l’arco  MA 
.della  curva  proposta  c abbracciato  dall’arco  del  cerchio  M»,  men- 
,tre  M"B  trovasi  al  di  fuori  di  almeno  nei  dintorni  del  pun- 
to contemplato  M.  Per  altro  quando  l’evoluta  presenta  un  pun- 
to di  regresso,  siccome  accade  ai  vertici  di  una  ellisse  (^y.  76), 
allora  il  raggio  di  curvatura  diviene  un  minimo  o un  massimo, 
ed  il  cerchio  osculatore  rattrovasi  cosi  a dritta  come  a sinistra 
del  punto  di  contatto,  collocato  al  di  dentro  della  curva,  oppure 
al  di  fuori.  In  questo  caso  particolare  il  cerchio  osculatore  acqui- 
sta un  contatto  dì  terzo  ordine  colla  curva  (i). 

653. Una  circostanza  analoga  offre  il  piano  osculatore  MM'M" 
di  una  curva  storta  AMB;  cioè  che  questo  piano  attraversa  ordi- 
nariamente la  CMFEa, lasciando  al  di  sotto  di  sè  l’arco  MA,  ed  al 
di  sopra  l’arco  M"B , essendoché  il  torcimento  degli  elemenù  , 
prodotto  ( n.64-4  ) dalla  diversa  inclinazione  dei  piani  osculatori 
consecutivi,  persiste  generalmente  nel  medesimo  verso.  Nulladi- 
meno , siccome  a cagione  della  continuità  della  curva  proposta 
l’inclinazione  del  piano  osculatore  non  varia  che  per  gradi  infi- 
nitamente piccoli , così  se  havvi  un  punto  singolare  ove  questo 
torcimento  cambia  di  senso,  ciò  non  potrà  accadere  se  non  quan- 
do V angolo  di  torcimento  sarà  passato  per  lo  zero  ; ed  in  que- 
sto luogo  della  curva  tre  elementi  consecutivi  sono  allogati  in  un 


(i)  Il  contatto  può  essere  bensì  di  ordine  dispari  più  alto:  come  si  rac- 
coglie dalla  teoria  generale  delle  curve  osculatrici.  Veggasi  il  trattato 
elementare  di  ealeolo  del  tig.  Lacroix,  4-  editione,  al  n.  77. 
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medesimo  piano  osculatore,  il  quale  trovasi  allora  o tutto  quan- 
lo  al  di  sopra  della  curva  AMB,  o tutto  quanto  ai  di  sotto. 

654.  Costruire  il  piano  osculatore  relativo  ad  un  punto  dato 
su  di  tuia  curva  storta. 

Sia  N il  punto  dato  sulla  curva  storta  YNU  , il  quale  punto  fig.  i.i. 
venga  determinato  dalle  sue  due  proiezioni.  Onde  ottenere  per 
approssimazione  due  tangenti  infinitamente  vicine , se  si  condu- 
cesse quella  del  punto  N,  ed  un’altra  estremamente  vicina,  que- 
ste due  rette  cosi  accosto  tra  loro  determinerebbero  con  poca 
precisioné  le  tracce  del  piano  clic  le  contiene.  Vale  dunque  me- 
glio costruire  diverse  tangenti  alla  curva  VU  nel  punto  IS'  ed 
in  altri  situati  a mediocri  distanze  al  di  là  ed  al  di  qua  di  esso; 
poscia  rinvenire  le  tracce  di  queste  tangenti  sul  piano,  per  esem- 
pio, orizzontale,  e riunire  tutti  questi  punti  per  mezzo  di  una  cur- 
va continua  ALD,  che  sarà  la  traccia  della  superficie  sviluppabile 
luogo  di  tutte  le  tangenti  alla  curva  VU.  Allora,  siccome  è noto 
( n.  i8t  ) che  il  piano  tangente  di  questa  superficie  è il  piano 
osculatore  del  suo  spigolo  di  regresso , non  resta  che  applicare 
la  tangente  Lo  alla  traccia  ALD , ed  il  piano  ALO  sarà  il  piano 
osculatore  richiesto. 

655.  Costruire  il  raggio  di  curvatura  relativo  ad  un  punto 
dato  su  di  una  curva  storta. 

Sia  M il  punto  dato  sulla  curva  storta  che  dinoteremo  con  A; 
costruito,  come  è detto  di  sopra,  il  piano  osculatore  «■  corrispon- 
dente al  punto  M , si  proietti  su  di  esso  la  curva  A , che  diver- 
rà un’altra  linea  B avente  palesemente  due  clementi  di  comiiiie 
con  la  prima.  Ciò  fatto,  la  curvatura  di  A essendo  la  stessa  che 
quella  di  B in  M , il  problema  si  sarà  ridotto  a trovare  il  raggio 
di  curvatura  di  una  curva  piana  B.  jk; 

656.  Per  risolvere  quest’ultimo  problema,  sia  MA’  la  normale  cwwi. 
di  B nel  dato  punto  M,  ed  MC,MC', . . . diverso  corde  che  parto- 
no da  questo  medesimo  punto.  Se  per  lo  mezzo  della  corda  MC, 

le  s’innalza  una  jierpendicolare  li’,  c pel  punto  P,  ove  essa  ta- 
glia la  normale  MA  , sì  eleva  su  di  questa  rotta  ima  perpendi- 
colare Pi  = ,VIC  , e quindi  si  ripetono  le  analoghe  costruzioni 
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per  le  altre  corde  ; la  curva  andrà  a tagliare  la  nor- 

male MN  in  un  punto  0,  cbe  determinerà  il  raggio  di  curvatu- 
ra MO  della  linea  proposta.  Ed  in  fatti  allorché  la  corda  MG" 
diminuisce  a grado  a grado,  l’ordinata  P"*"  decresce  parimente 
e la  perpendicolare  I"P"  si  appressa  sempre  più  ad  essere  nor- 
male alla  curva  MB  ; laonde  il  punto  0 , ove  la  linea  ausiliare 
cut'c  taglierà  MN , sarà  proprio  l’intersecazione  di  questa  nor- 
male con  un’  altra  infinitamente  vicina  ; e per  conseguenza  il 
raggio  di  curvatura  della  linea  B nel  punto  M avrà  per  vera 
lunghezza  MO  (*)• 


(*)  Questo  metodo  è tolto  dalla  Géométrie  dea  courbea  , di  Ber gery; 
ed  esso  offre  il  vantaggio  che  la  curva  ausiliare  viene  a tagliare  ad  an- 
golo retto  la  normale  data,  con  che  vien  meglio  determinata  la  posizione 
del  punto  richiesto. 


Oaaervazione  de’  iradultori. 

Ponendo  mente  i.“  che  le  corde  MC,MC',MC", ...  a misura  che  di- 
vengono più  piccole  intersegano  la  curva  sotto  angoli  più  acuti,  onde  i 
loro  termini  riescono  altrettanto  meno  precisi;  2.°  Che  questo  errore  in- 
fluisce necessariamente  sulla  determinazione  de’  punti  medii  I,P,1", . . . 
delle  stesse  corde,  pe’ quali  si  conducono  le  perpendicolari  1P,PP',1"P",,. 
3.°che  le  intersecazioni  di  queste  perpendicolari  colla  normalcMN  riesco- 
no ancor  esse  di  più  in  più  inesatte,  perchè  avvengono  sotto  angoli  sempre 
più  acuti;  e 4.”  finalmente  che  l’imperfetta  conoscenza  della  lunghezza 
di  quelle  corde  rende  anche  imperfetta  la  determinazione  de  punti 
a",  ...  : ponendo  mente , lo  ripetiamo , a queste  moltiplici  cagioni  di  er- 
rori grafici  da  una  parte,  e richiamando  alla  memoria  da  un’altra  parte 
che  il  solo  cerchio  osculatore,  fra  tutti  quelli  che  hanno  il  centro  nella 
normale  MN  e passano  per  M,  intersega  generalmente  parlando  la  curva 
in  M , parrà  forse  più  breve  e più  esatto  investigare  per  tentativi  quel 
punto  della  normale  che  fatto  centro , e preso  per  intervallo  la  distanza 
di  esso  dal  punto  M , dia  un  cerchio  che  interseghi  la  curva  in  questo 
punto;  e laddove  per  la  inevitabile  imperfezione  dei  mezzi  fisici  adoperati, 
• per  le  aberrazioui  della  mano,  si  avessero  più  d’uno  di  tali  punti,  si 
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Giiy.  Data  una  curva  qualunque  A , costruire  una  delle  sue 
sviluppate , ed  il  luogo  dei  centri  di  curvatura. 

Si  conducano  diversi  piani  normali  a questa  curva  in  punti 
molto  vicini  tra  loro;  e dopo  averne  costruite  le  tracce  su  i due 
piani  di  proiezione,  si  descriva  una  curva  » tangente  a tutte  le 
tracce  orizzontali,  e quindi  una  curva  C tangente  a tutte  le  tracce 
verticali.  Queste  due  curve  »,  t saranno  evidentemente  le  tracce 
della  superficie  luogo  di  tutte  le  sviluppate  di  A ( n. 
e si  otterranno  varie  generatrici  G,G',G", ...  di  questa  super- 
ficie sviluppabile  , congiungendo  a due  a due  i punti  in  cui  le 
curve  « e c sono  toccate  da  un  medesimo  piano  normale.  Ciò 
posto,  dal  punto  di  partenza  M,  scelto  a piacere  sulla  curva  A, 
si  condurrà  una  tangente  MD  alla  superficie  e poscia  si  élFet- 
tuirà  lo  sviluppo  di  ^ su  di  un  piano  qualsivoglia,  su  cui  l’evo- 
luta richiesta  dovendo  essere  una  linea  retta  ( n.  ^Itro 

non  sarà  che  il  prolungamento  indefinito  di  MD.  Allora  notando 
i punti,  ove  questa  retta  MD  incontra  ciascuna  delle  generatrici 
r,y',7",...  di  S sviluppata,  c riportando  dì  poi  questi  punti  sulle 


preferirebbe  quello  che  per  ua  arco  più  esteso  parrebbe  coincidere  colla 
curva  dall’ una  c dall’altra  parte  del  punto  stesso. 

Ci  si  potrebbe  obiettare  che  nei  punti  singolari  della  curva  posti  fra 
due  archi  eguali  e simili  ( comunque  per  altro  piccoli  ),  come  sono  p.  e. 
i vertici,  0 vero  gli  estremi  degli  assi  propriamente  detti  delle  curve,  il 
cerchio  osculatore  non  più  si  distingue  dogli  altri  semplicemente  tangenti 
col  carattere  sensibile  di  cerchio  secante  ; ma  in  risposta  noi  osserveremo 
che  il  medesimo  gode  in  tal  caso  di  un’  altra  proprietà  valevole  ancora  a 
determinarlo , la  quale  consiste  in  essere  il  minimo  dei  cerchi  tangenti 
che  abbracciano,  o pure  il  massimo  di  quelli  che  sono  abbracciati  dalla 
curva , secondo  che  la  curvatura  di  questa  nel  punto  di  cui  si  tratta  è in 
grado  di  minimo  o pure  di  massimo  per  rapporto  alla  curvatura  dei  punti 
adiacenti  ; e siccome  è chiaro  che  da  uno  qualunque  di  questi  due  cerchi 
si  passa  con  legge  di  continuità  all’altro,  in  pratica  si  potrà  ritenere  per 
raggio  di  curvatura,  nei  punti  singolari  in  discorso , quello  che  variato 
comunque  poco,  il  cerchio  descritto  con  esso  di  esterno  alla  curva  ( nella 
adiacenze  del  contatto  ) diverrebbe  interno,  o viceversa. 
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goiieralrici  primitive  G,G',G", ...  si  otterrà  cosi  l’evoluta  che 
è tangente  al  raggio  MD.  Col  variare  questa  retta.,  che  può  de-, 
linearsi  in  molte  guise  differenti,  si  troverebbero  altre  sviluppa- 
te della  curva  A. 

658.  Se  dal  punto  M si  abbassa  una  perpendicolare  sulla  ge- 
neratrice G , che  trovasi  nel  piano  normale  relativo  ad  M , il 
piede  di  questa  perpendicolare  sarà  il  centro  di  curvatura  di  A 
rispetto  al  punto  M («.  64-S,  iiota),  ed  il  luogo  di  tutti  i centri 
di  curvatura  si  otterrebbe  ripetendo  questa  costruzione  per  di- 
versi punti  M,M', . . . della  linea  data  A.  Queste  operazioni  so- 
no per  Tordinario  oltremodo  laboriose  ; ma  si  rendono  semplici 
talvolta , come  nell’  esempio  seguente , il  quale  serve  in  oltre 
a gettar  lume  sulla  generalità  delle  precedenti  considerazioni. 

65g.  Data  un' elica  a base  circolare  ( ABCDEF,. . . A'B'C' 
D'E'F', . . . ) , trovare  il  luogo  dei  suoi  centri  di  curvatura,  ed 
una  delle  sue  sviluppate. 

Dopo  aver  costruita  la  tangente  ( ET,E'T')  di  quest’elica,  con- 
duciamo il  piano  normale  corrispondente  E']\'N,  il  quale  passa 
evidentemente  pel  raggio  (OE,E')  del  cilindro  che  contiene  que- 
st’elica, e forma  coll’asse  verticale  O un  angolo  complemento 
di  quello  che  vi  forma  la  tangente.  Ora  avendo  questa  retta  una 
inclinazione  costante  ( n.  ) , qualunque  sia  la  posizione  del 
punto  di  contatto  (E,E')  sull’  elica  , ne  segue  che  tutt’i  piani 
normali  a questa  curva  avranno  parimente  una  inclinazione  co- 
stante, ed  ognuno  passerà  per  quel  raggio  del  cilindro  che  mette 
capo  al  punto  dato  sull’elica.  Per  conseguenza  se  s’immaginano 
questi  piani  normali  condotti  per  punti  inbuitamente  vicini,  presi 
a distanze  eguali  sull’  elica  proposta,  essi  si  segheranno  consecu- 
tivamente secondo  rette  che  sono  tutte  simmetricamente  situate 
per  rispetto  all’asse  verticale  0;  vale  a dire  che  queste  rette  so- 
no cyua/»icnfe  iVic/ina/e  n asse , ed  allogate  alla  stessa 
distanza  da  questa  verticale.  Da  ciò  deducesi  che  tali  rette  , 
intersecazioni  dei  piani  normali  consecutivi , riescono  tangenti 
ad  una  novella  elica  , delineata  su  di  un  cilindro  retto  a base 
circolare  abede.  . . , il  cui  raggio  è tuttavia  incognito,  ed  esse  co- 
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stituiscono  una  elicoide  sviluppabile  (n.4^S)  eh' c il  luoffo 
dei  poli,  ovvero  il  luogo  di  tulle  le  sviluppate  ( n.  64S  ) del- 
l'elica primitiva  ( ABCDE. . . , A'B'C'D'E'. . . 

660.  Per  determinare  questa  elicoide , osserviamo  che  la  sua 
traccia  orizzontale  è ( n.4^3)  precisamente  l’evolvente  del  cer- 
chio incognito  abede...,  e che  questa  curva  dev’ essere  tangente 
alle  tracce  di  tutt’i  piani  normali.  Ora  il  piano  normale  relativo 
al  punto  (A, A'  ) avendo  palesemente  una  traccia  AOI  che  passa 
pel  centro  0,  il  raggio  01  contiene  per  necessità  l’origine  di 
questa  evolvente,  mentre  la  traccia  N'N  perpendicolare  ad  01 
corrisponde  al  primo  quarto  di  rotazione  della  stessa  evolvente; 
ond’è  che  la  sua  distanza  dal  centro , cioè  01 , rattrovasi  esatta- 
mente eguale  al  quarto  della  circonferenza  incognita  abede. . . . 
Nota  questa  relazione  semplicissima , si  determina  agevolmente 
il  raggio  OA  di  siffatta  circonferenza  ; e quindi  si  costruisce  l’e- 
lica {abcde...,a'b'c'd'e'i..)  con  lo  stesso  passo  dell’elica  primi- 
tiva, e dessa  sarà  lo  spigolo  di  regresso  dell’elicoide  richiesta. 
Questa  superficie  ha  in  oltre  per  traccia  orizzontale  l’evolvente 
anvr  del  cerchio  abede. . . , e per  generatrici  le  tangenti  della 
novella  elica,  come  sono  ( cn, E'N'),  ( hv,b'v'),  le  quali  rappre- 
sentano le  intersecazioni  consecutive  dei  piani  normali  infinita- 
mente vicini  condotti  all’elica  (ABCD. . . , A'B'C'D'. . .). 

661.  Onde  trovare  il  raggio  di  curvatura  di  questa  ultima  li- 
nea nel  punto  , per  esempio , ( E, E')  , fa  d’uopo  abbassare  da 
questo  una  perpendicolare  (Eoe,E')  sulla  generatrice  (en,E'IV') 
eh’  è nel  piano  normale  corrispondente  al  punto  dato  ( n.  d4d, 
nota).  Ora,  essendo  che  questa  perpendicolare  mette  capo  evi- 
dentemente al  punto  ( e, E'  ) , e che  simili  risultamenti  hanno 
luogo  per  ogni  piano  normale  , possiamo  da  ciò  ritrarre  questi 
due  teoremi  notabilissimi:  i.“  cigni  elica  a base  circolare  ( AB- 
CDE. . . jA'B'C'D'E'. . . ) ha  pcv  luogo  dei  suoi  centri  di  cur- 
vatura un’  altra  elica  ( abede. . . , a'b'c'd'e'. . . ) determinata 
come  d’ innanzi;  2.°  il  raggio  di  curvatura  della  prima  elica 
è costante,  ed  eguale  alla  somma  OE-f-Oe  dei  raggi  dei  cilin- 
dri su  cui  sono  situate  queste  due  curve. 


FIG. 

CX&VIII. 
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662.  Reciprocamente,  si  scorge  di  leggieri  per  considerazioni 

simigliantijche  la  seconda  elica  ( abede. . . ,a'b'c'd'e' . . .)  ha  per 
luogo  dei  suoi  centri  di  curvatura  la  prima  elica  ( ABCD. . . . , 
A'B'C'D' ) ; e che  il  raggio  di  curvatura  di  quella  è an- 

che costantemente  cgqale  alla  somma  Oc-j-OE.  Questo  pro- 
cede da  che  il  piano  normale  E'N'N  della  prima  elica  è piano 
osculatore  ( n.  4-^3  ) della  seconda  ; mentre  eziandio  il  piano 
normale  di  questa,  il  quale  sarebbe  E'T'T  perpendicolare  alla 
tangente  ( cn, E'N‘‘  ) , risulta  piano  osculatore  della  prima  ; per 
modo  che  havvi  una  perfetta  corrispondenza  vicendevole  tra 
queste  due  eliche  , e gli  angoli  di  contatto  e di  torcimento 
( n.  64^  e 644  ) noli’  una  sono  rispettivamente  eguali  agli  an- 
goli di  torcimento  e di  contatto  nell’altra  (*). 

663.  Costruiamo  ora  una  eco/u/a dell’elica  (ABCD..,A'B'C'- 
D'...)  conducendo  dapprima  per  un  punto  ad  arbitrio  (E, E')  di 
questa  curva  una  retta  che  sia  situata  (n.  ^4^)  nel  piano  normale 
E'N'N  relativo  a tal  punto  ; 0 meglio  una  tangente  alla  superfi- 
cie inviluppo  dei  piani  normali , la  quale  è qui  la  elicoide  svi- 
luppabile che  ha  per  ispigolo  di  regresso  l’ elica  ( abed . . . , 
a'b'c‘d'. . . 

Onde  pervenire  a risultamenti  più  simmetrici , scegliamo  per 
questa  prima  tangente  il  raggio  di  curvatura  ( Ee,E'  ) , e ram- 
mentiamoci che  dopo  lo  sviluppo  di  questa  elicoide,  l’evoluta 
richiesta  diviene  una  linea  retta  (n.64g)  che  dev’essere  il  pro- 
lungamento indefinito  di  (Ee, E').  Se  dunque  vogliamo  sviluppare 


(*)  Questa  reciproca  corrispondenza  tra  gli  angoli  di  contatto  e di  tor- 
cimento ha  luogo  del  pari  in  una  curva  qualunque  AMM'B  (Jig.  i3o  ) 
paragonata  con  Io  spigolo  di  regresso  UV  della  superficie  inviluppo  dei 
piani  normali  della  prima  linea.  Perciocché  risulta  da  quanto  si  è detto  al 
n.  64g  ) che  i piani  P,P',P'',. . . . normali  ad  AM.M'  sono  piani  oscula- 
tori di  UV , mentre  che  i piani  osculatori  di  AMM' , essendo  perpendico- 
lari su  di  QS,Q'S' sono  soltanto  paralleli  ai  piani  normali  di  UV  ; 

ma  ciò  basta  perchè  gli  angoli  di  contatto  c di  torcimento  di  AMM'. . . , 
sieno  rispettivamente  eguali  agli  angoli  di  torcimento  e di  contatto  della 
linea  UV. 
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questa  elicoide  sul  suo  piano  tangente  E'N'N,  converrà, 
abbassare  le  tangenti  ( ne , N'E'  ) ed  ( N*,N'»'  ) secondo  ed 
N»";  e quindi  innalzare  dai  loro  estremi  due  perpendicolari  ss» 
ed  che’determineranno  col  loro  incontro  il  centro  ® ed  il 
raggio  a>s  (*)  del  cerchio  «X , secondo  cui  si  trasforma  l’ elica 
( aòcd, . a'ò'c'd'. . . e su  di  questo  sviluppo  inoltre  la  retta 
iudeiìnita  ksk  rappresenta  la  trasformata  della  richiesta  evoluta. 
Quanto  alla  posizione  che  serba  sullo  sviluppo  una  qualsivoglia 
generatrice  ( hv,h'v'  ) della  elicoide , essa  si  ottiene  prendendo 
l’arco  del  cerchio  evi  della  medesima  lunghezza  dell’ arco  dell’e- 
lica ( e/t,E'h') , lunghezza  che  vien  data  («.  4^S)  dalla  ipote- 
nusa del  triangolo  E'yi'tj",  la  base  E'v)'  del  quale  pareggia  l’arco 
orizzontale  c4;  ed  allora  la  generatrice  richiesta  diviene  la  tan- 
gente r)*.  Ora  questa  retta  incontrando  la  trasformala  s's  dell’e- 
voluta nel  punto  non  resta  che  a riportare  la  distanza  n*  sulla 
generatrice  primitiva  ( ftv,A'v'  ) ; per  lo  che  , prosa  l’ ipotenusa 
E'tf"  e portata  la  b.aso  EV  di  questo  novello  triangolo 

rettangolo  da  A in/»,  ricavasi  evidentemente  la  proiezione  oriz- 
zontate p,  e quindi  la  verticale  p'  di  un  punto  della  evoluta  ri- 
chiesta, la  quale  sarà  ( epx,E'p'x'  ). 

664-  Laonde  un  filo  avvolto  su  questo  ramo  secondo  la  dire- 
zione {xpeE,x'p'E' ) descrive  col  suo  estremo  ( E, E')  la  parte 
superiore  ( EFGH. . . ,E'F'G'II'. . . . ) dell’elica  data,  almeno 
sino  ad  un  certo  limite  che  tra  poco  determineremo  ; ed  il  rag- 
gto  della  sviluppata  che  termina  al  punto  {p,p')  è la  tangente 
( 1I/>,II'/)' ).  Quanto  alla  parte  inferiore  (EDCB...,E'D'C'B'...) 
essa  ha  per  evoluta  un  altro  ramo  ( ePX,E'P'X')  che  si  costrui- 
sce alla  stessa  guisa  del  primo,  o piuttosto  se  ne  deduce  immedia- 
tamente col  cercare  dei  punti  (P,P')  allogati  simmetricamente 
agli  altri  {p,p'  ). 


(*)  Questo  raggio  v£  deve  risidlare  eguale  ad  Ke,  perche  desso  è il  rag- 
gio di  curvatura  { «.  66e  ) dell’ elica  ( ahed. . . , a'h'c'd' . . . . ) , c perchè 
questa  linea  non  deve  mutar  di  curvatura,  quando  si  sviluppa  la  superli- 
cie  di  cui  essa  è spigolo  di  regresso  ( noia  del  n.  lyij  ).  , 

ila 
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665.  Sullo  sviluppo  della  elicoide  havvi  una  tangente  Xp  pa- 

rallela alla  trasformata  della  evoluta;  onde,  se  noi  riportiamo 
il  punto  X sull’ elica  , prendendo  l’arco  del  cerchio  ehi  eguale 
alla  base  E'X'  del  triangolo  rettangolo  E'X"X'  la  cui  ipotenusa  è 
l’arco  eX  rettificato,  la  generatrice  ( lr,l'r‘)  della  elicoide  cor- 
risponderà a Xp,  e non  incontrerà  più  la  sviluppata  (epx,E'p'x') 
se  non  che  all’infinito.  Tuttavolta  non  è dessa  l’assintoto  di  que- 
sto ramo;  dappoiché  l’assintoto  deve  non  solo  incontrare  la 
curva  in  un  punto  infinitamente  lontano , ma  bensì  esserle  tan- 
gente ; ora  da  che  nel  punto  {p,p'  ) situato  sulla  generatrice 
{hv,h'v')  la  tangente  è pel  punto  infinitamente 

lontano  situato  sulla  la  vera  tangente;  ossia  l'assintoto, 

partirà  dal  punto  ( L,L')  diametralmente  opposto  ad  ( 1,1') , e 
sarà  la  retta  ( Lc,L's')  parallela  ad  (lr,l'r'). 

666.  Si  scorge  da  ciò  che  il  ramo  della  sviluppata  {epx, 
E'p'x'),  benché  infinito,  non  può  valere  che  a descrivere  la 
porzione  di  elica  (ERL.E'R'L');  e quando  il  punto  generatore 
( E, E')  del  filo  mobile  é giunto  in  (L,L'),  bisogna  che  questo 
filo  prolungato  nel  verso  contrario  (LZ,L'Z'),  e fissato  nei  suo 

' estremo  opposto  , ricominci  a piegarsi  su  di  un  novello  ramo 
( YQà  ,Y'Q'A"),  il  quale  ha  il  medesimo  assintolo,  e serve  a 
descrivere  un  secondo  arco  di  elica  ( LAB,L'A"B*'  ) eguale  al 
precedente.  Per  costruire  questo  novello  ramo  di  sviluppata,  la 
cui  proiezione  orizzontale  deve,  com’é  chiaro,  riuscir  simmetrica 
ad  epx,  si  prende  l’arco  lò=le,  quindi  descrivesi  la  circonfe- 
renza/>PyQ  , sulla  quale  allogasi  il  punto  Q a sinistra  del  rag- 
gio Oé,  siccome  il  punto  p lo  era  a dritta  del  raggio  Oc;  e final- 
mente si  proietta  Q in  Q',  innalzando  quest’ultimo  al  di  sopra 
della  orizzontale  lì"ò"  di  quanto  il  punto  p'  è depresso  al  di 
sotto  di  E'X', 

667.  Al  ramo  della  sviluppata  (YQi,Y'Q'i")  tien  dietro  un 
terzo  ramo  ( bqy,b"q'y'  ) , ogni  punto  ( q,q')  del  quale  si  co- 
struisce nel  modo  anzidetto  , e come  visibilmente  apparisce  dal 
nostro  disegno  ; e questo  terzo  ramo  serve  a descrivere  un  no- 
vello arco  di  elica  (BES,B''‘E"S")  sempre  eguale  ai  precedenti 


Digitized  by  Google 


CAPITOLO  I.  — CURVATURA  E SVILUPPATE  DELLE  LINEE.  4 ■ I 
e cosi  di  seguito.  L’ assintoto  di  questo  ultimo  ramo  sarebbe 
eziandio  parallelo  alla  generatrice  della  elicoide,  che  partirebbe 
dal  punto  diametralmente  opposto  ad  (S,S");  ma  è più  sempli- 
ce il  condurre  al  cerchio  la  tangente  SWU , che  taglia  LZ  nel 
punto  W situato  sul  raggio  0^  ; e siccome  questo  punto  sarebbe 
proiettato  in  W'  sul  primo  assiutoto  , cosi  fa  d’uopo  situare  il 
punto  W"alla  stessa  altezza  al  di  sopra  di  e poscia  tirare 

la  retta  W"U'  in  guisa  da  formare  colla  verticale  lo  stesso  an- 
golo che  vi  forma  la  W'Z'. 

668.  Circa  l’ assintoto  ( del  ramo  ( ePX.E'P'X'  ), 

le  sue  proiezioni  si  ottengono,  osservando  che  la  orizzontale  ha 
una  posizione  simmetrica  a quella  di  Yz;  e la  verticale,  essendo 
evidentemente  parallela  a V'z',  basta  condurla  per  lo  punto 
allogato  al  di  sotto  di  E',  siccome  il  punto  V'  lo  è al  di  sopra. 

66g.  Onde  meglio  intendere  l’ unione  di  questi  diversi  rami 
della  evoluta  totale  di  un’elica,  e per  ben  comprendere  la  de- 
scrizione di  questa  curva  per  mezzo  di  un  movimento  continuo, 
senza  essere  obbligato  a trasportare  il  punto  di  legamento  del 
filo  mobile  da  un  ramo  all’altro;  giova  immaginare  che  una  retta 
indefinita  cd  injlessibile , situata  dapprima  nella  posizione  oriz- 
zontale ( Ele,E'  ) roti , senza  scorrere,  sul  ramo  ( epx^'p'x'  ) 
mantenendosi  sempre  tangente  ad  esso.  In  qtiesto  movimento  il 
punto  generatore  (B,E')  comincia  dal  descrivere  l'arco  di  elica 
( EKL,E'K'L'),  ed  allorquando  sarà  giunto  in  (L,L'),  la  retta 
mobile  diverrà  l’ assintoto  (Lz,L'z')  ; ma  , siccome  nel  tempo 
stesso  questa  retta  tocca  all'infinito  il  secondo  ramo  (iY,4"Y'), 
perciò  se  essa  ricomincia  a rotare  in  verso  contrario  su  di  questo 
ultimo  ramo,  onde  riavvicinarsi  alla  posizione  orizzontale  (B4W, 
B"4"),  il  punto  generatore  descriverà  in  questo  secondo  periodo 
del  suo  movimento  non  interrotto  l’arco  di  elica  (LAB,L'A"B"). 
Poscia,  se  dalla  posizione  orizzontale  ( B4,B'4")  la  retta  mo- 
bile passa  a rotare  sul  terzo  ramo  ( bqy,b''q'y'),  il  punto  ge- 
neratore descriverà  un  novello  arco  di  elica  ( BES,B"E"S"), 
finche  la  retta  non  abbia  presa  la  posizione  dell’  assintoto 
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(SWU,S"W"II');  donde  senza  interruzione  passa  su  di  un  quar- 
to ramo  che  ha  il  medesimo  assintoto,  e così  di  seguito. 

Se  riuscisse  malagevole  il  seguire  questi  diversi  movimenti 
nello  spazio,  si  potrebbero  primieramente  studiare  su  di  una  si- 
nusoide ( n.  4^f,  nota  ) , curva  piana,  l’evoluta  della  quale  si- 
tuata nel  suo  piano,  offre  pure  dei  rami  infiniti  ebe  hanno  a due 
a due  un  assintoto  comune. 


CAPITOLO  II. 

BELLA  CURVATURA  DELLE  SUPERFICIE. 


670.  Due  Superficie  diconsi  osculatrici  l’una  dell’altra,  al- 
lorquando ogni  piano  condotto  per  la  normale  comune  le  taglia 
secondo  due  curve  le  quali  sono  osculatrici  tra  loro  (n.  64o  ), 
ovvero  che  hanno  il  medesimo  raggio  di  curvatura. 

Ma  deesi  por  mente  che  fra  tutte  le  sfere  , che  possono  toc- 
care una  superficie  S in  un  dato  punto , ninna  potrebbe  esserle 
osculatrice  ; essendo  che  la  curvatura  di  una  sfera  ò uniforme 
intorno  intorno  alla  sua  normale , mentre  non  ha  luogo  lo 
stesso  per  una  superficie  qualsivoglia.  In  tal  caso  per  valuta- 
re la  curvatura  dr  quest’  ultima  in  un  punto  dato , si  cercano  i 
raggi  di  curvatura  delle  diverse  sezioni  normali,  e dalla  loro 
comparazione  si  acquistano  nozioni  precise  sulla  forma  più  o 
meno  schiacciata  della  superficie  intorno  al  punto  che  si  consi- 
dera, come  pure  sulla  posizione  di  essa  per  rapporto  al  suo  pia- 
no tangente.  Ora  tra  i raggi  di  curvatura  di  queste  sezioni  nor- 
mali esiste  una  legge  notevolissima,  che  noi  ci  facciamo  a studia- 
re dapprima  sulle  superficie  di  secondo  grado. 

671.  In  una  cllissoide'i  cui  tre  semiassi  sono  OA=fl,  OB=^, 
OC  = c consideriamo  specialmente  un  vertice  C,  pel  quale  la 
normale  è l’asse  COZ  perpendicolare  alle  langenti  CX  e CY  dello 
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(lue  sezioni  principali  CA  e GB.  Se  conduciamo  per  questo  punto 
un  terzo  piano  normale  YCZ,  di  cui  la  traccia  sul  piano  tangente 
XCY  sia  CV,  esso  taglierà  la  superficie  secondo  una  ellisse  CD 
che  avrà  palesemente  per  semiassi  OC  = c,  e OD  = d.  Ora  egli 
è noto  ( n.  zoo')  che  i raggi  di  curvatura  al  vertice  C delle  tre 
ellissi  CA,  CB,  CD,  hanno  per  rispettive  grandezze 


CG  = - = R,  CH  = -=R',  CI  = -=p; 

c c c 

c siccome  il  semidiametro  d dell’ellisse  ADB  ha  sempre  una  lun- 
ghezza compresa  tra  a e si  siiorge  che  supponendo  a il 
raggio  f si  troverà  sempre  maggiore  di  R e minore  di  R';  vale 
a dire  che  fra  tutte  le  sezioni  normali  fatte  pel  vertice  C , la 
curva  CA  è la  sezione  di  massima  curvatura,  perciocché  il  suo 
raggio  R è il  minimo  ( n.  643  ) ; e la  curva  CB  è la  sezione  di 
minima  curvatura,  essendo  il  suo  raggio  R'  maggiore  di  ogni 
altro. 

In  oltre,  se  indichiamo  con  cp  l’angolo  che  il  piano  normale 
YCZ  forma  col  piano  principale  XCZ  , 9 sarà  anche  l’angolo 
compreso  tra  l’asse  OA  ed  il  diametro  OD  della  ellisse  ADB;  e 
si  sa  che  la  lunghezza  di  questo  diametro  è data  dall’equazione 


* * . r 

— = — cos*  9 -t-  — sen*  9 . 
rfa  a»  4>  • 

Moltiplicando  adunque  tutt’i  termini  per  c,  c posto  mente  ai 
precedenti  valori  dei  raggi  p,R,R',  troveremo 

^ ^ cos*  9 -1- sen*  9 , (i) 

relazione  che  ci  permette  di  calcolare  ben  tosto  il  raggio  di  cur' 
vatura  p di  una  sezione  normale  qualsivoglia  che  passi  pel  ver- 
tice C,  allorché  si  conosce  l’angolo  9 di  questa  sezione  con  una 
delle  due  sezioni  principali,  ed  i raggi  di  curvatura  R ed  R'  di 
queste  ultime  curve. 

673.  Consideriamo  ora  una  iperboloide  ad  una  falda,  la  cui 
ellisse  di  gola  è CAFE  che  ha  per  assi  i due  assi  reali  della  su- 
perficie, cioè:  OA  = a,  OC  = c;  mentre  l’asse  immaginario  è 
una  orizzontale  06  ==ù  perpendicolare  al  piano  della  ellisse  , 
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che  Boi  qui  risguardiamo  come  il  piano  verticale  della  figura. 
Il  raggio  di  curvatura  di  questa  ellisse  al  vertice  C sarà  una  retta 

CG  = — =R;  e quello  dell’ iperbole  BCL,  contenuta  nel  pia 

DO  dei  due  assi  OC  ed  Oò,  sarà  CU =— =:R',  ma  diretto  al  di 

c 

•opra  del  piano  tangente  XCY , in  luogo  di  essere  al  di  sotto 
come  CG.  Meniamo  ora  pel  punto  C un  piano  normale  qualsi- 
voglia YCZ^  il  quale  faccia  col  piano  principale  XCZ  un  angolo 
dinotato  da  <p;  se  quest’angolo  è molto  piccolo,  la  sezione  sarà 
una  ellisse  CDF  avente  per  assi  OC=e,  OD  = </,  e quest’ultimo 
sarà  chiaramente  un  diametro  dell’iperbole  ADR  contenuta  nel 
piano  dei  due  assi  orizzontali  OA  ed  Oi.  Ma  è noto  che  queste 
diametro  è legato  cogli  assi  dell’  iperbole  per  mezzo  della  rela- 
zione 

Il  I 

= — cos*  9 — -r-  sen*  9 ; 

a*  o* 

se  moltiplichiamo  adunque  tutti  i termini  per  e , ed  osserviamo 

che  il  raggio  di  curvatura  al  vertice  C deU’ellisse  CDF  è p=— , 

c 

oe  dedurremo 

Ì=^cos*9  — ^sen«  9,  (2) 

relazione  la  quale  riducesi  precisamente  alla  formola  (1),  qua- 
lora si  riguardi  come  negativo  quello  dei  due  raggi  principali 
R,R'  che  si  troverà  diretto  al  di  sopra  del  piano  tangente  (*). 


(*)  Ordinariamente  si  adotta  l’ipotesi  contraria,  essendoché  TanaUsi 
somministra  nn  valore  posiUvo  pel  raggio  d’osculo  di  una  curva  situata  al 
di  sopra  della  sua  tangente , almeno  quando  si  contano  le  ordinate  po- 
Btive  da  giù  in  su.  Ma,  avendo  noi  qui  diretto  l’asse  delle  z positive  da  su 
in  giù,  la  convenzione  fatta  nel  testo  non  si  accorda  coll'analisi;  c noi 
abbiamo  preferita  questa  disposizione , stante  che  le  sezioni  normali  sono 
più  alte  a Ggurarsi  aUorquando  si  pongono  al  di  sotto  del  piano  tangente. 
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6/3.  Ciò  posto , fiachè  l’ angolo  9 sarà  poco  direrso  da  zero, 
egli  è certo  che  il  primo  termine  del  secondo  membro  della  for* 
mola  (2)  prevarrà  sul  termine  negatirà , e per  tal  modo  il  rag- 
gio di  curvatura  p della  sezione  normale  GOF  sarà  positivo  , il 
che  appalesa  che  questa  curva  sarà  convessa^  vale  a dire  situata 

al  di  sotto  del  piano  tangente  XCY.  Essendo  inoltre  ~ evidea- 

C06>  * , , . . j.  I 

temente  minore  di  ed  a piu  forte  ragione  minore  di  — , 

ne  risulta  che  il  raggio  variabile  p sarà  maggiore  di  R , e che 
aumenterà  continuamente  con  cp,  insino  a che  quest’angolo  ab- 
bia acquistato  il  valore  a>  determinato  dall’equazione 

cos>  s>  scn>  M ,,  j , . _ /«/ 

—5 — = -,  d onde  tan  «=+  1/  " . 

H H'  r H 

Se  dunque  segniamo  sul  piano  tangente  XCY,  o sull’ oriz- 
zontale parallelo  a quello  (*)  , due  rette  O'P , O'Q , le  quali 
facciano  con  O'X'  angoli  eguali  ad  allora  , quando  il  piano 
segante  normale  sarà  pervenuto  nella  posizione  O'P,  esso  taglie- 
rà la  iperboloide  secondo  una  linea  la  cui  curvatura  è nulla  , 
poiché  p diverrà  infinito;  ed  in  fatti  deesi  por  mente  che  questa 
sezione  sarà  una  delle  due  generatrici  rettilinee  che  passano  pel 
vertice  C,  essendoché  mercé  i valori  di  R ed  R',  l’espressiaDe 

di  s>  riducesi  a tang  <»  = - . 

674.  Allorché  l’angolo  9 sarà  divenuto  maggiore  di  «,  ed  il 
piano  normale  avrà  presa  la  posizione  O'W',  la  formola  (2)  in 
tal  caso  mostra  che  il  ra^io  p avrà  un  valore  negativo;  per  mo- 
do che  la  corrispondente  sezione  si  troverà  concava,  vale  a dire 
allogata  al  di  sopra  del  piano  tangente,  e questa  sarà  una  iper- 


(♦)  Noi  qui  adoperiaipo,  oltre  la  figura  in  prospettiva  sul  quadro  ver- 
ticale XCZ,  una  proiezione  orizzontale  fatta  su  di  un  piano  perpendico- 
lare alla  normale  CZ],  onde  vie  meglio  scorgere  i limiti  che  separano  le 
sezioni  convesse  dalle  sezioni  concave. 
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lioic  il  cui  raggio  di  curvatura  p andrà  scemando  continuamente 
fiiicliè  si  abbia 

<p  = go“,  d’onde  p = — R'=CII: 
quest’ultimo  risultamcnto  rapportasi  al  piano  normale  O'Y',  il 
quale  sega  la  supcrCcic  secondo  l’iperbole  principale  BCL. 

675.  Continu.ando  questa  discussione,  da  9 = 90®  fino  a 9= 
36o®,  si  ritroverebbero  successivamente  risultamenti  analoghi  , 
dappoiché  la  formola  (2)  non  richiude  che  i quadrali  di  sen  9 c 
cos  9.  Da  ciò  decsi  conchiudere  i.®  che  i piani  normali  PO'/?, 
QO'y  dividono  la  superficie  intorno  al  punto  ( 0',C  ) in  quat- 
tro regioni  distinte:  nei  due  angoli  PO'Q  e pO'q  opposti  al  ver- 
tice tutte  le  sezioni  normali  son  convesse , o situate  al  di  sotto 
del  piano  tangente  XCY  ; e nei  due  altri  angoli  PO'y  , QO'/? 
tutte  le  sezioni  normali  sono  concave,  ossia  allogate  al  di  sopra 
di  questo  piano  tangente  ; dippiù  il  passaggio  dalle  ime  alle  al- 
tre si  fa  per  due  sezioni  rettilinee  PO'/?,  QO'y,  le  quali  sono  le 
generatrici  della  iperboloide  situate  nel  piano  tangente  XCY. 
z.®  n raggio  di  curvatura  R della  sezione  principale  CAF  è il 
minimo  di  tutti  i raggi  positivi,  i quali  variano  da  p = R fino  a 
(?  = oo;  mentre  che  il  raggio  di  curvatura  R'  dell’altra  sezione 
principale  BCL  è il  minimo  dei  raggi  negativi:  ovvero,  tenendo 
conto  del  segno  di  questi  ultimi,  potrà  dirsi  che  — R'  è un  mas- 
simo, ma  solo  per  rapporto  ai  raggi  negativi  che  variano  da  f= 
— R'  fino  a p = — 00. 

676.  Le  proposizioni  dianzi  dimostrate  per  un  vertice  reale 
di  una  ellissoide  o di  una  iperboloide  ad  una  falda  , sono 
vere  parimenti  per  ogni  superficie  S,  e per  un  punto  qualun- 
que M di  questa  superficie,  la  cui  normale  è MZ.  Vale  a dire, 
fra  tutte  le  se:^ioni  normali  che  passano  per  quel  punto , ve 
ne  sono  sempre  due  MA  ed  MB,  appellate  sezioni  principali  , 
delle  quali  la  prima  ha  un  raggio  di  curvatura  MG  = R che 
è minimo,  e la  seconda  un  raggio  di  curvatura  M1I  = R'  che 
è massimo;  queste  due  sezioni  principali  sono  allogate  in  due 
pianiU-WL,  YMZ  perpendicolari  tra  loro  ; ed  ogni  qualvolta 
si  conosca  la  posizione  di  questi  piani  ed  i raggi  principali 
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U , II',  il  raggio  di  curvatura  p di  qualsivoglia  altra  sezione 
mrtnale  MD,  che  passa  pel  medesimo  punto,  vieti  data  dalla 
formolo 

j cos*  «P  ^ sen»  <p,  (3) 

in  cui  <c  dinota  Tangolo  del  piano  di  MD  col  piano  di  MA  , ed 
in  cui  bisognerebbe  riguardare  come  negativo  quello  dei  due 
raggi  principali  R,R',  che  fosse  diretto  al  di  sopra  del  piano 
tangente  XMY,  quando  la  superCcie  fosse  non  convessa , cioè 
attraversala  in  M dal  suo  piano  tangente. 

Questo  importante  teorema^  di  cui  andiamo  debitori  ad  Eule- 
ro, non  è agevole  a dimostrarsi  di  una  maniera  compiuta  e rigo- 
rosa , mercè  considerazioni  meramente  sintetiche  ; perciò  pre- 
feriamo di  qui  ammetterlo  come  un  risultamento  del  calcolo 
differenziale  (*);  ma  questo  solo  è quanto  noi  toglieremo  a pre- 
stanza dall’ analisi,  e ci  faremo  in  seguilo  a sviluppare  per  mez- 
zo della  sola  geometria  le  conseguenze  interessanti  onde  questo 
teorema  è suscettibile. 

677.  Allorquando  i due  raggi  principali  MG=R,  MH=R' 
sono  positivi,  come  nella  fg.  t33,  la  formola  (3)  mostra  che  p è 
parimenti  positivo,  qualunque  sia  l’angolo  cp;  per  conseguenza  in 
tal  caso  tutte  le  sezioni  normali  si  trovano  al  di  sotto  del  piano 
tangente  XMY , almeno  nei  dintorni  dei  punto  M , e la  superfì- 
cie e convessa  ìu  questo  punto.  Inoltre,  supponendo  R<R',  è 
facile  vedere  che  R è allora  il  minimo  assoluto  di  tutt'  i raggi 
di  curvatura  delle  sezioni  normali  che  passano  per  M , cd  R'  il 
massimo  assoluto  di  tutti  questi  medesimi  raggi  ; cd  in  fatti  la 
formola  (3)  scritta  alternativamente  sotto  l’ una  e l’altra  delle 
forme  seguenti, 


I 

P 


:=R,-^rcos*<f 


G-ifO- 


(♦)VeJi  l AQalisi  applicata  allo  goomctrio  di  tre  Jimonsioni,  cap,X\X 

53 
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uiostia  clic  qualunque  sia  l’angolo  <f,  si  ha  sempre 

^ ^ > ed  ^ ; e di  qui  p > R e < R'. 

Simiglianti  conseguenze  avrebbero  luogo,  se  i due  raggi  prin-i 
cipali  fossero  negativi  ad  un  tenapo;  salvo  che  in  tal  caso  la  su- 
perficie sL  troverebbe  situata  al  di  sopra  del  piano  tangente  in** 
torno  intorno  al  punto  M. 

678.  Allorché  per  un  punto  particolare  M di  una  qualsiasi 
superficie  accade  che  i due  raggi  principali  R,R'  sono  eguali  e 
del  medesimo  segno,  la  formola  (3)  evidentemente  si  rende  più 
semplice  e l’angolo  cp  svanisce;  iu  modo  che  riesce  p=R  per 
tulle  le  sezioni  normali  che  passano  per  quel  punto,  intorno  a 
cui  la  superficie  presenta  una  curvatura  uniforme  in  tull’i  versi, 
come  quella  di  una  sfera. 

Questi  punti  particolari  si  denominano  umbiltci,  e noi  ne  fa- 
remo notare  parecchi  di  tal  genere  nell’ ellissoide  {n.j24)ì 
ina  egli  c già  manifesto  che  quando  il  meridiano  di  una  super- 
ficie di  rivoluzione  taglia  l’asse  ad  angolo  retto  , questo  punto 
è sempre  un  urahilico. 

6jg.  Qualora  i due  raggi  principali  sono  di  segno  contrario, 
come  nella  Jig.  fJ4,  ove  'iIG=R  che  si  riferisce  alla  sezione 
( MA,M'A')  ritrovasi  positivo , mentre  Mll  =R'  che  si  riporta 
alla  sezione  è negativo,  allora  la  formola  (3)  scritta 

col  segno  di  R'  in  evidenza  diviene 

i = i cos»  <p  — jP  sen*  <p.  (4) 

Essa  mostra  già  che  p sarà  ora  positivo , ed  ora  negativo , a 
seconda  del  valore  dell’angolo  <p;  vale  a dire  che  vi  Staranno  se- 
zioni normali  allogate  le  une  al  di  sotto,  e le  altre  al  di  sopra 
del  piano  tangente  XMY  ; in  tal  modo  la  superficie  sarà  non 
concessa,  ovvero  a curvature  opposte.  Onde  determinare  i limili 
di  queste  diverse  sezioni , cerchiamo  il  valore  particolare  » deU 
r angolo  (f  che  soddisfaccia  all’ equazione 

.-7C0S®  V — .-7;  scn*  w = o,  d’onde  lans:  = -l- 
K II' 
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quindi  tracciamo  sul  piano  tangente  XMY  , ovvero  sul  piano 
orizzontale  (*)  che  gli  è parallelo,  due  rette  M'P,M'Q  che  fac- 
ciano ciascuna  con  M'X'  un  angolo  eguale  ad  ae. 

Allora  per  tutt’i  valori  di  9 compresi  tra  9 = — a',  e 9 v, 
come  pure  per  tutti  quelli  che  si  racchiudono  tra  9:=  180° — 
r9=iSo°-l-  fu,Ia  formola  (4)  darà  chiaramente  de’ valori  di 
I quali  saranno  positivi  ; vale  a dire  che  tutte  le  sezioni  normali 
comprese  negli  angoli  diedri  PM'Q  e pWg , saranno  situate  al 
di  sotto  del  piano  tangente  orizzontale  XMY.  Per  lo  contrario , 
allora  quando  il  valore  di  9 cadrà  tra  x>  e 180”— aj,  ovvero  tra 
i8o°-j-si  e 36o“  — i»,  la  formola  (4.)  darà  per  f un  valore  ne- 
gativo : il  che  dinota  che  tutte  le  sezioni  normali  comprese  nei 
duo  angoli  diedri  PM'y  e saranno  allogate  al  di  sopra  del 

piano  tangente  XMY,  almeno  nei  dintorni  del  punto  M. 

680.  Finalmente,  allorché  9 assumerà  uno  dei  valori  9 = 
oppure  9 = i8o®2h''’>  raggio  P divenendo  iiifinito  nella 
formola  (4)  , ne  segue  che  i due  piani  normali  limiti  PM'/i , 
QM'y,  taglieranno  la  superficie  secondo  due  curve  , le  quali  , 
senza  essere  rettilinee  come  accadeva  nella  iperboloide 
saranno  almeno  schiacciatissime  nei  dintorni  del  punto  M,  ed  ivi 
presenteranno  una  curvatura  nulla;  vale  a dire  che  ciaschedu- 
na avrà  in  questo  sito  due  elementi  di  comune  colla  sua  tangente 
che  sarà  precisamente  la  traccia  M'P  o M'Q  del  piano  normale 
limite  sul  piano  tangente  XMY.  Nulladimeno  non  deesi  di  qui 
inferire  che  queste  duo  sezioni  limiti  presenteranno  sempre  in 
M una  injlessione  propriamente  detta , dappoiché  nel  toro  , a 


Flfi. 
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(*)  Noi  adoperiamo  ancor  qui , per  vieppiù  chiarezza , una  prospettiva 
su  di  un  piano  verticale,  ed  una  proiezione  su  di  un  piano  orizzontalo;  se 
d’altronde  vogliansi  fissare  meglio  le  idee  per  via  di  un  esempio,  può  ri- 
guardarsi la  superficie  di  cui  trattiamo  come  la  gola  di  una  girella  il  cui 
asse  sia  orizzontalo  c proiettato  secondo  ( B^L^,  G ).  II  punto  contemplato 
( M,M')  è in  tal  caso  sul  cerchio  di  gola  ( E.MA , E'.M'A'  ),  e la  sezione 
( BMLjB'.M'L^)  è un  semicerchio  che  serve  di  meridiano  al  toro. di  qiic- 
eta  girella. 
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cagion  d’ esempio , ciò  non  ha  luogo , e queste  due  curve  sono 
situate  interamente  da  un  medesimo  Iato  delle  loro  tangenti . 

68r,  Dappoiché  nelle  superficie  non  convesse  i raggi  di  cur- 
vatura positivi  variano,  per  virtù  della  formola(4),  da  p=-t-  R 
fino  ap  = ^-oo,ed  i raggi  negativi  da  ,3  = — R'sino  a p = — oc; 
se  ne  deduce  che  R sarà  qui  un  minimo  relativo  solo  ai  raggi 
della  prima  classe,  e — R'  un  massimo  analitico  per  quelli  della 
seconda  classe , tenendo  conto  dei  loro  segni  ; ma  se  si  volesse 
solamente  parlare  delle  loro  grandezze  assolute , R'  sarebbe  an- 
che un  minimo. 

Quanto  alla  costruzione  grafica  delle  sezioni  principali  e dei 
loro  raggi  di  curvatura,  ci  riserberemo  a citarne  degli  esempi , 
dopo  aver  fatto  parola  delle  linee  di  curvatura  ; essendoché 
queste  presteranno  alia  geometria  soccorsi  utilissimi. 

682.  Per  ogni  punto  M di  una  superjicie  S qualsivoglia  si 
può  costruire  una  superficie  2 di  secondo  grado,  la  quale  sia 
osculatrice  ( n.  6-jo)  di  S intorno  intorno  a quel  punto.  Sup- 
poniamo dapprima  che  la  data  superficie  S sia  convessa  in  M,  e 
che  MA  ed  MB  rappresentino  le  sue  due  sezioni  normali  di  cur- 
vatura massima  e minima,  le  quali  hanno  per  raggi  MG=R , 
MH  = R'.  Sulla  normale  MZ  prendiamo  una  distanza  arbitraria 
MO=e,  che  adotteremo  per  uno  dei  semiassi  di  una  ellisse  MA', 
la  quale  , delineata  nel  piano  della  sezione  MA , dovrà  esserle 
osculatrice:  per  adempire  a questa  condizione  basta  scegliere  l’al- 
tro semiasse  OA'=a  in  modo , che  il  raggio  di  curvatura  della 
ellisse  al  vertice  M sia  eguale  ad  R,  il  che  dà  la  relazione 

— = R,  e quindi  a — J/Sc  ; 

ond’é  che  il  semiasse  OA'=:a  si  determinerà  cercando  una  me- 
dia proporzionale  tra  Ree.  Parimente  costruiamo  nel  piano 
della  sezione  MB  una  ellisse  MB'  che  le  sia  osculatrice,  c che  ab- 
bia per  suoi  semiassi  OM  = e,  ed  0B'=  b ; questo  ultimo  si  de- 
terminerà puranche  per  mezzo  della  relazione 

^ = R',  e quindi  b= 
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Ciò  posto,  le  due  ellissi  M\'  ed  MU'  delerniiuaiio  coiiipiula- 
meulc  una  ellissoide  S che  avrà  per  suoi  tre  semiassi  OM,OA', 
OB',  essendoché  il  piano  della  curva  MB  è perpendicolare  a 
quello  di  MA  ; ed  lo  dico  che  questa  ellissoide  sarà  osculatrice 
della  superficie  S , ciò  che  riducesi  a dimostrare  ( n.  Cjo  ) che 
ogni  piano  normale  MOD  sega  S e 2;  secondo  due  curve  MD, 
ed  MD',  le  quali  hanno  il  medesimo  raggio  di  curvatura.  Dilani 
chiamando  p e p'  i raggi  di  queste  due  sezioni,  essi  saranno  dati 
( ».  e 6ji  ) dalle  formole 


c . c , 

- = - cos*  tp  -j-  ir:  sen»  cp  - = — cos*  9-4-7-  scn»  9 , 

p I\  t\'  O» 

le  quali  provano  che  p = p',  mercè  i valori  precedenti  di  a a 

di  ò. 

683.  Devesi  por  mente  che  l’ellissoide  i',  osculatrice  di  S nel 
punto  M non  è unica,  essendoché  la  lunghezza  dell’asse  c è sta- 
ta scelta  ad  arbitrio  ; cosi  pure  prendendo  c = a = R , ovvero 
c = ò=:  R',  essa  si  renderebbe  di  rivoluzione,  ma  non  intorno 
alla  normale  MZ.  Avremmo  d’altronde  potuto  avvalerci  di  due 
iperbole  , per  curve  osculatrici  delle  sezioni  principali  MA  ed 
MB  , e la  superficie  osculatrice  di  S sarebbe  divenuta  una  iper- 
boloide a due  falde  , o una  paraboloide  ellittica  , le  quali  sono 
amendue  superficie  convesse. 

684. <  Sia  ora  S una  superficie  non  convessa  , le  cui  sezioni 
principali  MA  ed  MB  hanno  in  verso  opposto  i raggi  di  curva- 
tura MG  = R,  ed  MII  = R'.  Costruiamo  come  per  Io  innanzi, 
una  ellisse  MA'  che  sia  osculatrice  di  MA  nel  punto  M , c della 
quale  i semiassi  sieno  MO  = c,  lunghezza  arbitraria  presa  sulla 
normale,  edOA'=a,  retta  determinata  dalla  relazione 

ma  per  curva  osculatrice  della  sezione  MB  non  possiamo  pari- 
menti  adoperare  una  ellisse , perciocché  non  esiste  superficie  di 
secondo  grado  che  ammetta  due  sezioni  di  questo  genere, situato 
r una  al  di  sotto  e l’altra  al  di  sopra  del  piano  tangente.  Co- 
stmiamo  adunque  un’iperbole  B'ML',  che  abbia  per  semiasse 
reale  la  retta  MO  = c , e per  semiasse  immaginario  una  retta 
OB"r=  ^ perpendicolare  al  piano  doircllisRo,  e di  tal  fatta  che 
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il  r;i^"io  di  curvatura  di  questa  ij>erbole  ( il.  soa)  avveri  la  re- 
laiii>ne 

— = R',  d’oude  6 = 
c 

Quindi  rcUissc  MA'  c la  iperbole  MB'  determineranno  com- 
piutamente una  iperboloide  ad  una  falda  la  quale  sarà  al  certo 
cw'ulalrice  di  S nel  punto  M ( n.  6jo  ) ; essendoché  ogni  piano 
normale  die  facesse  un  angolo  9 con  MA , taglierebbe  S e S 
s<‘co<ido  due  curve  i cui  rtiggi  di  curvatura  p e p'  sarebbero  dati 
( ».  e 6-i‘À  ) dalle  forinole 

Il  1 I c c 

- = — cos»  ® — — scn®  9 , — , = — cos*  9 — — sen*  9 : 

p U ft'  p' 

ora  queste , sostituiti  i precedenti  valori  di  a e à , provano  che 
p = p'.  Avremmo  ancora  ottenuto  una  iperboloide  osculatrice  di 
S,  ma  rivolta  in  verso  contrario,  se  avessimo  posto  l’ellisse  al 
luogo  della  iperbole,  c viceversa;  in  oltre  non  dobbiamo  obliare,, 
rhe  l’asse  c , diretto  secondo  la  normale  MG  o MII , può  assu- 
mere una  lunghezza  arbitraria.  In  fine  se  si  fossero  impiegate 
due  parabole  per  curve  osculatrici  delle  sezioni  MA  ed  MB,  si 
sarebbe  ottenuto  per  superficie  osculatrice  di  S,  una  paraboloide 
iperbolica. 

Delle  lisee  di  ccbvatura  di  una  qualsivoglia  superjt- 
rie  S.  Monge  ha  denominato  cosi  la  serie  dei  punti  pei  quali  le 
normali  delle  superficie  vanno  ad  incontrarsi  consecutivamente, 
e noi  imprendiamo  a dimostrare,  che  a partire  da  ciascun  punto 
M dato  su  di  S,  non  esistono  generalmente  che  due  linee  di  cur~ 
vatura  M*U,M<V,  le  quali  si  tagliano  ad  angolo  retto  e sono 
tangenti  alle  sezioni  principali  àIA,MB  ( n.  6q6^i  dalle  quali 
nondimeno  ditferiscono , poiché  esse  non  sono  per  l’ ordinario 
piane  come  queste  ultime.  Facciamoci  adunque  a studiare  quesle 
linee  di  curvatura  al  vertice  di  una  superficie  di  secondo  grado. 

686.  Sieno  CA  e CB  le  due  sezioni  principali  che  si  tagliano 
al  vertice  C di  un’ellissoide,  pel  qual  punto  la  normale  della 
superficie  é CO;  menando  un  piano  parallelo  al  piano  tangente 
XCY,  ad  una  distanza  C-u  infinitamente  piccola,  esso  darà  una 
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sezione  ellittica  aCs  i cui  vertici  «oc  sono  allogati  su  di  CA  e 
di  CB;  e se  si  prende  su  di  questa  curva  un  qualunque  punto  N 
diverso  da  « c c,  io  dico  che  la  normale  NK.  dell’ ellissoide  non 
incontrerà  la  normale  CO  relativa  al  vertice.  In  fatti  questa  è pro- 
iettata al  centro  «3  della  piccola  ellisse , mentre  NK,  che  deve 
essere  perpendicolare  alla  tangente  KT,  si  proietta  sul  piano  di 
questa  medesima  ellisse,  secondo  una  retta  KK' anche  perpendi- 
colare ad  MT;  ora  è noto  che  una  normale  MK'  deirellisse  «fi 
non  va  punto  a passare  pel  centro  ® ; dunque  la  normale  NK 
nello  spazio  non  incontrerà  giammai  C<»,  per  quanto  vicino  aC 
sia  preso  il  punto  N,  salvo  che  non  si  scogliesse  in  « ovvero  in 
<,  su  di  una  delle  due  sezioni  prineipali  CA  o CB  , perciocché 
in  tal  caso  la  normale  dell’ ellissoide  sarebbe  proiettata  secondo 
uno  degli  assi  «sa  o <« , i quali  vanno  a passare  pel  contro 
Di  qui  risulta  che  pel  vertice  C di  un’ellissoide  non  vi  sono  che 
due  linee  di  curvatura  dirette  dapprima  secondo  gli  clementi  C«, 
Cc  delle  due  sezioni  principali;  ma  d’altronde  per  questo  punto 
speciale  le  due  lir.ee  di  curvatura  coincidono  inleramenle  colle 
sezioni  CAF  e CBF,  dappoiché  le  normali  dell’ ellissoide , me- 
nate per  tutl’i  punti  della  curva  CA  , sono  situate  nel  piano  di 
questa  curva , attesoché  le  tangenti  applicate  alle  sezioni  orizzon- 
tali nei  vertici  «,A, si  trovano  tutte  perpendicolari  al  pia- 

no dell’ellisse  CAF.  Le  medesime  ragioni  si  applicano  alfa  se- 
zione CBF. 

687.  Ncir  iperboloide  ad  una  falda  della  jfy.  fJs  si  scorge 
agevolmente  che  una  sezione  parallela  al  piano  tangente  XCY^ 
e situata  al  di  sotto  ad  una  distanza  infinitamente  piccola,  som- 
ministrerebbe una  iperbole,  della  quale  i due  vertici  reali  * c < 
sarebbero  su  di  ACE  ; laddove  se  questa  sezione  fosse  al  di  so- 
pra di  XCY,  essa  sarebbe  una  iperbole  capovolta,  i cui  vertici 
reali  c e X si  troverebbero  su  di  BCL.  Ora  siccome  la  normale 
della  superficie  si  proietta  bensì  sulla  normale  dell’una  e dell’al- 
tra di  queste  iperbole,  c qiiest’ultima  retta  non  passa  neanche 
j)cl  centro,  se  non  quando  il  punto  di  contatto  coincide  con  uno 
dei  vertici  ; cosi  si  conchiude,  come  qui  sopra , che  la  normale 
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OCII  (iella  iperboloide  in  C,  non  può  essere  incontrata  da  una 
normale  infinitamente  vicina  se  non  quando  questa  parte  da  un 
punto  della  sezione  principale  CÀ  o CB;  il  che  dimostra  che  al 
vertice  C della  iperboloide,  non  vi  hanno  parimenti  che  due  li- 
nee di  curvatiu'a  le  quali  coincidono  al  tutto  con  ACD  e BCL 
per  le  stesse  ragioni  addotte  circa  l’ ellissoide. 

688.  llitoruiamo  ora  ad  una  superficie  qualunque  S che  sup- 
porremo dapprima  convessa  intorno  a qualsivoglia  punto  M. 
Egli  esiste  sempre  ( n.  6S2)  un’ellissoide  5'  osculatrice  di  S in 
M ; e se  si  tagliano  queste  due  superficie  con  un  piano  paral- 
lelo al  piano  tangente,  ed  infinitamente  vicino , non  solo  tutt’  i 
])unii  della  sezione  alNc  cosi  prodotta  saranno  comuni  ad  S ed 
a , ma  anche  le  normali  di  queste  due  superficie  per  tutt’  i 
punti  »,N,C, ....  saranno  le  stesse.  In  fatti  abbiamo  osservato 
che  le  due  sezioni  MD,MD'  contenute  in  un  medesimo  piano 
normale  qualsivoglia,  erano  osculatrici,  vale  a dire  aveano  due 
tangenti  consecutive  comuni,  l'una  in  M e l’altra  in  N;  laonde 
quest’  ultima  tangente  unitamente  alla  tangente  MT  della  curva 
«Nc  determina  un  piano  c4e  tocca  al  tempo  stesso  S e 5 nel 
punto  N , e quindi  la  perpendicolare  a questo  piano  è una  nor- 
male alle  superficie  S c 2Ì.  Ciò  poslo-egli  è stato  dimostrato  ( n. 
686  ) che  su  di  un’  ellissoide  5 la.  normale  MO  al  vertice  non 
può  essere  incontrata  da  una  normale  infinitamente  vicina,  se 
non  quando  questa  parte  dal  punto  » situato  su  di  IVIA',  ovvero 
dal  punto  c situato  su  di  MB'  ; dunque  bensì  sulla  superficie  S 
non  vi  sono  che  le  due  normali  «G  e Cll,  le  quali  vadano  a taglia- 
re la  normale  MO;  e per  conseguenza  non  esistono  a partire  dal 
punto  M , che  due  linee  di  curvatura,  delle  quali  i primi  ele- 
menti Ma  ed  Me  sono  comuni  alle  sezioni  principali  MA  ed 
MB.  Pertanto  se  a partire  da  a si  volesse  rinvenire  un  punto  in- 
finitamente vicino  a',  la  cui  normale  andasse  a tagliare  la  pre- 
cedente aG,  converrebbe  scegliere  questo  novello  punto  su  di 
una  delle  due  sezioni  principali  relative  ad  a:  ora,  generalmente 
parlando,  niuna  di  queste  due  sarebbe  nel  piano  di  MA;  oiid’c 
che  la  prima  linea  di  curvatura  Maa'U  per  l’ordinario  è storia^ 
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ed  essa  si  rallrova  solo  tangente  alla  sezione  principale  M»A. 
Una  conseguenza  analoga  ha  luogo  per  la  seconda  linea  di  cur- 
vatura McV  che  tocca  la  sezione  principale  McB , ma  differisce 
ordinariamente  da  questa  nel  resto  del  suo  corso.  E dippiù  que- 
ste due  linee  di  curvatura  MU  ed  MV  si  tagliano  ad  angolo 
retto  in  M , come  le  due  sezioni  principali  alle  quali  esse  sono 
tangenti. 

689.  In  oltre  le  porzioni  MG  ed  MII  della  normale  primitiva 
MO , determinate  dall’  incontro  di  questa  colle  due  normali  vi- 
cine, e che  Mongc  ha  denominate  i raggi  di  curvatura  della 
superfcie  nel  punto  M , altra  cosa  non  sono  che  i due  raggi 
principali  dejiniti  al  n.  6-J6.  In  fatti  le  rette  MG  ed  «G  essendo 
normali  alla  supcrGcie  S , lo  sono  necessariamente  anche  alla 
curva  MA  , e giacendo  in  oltre  nel  piano  di  questa  curva  , il 
loro  incontro  G è bensì  il  centro  del  cerchio  osculatore  {n.64o) 
della  medesima  : parimenti  li  è il  centro  di  curvatura  della  se- 
zione MB  ; ma  la  denominazione  adottata  dal  Monge  risguarda 
ad  una  proprietà  che  importa  di  far  ben  notare. 

Se  dal  punto  G come  centro  con  una  delle  normali  GM , G» 
che  sono  eguali  ( n.  64o  ) , descrivesi  una  sfera,  essa  toccherà 
la  superficie  S in  due  punti  consecutivi  M ed  »,  da  che  due  dei 
suoi  raggi  sono  normali  ad  S ; ed  il  medesimo  accadrà  pér  la 
sfera  descritta  col  centro  H e col  raggio  UM  = Hc.  Ma  se  col 
raggio  di  curvatura  MI  =NI  di  un’  altra  sezione  normale  MND 
si  descrivesse  una  sfera , questa  toccherebbe  la  superficie  S solo 
in  M , c non  in  N ; dappoiché  il  raggio  NI  non  sarebbe  norma- 
le alla  superficie  S , per  essersi  dianzi  dimostrato  che  la  vera 
normale  NR.  non  può  intersecare  la  MO.  Adunque  le  porzioni 
MG  ed  MIl  della  normale  in  M sono  i raggi  di  duo  sfere  , lo 
quali  sole  possono  avere  due  piani  tangenti  consecutivi  con  S, 
c la  curvatura  delle  quali  esprime  la  massima  e la  minima  cur- 
vatura che  presentano  le  diverse  sezioni  normali  intorno  al  pun- 
to M.  Pur  tuttavia  non  bisogna  inferirne  che  le  due  sfere  siano 
osculatrici  di  S ; essendoché  il  doppio  contatto , che  ciascuna 
di  esse  serba  con  questa  superficie , non  ha  luogo  che  in  una 

54 


FIG. 
ex  XXV. 


' Digitized  by  Google 


FIG. 

f \XXV1. 


4aG  IlBUO  vili.  — CtnVATVnA  delle  linee  e delle  8n>ERFV 
direzione,  e non  iulorno  Intorno  al  punto  come  lo  richie* 
dorebbe  il  vero  carattere  dell’ osculazione  (n.  6jo  ). 

C90.  Bisogna  guardarsi  dal  credere  che  MG  sia  il  raggio  di 
curvatura  della  linea  M»U,  vale  a dire  il  raggio  del  cerchio  che 
avrebbe  con  questa  linea  due  elementi  comuni.  In  fatti  , egli 
è vero  che  le  due  rette  MG  ed  aG,  essendo  normali  alla  super- 
licic  j sono  anche  tali  per  rispetto  alla  curva  M*U  : ma  afTinchù 
il  loro  punto  d’incontro  G desse  il  centro  di  curvatura  di  M«U, 
bisognerebbe  che  queste  normali  fossero  allogate  ambedue  nel 
piano  osculatore  di  questa  curva  ( n.  64-o  ) ; il  che  non  avrebbe 
lungo  che  nel  caso  particolare  in  cui  MU  coincidesse  con  MA, 
o almeno  allorquando  MU  ed  MA  avessero  un  contatto  di  se- 
cond’ ordine. 

691.  Per  una  superficie  non  convessa,  si  dimostrano  di  una 
maniera  alfulto  consimile  resistenza  c le  proprietà  delle  due  li- 
nee di  ctirvaiura  relative  ad  un  punto  qualunque  M, "costruen- 
do in  esso  punto  ( n.  684)  la  iperboloide  osculatrice  di  questa 
superficie , cd  applicandovi  ciò  che  noi  abbiamo  provato  circa 
l’incontro  delle  normali  al  vertice  di  una  iperboloide (n.ó'#/). 
Salvo  che  qui  i due  centri  di  curvatura  Q ed\ì  saraimo  situali 
1’  uno  al  di  sotto , c l'altro  al  di  sopra  del  piano  tangente;  ma 
tutte  le  precedenti  relazioni  saranno  vere  egualmente. 

692.  Allorché  il  punto  M,  consideralo  su  di  una  qualsivoglia 
superficie,  è un  umhilico  (n.  6j8),  il  numero  delle  lince  di 
curvatura  diverrà  indefinito , al  pari  che  quello  delle  sezioni 
principali  olle  quali  esse  debbono  esser  tangenti;  ma  questo  caso 
particolare  non  si  presenterà  giammai  nelle  superficie  non  con- 
vesse, conciossiachò  quand’anche  i raggi  principali  fossero  eguali 
in  grandezza  assoluta,  essi  non  sarebbero  punto  identici  in  quan- 
to al  silo. 

G93.  Dopo  aver  in  tal  guisa  dimostrata  genericamente  1’  esi- 
stenza delle  due  linee  di  curvatura  per  ogni  punto  di  una  qual- 
siasi superficie , giova  qui  riportare  diversi  esempi  in  cui  la  de- 
terminazione di  queste  linee  si  elfettuisce  immediatamente. 

In  unj  superficie  di  rivoluzione  descritta  da  un  meridiano  qua- 
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lunquc  AME  , questo  meridiiiiio  è esso  stesso  una  prima  linea 
di  curvatura  per  ciascuno  dei  suoi  punti,  come  a cagion  d’esem- 
pio M;  imperciocché  le  normali  della  superficie 
essendo  contenute  tutte  nel  piano  meridiano  ( n.  i3o  ) , van- 
no ad  intersecarsi  consecutivamente  sulla  sviluppata  GG'G". . . 
della  curva  MA.  La  seconda  linea  di  curvatura  che  passa  pel 
punto  M è evidentemente  il  parallelo  MeV,  stantechè  tutte  le 
normali  della  superficie  che  partono  dai  punti  M,e,V, . . . vanno 
a metter  capo  (n.  tSo)  al  medesimo  punto  II  dell’ asse.  Dippid 
qui  t due  raggi  di  curvatura  della  superjicie  sono  il  raggio  di 
curvatura  MG  del  meridiano,  e la  porzione  MH  della  normale, 
racchiusa  ira  il  punto  contemplato  M e Tasse  di  rotazione. 

694-  Quanto  alle  due  sezioni  principali  della  superficie  ( n. 
d’70’.),  relative  al  punto  qualunque  M,  la  prima  è anche  il  meri- 
diano MA  ; perciocché  il  piano  di  questa  sezione  deve  contenere 
la  normale  MG  della  superficie,  e Telemeuto  Ma  della  linea  di 
curvatura  che  gli  é tangente  ( n.  6SS  ) ; e questa  totale  coinci- 
denza tra  la  sezione  j)riucipale  e la  linea  di  curvatura  si  ripro- 
duce palesemente  tutte  le  volle  che  quest’  ultima  è piana,  e che 
il  suo  piano  racchiude  la  normale  della  superjicie.  La  seconda 
sezione  principale  pel  punto  M non  coincide  del  pari  coll'  altra 
linea  di  curvatura  McV  ; da  che  questa  quantunque  piana  non 
contiene  la  normale  MII  : ma  si  otterrà  agevolmente  questa  se- 
conda sezione  principale  MtB,  conducendo  secondo  MllG  un 
piano  secante  ]>erpendicolarc  a quello  della  prima  sezione  MA  , 
e la  curva  INUB,  avrà  un  elenuoilo  Me  comune  col  parallelo 
McV.  In  oltre  i due  raggi  di  curvatura. delle  sezioni  normali  MA 
cd  MB , saranno  ( n.  68g)  i raggi  di  curvatura  MG  ed  Mll  del- 
la superficie. 

69IÌ.  In  un  cilindro  a baso  qualunque  , la  generatrice  rettili- 
nea che  passa  pel  punto  che  si  considera , é evidculemcule  una 
])i'ima  linea  di  curvatura  ; perciocché  il  piano  limgeule  essendo 
comune  a tulli  i punti  di  questa  generatrice , le  diverse  normali 
sono  parallele  tra  loro,  c contenute  lutto  in  un  inetlesimo  ]>iauo, 
ro-^ieché  esse  non- vadano  qui  ad  incontrarsi  die  alT  infinito.  Qiio- 
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sia  generatrice  è al  tempo  stesso  una  prima  sezione  principale  , 
per  la  ragione  generale  citata  al  numero  precedente,  e la  cur- 
vatura della  sùpcrflcie  è nulla  nel  verso  della  generatrice , poi- 
cJiè  il  raggio  di  curvatura,  somministrato  dall’  incontro  delle  due 
normali  convicine , ritrovasi  infinito.  Quindi  se  per  lo  punto  con- 
templato menasi  un  piano  perpendicolare  alla  generatrice,  la  se- 
zione retta  in  tal  guisa  prodotta  è la  seconda  linea  di  curvatura 
essendoché  le  normali  del  cilindro,  relative  ai  diversi  punti  di 
questa  curva,  giacciono  palesamente  nel  suo  piano,  e vanno 
od  intersecarsi  sulla  sviluppata  di  questa  sezione  retta  il  cui  raggio 
di  curvatura  diviene  anche  il  raggio  minimo  della  superficie  ; 
vale  a dire, che  la  curvatura  massima  del  cilindro  ha  luogo  nel 
verso  della  sezione  retta,  la  quale  è chiaramente  anche (n.ffg4) 
la  seconda  sezione  principale. 

696.  Si  scorge  parimenti  che  in  un  cono  a base  qualunque 
ogni  generatrice  rettilinea  è ad  un  tempo  una  linea  di  curvatura 
ed  una  lezione  princijiale,  nel  verso  della  quale  la  superficie  offre 
una  curvatura  nulla;  quindi, siccome  tutte  le  generatrici  debbono 
essere  tagliate  ad  angoli  retti  dalle  lince  della  seconda  curvatura, 
cosi  queste  saranno  le  intersecazioni  del  cono  con  delle  sfere , il 
cui  centro  connine  è allogato  al  vertice.  In  quanto  alla  seconda 
sezione  principale  relativa  ad  un  punto  dato  su  di  una  generatri- 
ce, essa  si  ottiene  menando  per  la  normale  del  cono  in  quel  punto 
un  piano  secante  perpendicolare  alla  generatrice. 

69^.  Se  trattasi  di  una  superficie  sviluppabile  qualunque,  la 
generatrice  rettilinea  è anche  ad  un  tempo  una  linea  di  curvatura 
ed  una  sezione  principale  il  cui  raggio  di  curvatura  ritrovasi  infi- 
nito , attesoché  il  piano  tangente  della  superficie  é comune  a tutti 
i punti  di  questa  generatrice.  La  seconda  sezione  principale  per 
un  dato  punto  M , si  ottiene  menando  per  la  normale  in  quel 
punto  un  piano  secante  perpendicolare  alla  generatrice  che  passa 
per  esso  : e la  seconda  linea  di  curvatura  , dovendo  tagliare  ad 
angoli  retti  tutte  le  generatrici , sarà  una  sviluppante  dello 
spigolo  di  regresso  della  superficie.  Cosi  nella  elicoide  sviluppa- 
bile della  fig- g6 , le  generatrici  rettilinc  sono  le  lince  della 
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prima  curvatura , e le  lince  della  seconda  sono  le  sezioni  oriz- 
zontali , come  a cagion  di  esempio  ABCDLMPQ ....  ; giacché 
questa  spirale  taglia  ad  angoli  retti  tutte  le  generatrici , ed  essa 
è benanche  una  evolvente  ( n.  6oi  ) dell’  elica  ( Acy5  . . . . , 

A't'y'5'. ...). 

6()8.  Allorché  la  proposta  superficie  S è storta , la  generatrice 
GMP  non  è più  una  linea  di  curvatura,  poiché  le  normali  lungo 
questa  retta , lungi  dall’  incontrarsi , formano  una  paraboloide 
iperbolica  ( «.  ^83)  ; ma  GMP , trovandosi  nel  piano  tangente 
in  M , è precisamente  la  sezione  di  uno  dei  due  piani  normali 
limiti  (n.  680)  che  separano  le  sezioni  normali  allogate  al  di 
sotto  del  piano  tangente  da  quelle  che  sono  allogate  al  di  sopra. 
Ora , siccome  il  pi  ino  tangente  in  M taglia  la  superficie  -storta 
nel  verso  di  un  secondo  ramo  Ma  , se  a questo  si  conduce  la 
sua  tangente  MQ , che  sarà  la  traccia  del  secondo  piano  norma- 
le limile,  e dippiù  si  divide  in  parli  eguali  l’angolo  PMQ  ed 
il  suo  supplemento  per  mezzo  delle  rette  MA  cd  MB , queste  sa- 
ranno sul  piano  tangente  le  tracce  delle  dw  sezioni  principa- 
li, cd  anche  le  tangenti  alle  due  linee  di  curvatura  che  parto- 
no da  M. 

699.  Simiglianti  risultamenti  avrebbero  luogo  per  una  super- 
ficie *8  , la  quale  senza  essere  storta , fosse  non  convessa;  percioc- 
ché il  piano  tangente  di  una  tale  superficie  la  taglierebbe  neces- 
sariamente secondo  due  rami  che  passano  pel  punto  di  contatto, 
e le  cui  tangenti  indicherebbero  bensì  la  posizione  dei  piani  nor- 
mali limili  ; e di  qui  si  dedurrebbe , come  per  lo  innanzi , la  di- 
rezione delle  sezioni  principali  e delle  lince  di  curvatura  in  que- 
sto punto. 

700.  Dopo  questi  diversi  esempi,  ritorniamo  alla  teoria  gene- 

rale , e concepiamo  che  a partire  da  un  punto  M preso  ad  arbi- 
trio su  di  una  qualsivoglia  superficie  S,  si  cerchino  fra  i punti  in- 
finitamente vicini  i due  soli  M'  c R pei  quali  le  normali  vanno' 
ad  intersecare  quella  in  M;  poscia,  che  a partire  da  M'  si  faccia 
la  medesima  ricerca  , la  quale  somministrerà  i punti  M"  e R'  ; 
c che  sì  continui  ad  operare  il  simigUante  pei  punti  M" , R , 
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K' si  otterranno  in  tal  guisa  due  serie  di  linee  di 

curvatura 

MM'U,RR'U',RR'U",...  ed  MRV,M'R'V',M"R»V",... 
le  quali  scompartiranno  la  superficie  proposta  in  quadrilateri  cur- 
vilinei , i lati  dei  quali  si  taglieranno  sempre  ad  angoli  retti  ( n. 
6SS ) , ed  indicheranno  le  direzioni  delle  due  cartature  della 
tuperjicie , vale  a dire  le  direzioni  in  cui  essa  presenterà  , intor- 
no a ciascun  punto  , una  curvatura  massima  o minima  {n.68g). 

701.  Ora,  se  per  tiitl'i  punti  di  una  delle  linee  della  prima 
curvatura  MU  , s’immaginano  le  diverse  iionnali  alla  superficie 
S,  queste  relle,  che  s’incentreranno  conscciitivameule , costi- 
tuiranno una  superficie  sviluppabile , il  cui  spigolo  di  regrt>sso 
GG'G",  tangente  a tutte  quelle  normali,  sarà  la  seguela  dei  cen- 
Iri  della  prima  curvatura  di  S,  relativi  alla  linea  MU. 

È da  por  mente  in  oltre  che  questo  spigolo  di  regresso  è una 
tviluppata  ( num.  648  ) della  linea  MU , e che  questa  riesce 
anche  una  linea  di  curvatura  (n.  6gj.  ) per  la  superficie  svilup- 
pabile formata  dalle  normali  anzidetle.  Operando  in  tal  guisa  per 
ogni  linea  RU',RU",TU'^',...  della  prima  curvatura,  si  otterrà 
una  serie  di  superficie  sviluppabili , ciascuna  normale  ad  S , e 
delle  quali  gli  spigoli  di  regresso  coslituirtinno  nel  loro  insieme 
una  superficie  S,  luogo  dei  centri  della  prima  curvatura  di  S, 
cd  a cui  tutte  le  normali  di  quest’ ultima  saranno  tangenti.  Simil- 
mente esisterà  una  seconda  superficie  luogo  dei  centri  della 
feconda  curvatura  di  S,  p che  verrà  formata  dagli  spigolidi  re- 
gresso , come  muli",  di  tutte  le  superficie  sviluppabili  prodotte 
dalle  normali  menate  lungo  ciascuna  linea  della  seconda  curva- 
tura, MV,^UV',M"V",....  ; e questa  superficie  sarà  del  pari 
che  2 toccata  dalle  medesime  normali  (i). 


(i)  La  geometria  descrittiva  del  Monge,  oltre  il  merito  di  opera  origi- 
nale , essendo  a giusto  titolo  riguardala  come  un  modello  di  precisione  c 
di  cliiarczza,  non  .senza  la  maggioro  riserva  può  notarsi  qualche  incsal- 
fc>z2a  sfuggita  all’illustre  suo  autore.  Tale  a noi  sembra  ciò  diesi  leggo 
due  volte  nel  «1.  tej  parlandosi  delle  curve  MM'M"....,GG'G"....,  non 
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702,  Ordinariamente  i liioglii  dei  centri  di  curvatura  S c 5' 

altra  cosa  non  sono  che  due  falde  distinte  di  una  stessa  super- 
ficie curva,  assoggettate  ad  una  comune  generazione,  e rappre- 
sentate da  una  sola  equazione.  Ma  talvolta  ancora  quei  luoglii 
sono  due  superficie  indipendenti;  come  accade  per  le  superficie 
di  rotazione,  in  cui  la  falda  X de’ centri  di  curvatura  relativi  ai 
paralleli,  riducesi  all’asse  medesimo  di  rotazione  (n.  c 

la  falda  S'  dei  centri  di  curvatura  relativi  ai  diversi  meridiani  ò 
una  novella  superficie  di  rotazione,  generata  dalla  rotazione  della 
sviluppata  piana  del  meridiano  ( n.  attorno  lo  stesso  asse. 
Per  altro  le  due  falde  dei  centri  di  curvatura  della  superficie  S 
sono  per  rispetto  a questa  ciò  che  le  sviluppate  sono  per  rispetto 
alle  linee  curve. 

703.  Convicn  bene  osservare  che  le  superficie  sviluppabili , 
normali  ad  S lunghesso  le  linee  della  prima  curvatura  MU,KU', 
RU", . . . sono  tangenti  alla  seconda  falda  dei  centri  mentre 
che  la  prima  X vien  toccata  dalle  superficie  sviluppabili  che 
passano  per  le  linee  della  seconda  curvatura  MV,M'V',M"V"... 
In  fatti  le  normali  provenienti  da  M,M',M"  si  tagliano  sulla 
prima  falda  21  in  G e G',  alla  stessa  guisa  che  le  normali  par- 
tile da  R,R',K"  le  quali  si  tagliano  in  G,,G',;  ma  gl’ incontri 
delle  normali  che  partono  da  M e R,  da  M'  e R',  da  M"  e R", 
succedono  in  11,11, , U,  sulla  seconda  falda  X':  laonde  questa  è 
il  luogo  delle  intersecazioni  consecutive  di  tutte  le  superficie 
sviluppabili  della  prima  serie , o meglio  essa  è il  loro  inviluppo 
( R.  t^o  ) , e però  risulta  tangente  ad  ognuna  di  quelle. 

clic  dello  loro  analoghe  MRR. . . ., liliali"....  Le  parole  di  Mongc  son» 
queste  t elle  (cioè  la  cuira  GG'G"...)  est  le  lieu  des  centres  de  courbu- 
re  de  tous  les  points  de  celle  courbe  ( MM'M"  . . .),  et  elle  est  aussi 
celui  des  centres  d'une  des  courbures  de  la  surface  pour  Ics  poinU 
qui  soni  sur  la  ligne  MiWM"...  ; e simili  parole  sono  replicate  in  pro- 
posito delle  curvoMRR...,Ull'U".. . Ora,  per  le  cose  dette  innanzi  è ma- 
nifesta la  vcritd  della  seconda  asserzione  ; ma  la  prima , generalmente 
parlando  non  regge,  end  esserne  persuaso  dee  bastare  rarrertimcnhi 
contenuto  nel  n.  Cgo  di  quest’  opera. 


FI6. 

cxxxxn* 
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Scorgcsi  parimenli  che  la  falda  S è Tinviluppo  di  tutte  le  super» 

Scie  sviluppabili  relative  alle  lince  della  seconda  curvatura. 

7o4-  Quel  che  precede  mostra  che  due  superficie  sviluppabili 
normali  ad  S,  e che  appartengono  alla  stessa  serie,  ovvero  che 
passano  per  due  lince  di  curvatura  della  medesima  specie,  come 
AIU  e KU',  si  tagliano  secondo  una  curva  la  quale  è 

situata  sulla  falda  dei  centri  della  opposta  specie.  Ma  se  si  pa- 
ragonano le  superficie  sviluppabili  di  serie  differenti , vedrassi 
che  esse  si  tagliano  a due  a due  secondo  una  normale  di  S,  sic- 
come le  GMM'U  e GMK.V,  che  hanno  per  intersecazione  la  ret- 
ta MG.  Questa  intersecazione  in  oltre  avviene  sempre  ad  angoli 
retti,  sendo  che  i piani  M'MG  e RMG,  i quali  sono  palesemente 
tangenti  a queste  due  superficie  sviluppabili,  si  trovano  perpen- 
dicolari l’uno  all’altro,  atteso  che  gli  elementi  MM'  ed  MR  delle 
due  lince  di  curvatura,  sono  perpendicolari  tra  loro  ed  alla  nor- 
male MG. 

705.  Ora  il  piano  M'MG,  tangente  alla  superficie  sviluppa- 
bile della  prima  serie,  deve  toccare  ( n.  Jo3)  la  seconda  falda 
de’  centri  S';  e similmente  il  piano  RMG  sarà  tangente  alla 
prima  falda  S:  adunque  essendo  questi  piani  rettangolari,  tutto 
lo  fiate  che  ci  faremo  a riguardare  queste  due  falde  da  un  pun- 
to di  veduta  M preso  a nostro  senno  sulla  S,  parrà  tuttora  che 
i contorni  apparenti  di  queste  due  falde  si  tagliassero  ad  angoli 
retti. 

706.  Osserviamo  eziandio  che  il  piano  M^MG  e 1 osculatore 
dello  spigolo  di  regresso  GG^G”. . . allogato  sulla  falda  5 ; ora 
da  che  questo'piano  è perpendicolare  su  di  RNG  che  tocca  que- 
sta falda  ( n.  jo3),  deducesi  che  la  curva  GG'Gf'. . . ha  tutl’  i 
suoi  piani  osculatori  normali  alla  falda  X ; e quindi  ( n.  /Sg  ) 
questa  curva  è la  minima  linea  che  sulla  superficie  H si  possa 
condurre  tra  due  suoi  punti.  La  medesima  conseguenza  ha  luo-  . 
go  per  tutti  gli  altri  spigoli  di  regresso  situati  su  questa  falda , 
come  anche  per  tutti  quelli  che  costituiscono  la  falda  . 

'lO'j,  Se  mai  le  due  falde  35  e si  tagliano  in  alcun  luo- 
go, esse  debbono  tagliarsi , dopo  ciò  che  si  è detto  , ad  an- 
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goli  rolli , e la  loro  inlersccazione  4>  chiamasi  il  luogo  dei  cen- 
tri di  curvatura  sferica,  perciocché  ogni  langenle  alla  curva  ♦ 
sarà  una  normale  di  S , che  andrà  ad  inconlrare  quesla  superfì- 
cie in  un  punlo  X,nel  quale  leduecurvalure  avranno  chiaramen- 
te lo  slesso  raggio  e lo  stesso  centro  ; per  modo  che  esse  saranno 
eguali,  siccome  accade  in  ciascun  punto  di  una  sfera.  Pertanto 
anche  la  superficie  che  nasce  dall’  insieme  di  tutte  le  tangenti 
alla  curva  4>  intersega  la  supciacie  S secondo  una  curva  W.'X". . . 
che  appellasi  la  linea  dello  curvature  sferiche  di  quest’  ultima 
superficie,  e che  taglia  necessariamente  tulle  le  linee  di  curva- 
tura della  prima  e della  seconda  specie. 

708.  K Egli  è evidente,  dice  Monge,  che  la  linea  delle  curva- 
ture sferiche  della  superficie  S è una  evolvente  della  linea  dei 
centri  della  curvatura  sferica  Talché,  se  fissato  un  filo  in 
uno  dei  punti  di  quesla  intersecazione  delle  due  falde  dei  cen- 
tri , lo  si  distendesse,  facendolo  muovere  in  guisa,  che  si  avvol- 
gesse su  tale  intersecazione , e che  la  parte  rettilinea  del  filo 
fosse  sempre  tangente  a quesla  curva,  uno  dei  punti  di  esso  per- 
correrebbe la  linea  delle  curvature  sferiche.  Ma  se  , tendendo 
il  filo  , non  si  assoggettasse  a veruna  condizione  , supponendo 
che  non  produca  alcun  frcgamenlo  sulle  falde  dei  centri , in 
qualunque  posizione  si  consideri,  esso  sarà  diviso  in  tre  parti: 
la  prima  sarà  avvolta  su  di  un  tratto  dell’ intersecazione  delle 
due  falde  ; la  seconda  , piegata  c lesa  sulla  falda  dei  centri , 
cui  il  filo  si  é ravvicinalo  , sarà  applicata  sopra  uno  degli  spi- 
goli di  regresso  (*)  dei  quali  è luogo  geometrico  quesla  falda, 
e questi  due  tratti  di  curva  si  toccheranno  nel  loro  punto  comu- 
ne; la  terza  parte  del  filo  in  linea  retta  sarà  poi  tangente  a que- 
sto spigolo  di  regresso,  e normale  alla  superficie  S;  c finalmente 
l’estremità  del  filo  andrà  a cadere  su  di  questa  medesima  super- 
ficie. In  tal  guisa , smuovendo  il  filo  invariabilmente  leso , po- 


(•)  Poiché  questo  spigolo  è la  curva  minima  tra  due  suoi  punti , come 
abbiduio  dimostralo  al  ». 
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tiassl  trasportare  lo  stesso  punto  di  esso  successivamente  su  tutti 
i punti  della  superficie.  Scorgesi  adunque  che  una  superficie 
qualsivoglia  può  venir  generata  dai  due  movimenti  continui  del 
punto  di  un  filo  teso,  il  quale  si  avvolga  sulle  falde  de' centri,  nel 
modo  stesso  che  una  curva  piana  può  generarsi  per  mezzo  del 
punto  d’un  filo  teso  il  quale  si  avvolga  sulla  sviluppata  della  curva. 

709.  « Vediamo  di  presente,  prosegue  il  Moitge,  alcuni  esem- 
pi deir  utilità  che  queste  teoriche  generali  arrecar  possono  a ta- 
lune arti.  Il  primo  esempio  attingiamolo  dall’architettura.  Le 
volte  costrutte  di  pietra  di  taglio  sono  ccinposte  di  pezzi  distinti 
ai  quali  si  dà  il  nome  generico  di  cunei.  Ogni  cuneo  ha  più  fac- 
ce che  richiedono  la  massima  ailcuzioue  nel  di  loro  lavorio;  i 
la  faccia  che  deve  far  mostra,  e che  perciò  forma  parte  della  su- 
pei'ficie  visibile  della  volta,  la  quale  è mestieri  eseguire  colla 
maggiore  precisione,  dicesi /acefa  apparente  del  cuneo  \ 2.°  le 
facce , per  le  quali  i cuùei  consecutivi  si  addossano  gli  uni  agli 
altri,  diconsi  comunemente  commessure.  Le  commessure  ri- 
chiedono anche  un’accurata  esattezza  nella  loro  esecuzione;  dap- 
poiché la  pressione  trasmettendosi  da  un  cuneo  all'altro  perpen- 
dicolarmente alla  superficie  della  commettitura  , egli  è neces- 
sario che  le  due  pietre  si  tocchino  nel  maggior  numero  possibile 
di  punti , aifinché  per  ogni  punto  di  contatto  la  pressione  fosse 
la  minima,  c questa  venisse  alla  meglio  ripartita  fra  tutti  egual- 
mente. Fa  d’uopo  adunque  che  in  ogni  cuneo  le  commessure 
si  ravvicinassero  quanto  più  puossi  alla  vera  superficie,  di  cui 
esse  debbono  far  parte;  ed  a fine  di  adempiere  più  agevolmente  a 
quest’oggetto  , è mestieri  clic  la  superficie  delle  commessure 
sia  di  natura  la  più  semplice,  e di  esecuzione  la  meglio  suscet- 
tiva di  esattezza.  Perciò  le  commessure  si  fanno  per  1’  ordina- 
rio piane  ; ma  le  superficie  di  tutte  le  volte  non  comportano 
questa  disposizione  , ed  in  alcune  si  nuocerebbe  troppo  agli  ac- 
cordi delle  parti  di  cui  or  ora  terremo  parola  , se  non  si  desse 
alle  commessure  una  superficie  curva.  In  tal  caso  bisogna  Ira- 
scegliere  tra  tutte  le  supci  fiele  curve,  atte  bensì  a soddisfare  alle 
altre  condizioni,  quelle  la  cui  generazione  c la  più  semplice,  od 
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offrono  maggiore  esallczza  nella  esecuzione.  Ora^  fra  tulle  le  su- 
perficie curve,  le  più  agevoli  ad  eseguirsi  sono  quelle  generale 
dal  inovimenlo  di  una  retta,  e specialmente’  le  superficie  svilup- 
pabili ; cosicché  allorquando  è necessario  che  le  commessure  dei 
cunei  sieno  superficie  curve,  si  compongono  esse  , per  quanto  è 
possibile,  di  superficie  sviluppabili. 

a Una  delle  principali  condizioni,  alle  quali  la  forma  delle  com- 
messure dei  cunei  deve  soddisfare , si  è che  queste  sieno  da  per 
tutto  perpendicolari  alla  superficie  della  volta  che  questi  cunei  costi- 
tuiscono. Imperocché  se  i due  angoli, che  una  stessa  commessura 
facon  la  superficie  della  volta,  fossero  seusibiimenle  disuguali, 
quello  de’  due  che  eccederebbe  l’angolo  n?tto  sarebbe  atto  ad  una 
maggiore  resistenza;  e nell’azione,  che  due  cunei  consecutivi 
esercitano  F uno  sull’  altro , 1’  angolo  minore  del  retto  sarebbe  e- 
sposto  a spezzarsi  , il  che  per  lo  meno  difformerebbe  la  volta , e 
potrebbe  bensì  alterarne  la  solidità  , e scemare  la  durata  del- 
l’  edifizio.  Allorché  dunque  la  superlicie  di  una  commessura  de- 
ve essere  curva , giova  generarla  per  mezzo  di  una  retta  che  sia 
da  per  tutto  perpendicolare  alla  sunerneie  della  volta;  e se  dip- 
più  si  vuole  che  la  superficie  della  coinmessura  sia  sviluppabile, 
fa  d’  uopo  che  tutte  le  normali  alla  superficie  della  volta,  le  quali 
costituiscono  , per  cosi  dire  la  commessura  , siano  consecutiva- 
mente a due  a due  in  un  medesimo  piano.  Ora  noi  abbiamo  ve- 
duto dinanzi  che  questa  condizione  non  può  adempirsi,  ammeuo 
che  tutte  le  normali  non  passino  per  una  nudosiiua  linea  di  cur- 
vatura della  superficie  della  volta  ; dunque  s(>  le,  superficie  delle 
commessure  dei  cunei  di  una  volta  debbono  essere  sviluppabili , 
bisogna  necessariamente  che  queste  superficie  incontrino  quella 
della  volta  nelle  sue  linee  di  curvatura. 

» Inoltre  , con  qualunque  precisione  i cunei  di  una  volta  sieno 
eseguiti , i loro  scoinpartimenti  sono  ognora  appariscenti  sulla 
superficie  ; essi  vi  segnano  tracce  di  lince  ollreniodo  sentile  , le 
quali  debbono  andare  soggette  a leggi  generali , e soddisfare  a 
l.iluni  particolari  accordi,  secondo  la  natura  della  sujieriicie  del- 
la volta.  Queste  leggi  generali,  altre  sono  relative  alla  natura  , 
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altre  alla  durata  dell’ edifizio  ; di  questo  numero  è la  regola  che 
prescrive  clic  le  commessure  di  uno  stesso  cuneo  sicno  rettan- 
golari tra  loro , per  la  medesima  ragione  per  la  quale  essi  deb- 
bono essere  perpendicolari  al'a  superfieie  della  volta.  Quindi  le 
linee  di  divisione  dei  cunei  debboiio  essere  tali , che  quelle  che 
dividono  la  volta  in  filari  sieuo  tutte  perpendicolari  a quelle  al- 
tre che  dividono  uno  stesso  filare  in  cunei.  Ciò  che  riguarda  poi 
gli  accordi  particolari , che  \c  ne  ha  di  più  maniere , qui  non  è 
nostro  scopo  annoverare;  ma  uno  principale  tra  essi  è che  le  linee 
di  divisione  dei  cunei , le  quali  sono  di  due  specie , come  ah- 
hiamo  veduto  dinanzi,  e vanno  ad  incontrarsi  tutte  perpendico- 
larmente , debbono  altresì  portare  il  carattere  della  superficie  a 
cui  appartengono.  Ora  noii  vi  ha  linee  sulla  superficie  che  pos- 
sano adempiere  nel  tempo  stesso  tutte  queste  condizioni  tranne 
le  due  serie  di  linee  di  curvatura  , e queste  Io  adempiono  com- 
piutamente. Sicché  gli  scompartimenti  di  una  volta  in  cunei 
debbono  sempre  farsi  per  mezzo  delle  linee  di  curvatura  della 
superficie  della  volta , e le  commessure  debbono  essere  porzio- 
ni di  superficie  sviluppabili  formate  dalla  serie  delle  normali  alla 
superficie , le  quali  considerale  consecutivamente , sono  a due  a 
due  in  un  medesimo  piano;  in  guisa  che  per  ogni  cuneo',  le  su- 
perficie delle  quattro  commessure , sieno  perpendicolari  fra  loro 
ed  a quella  della  volta. 

j Prima  della  scoverta  delle  considerazioni  geometriche , sul- 
le quali  si  fondano  i nostri  ragionamenti  , gli  artisti  avevano  un 
sentimento  confuso  delle  leggi  a cui  quelle  condueono , ed  in 
fiilte  le  occorrenze  erano  usi  di  conforniarvisi.  Cosi,  allorquan- 
do la  superficie  della  volta  era,  a cagion  d’esempio  , di  ro- 
tazione, come  quella  in  forma  di  sferoide  , ovvero  di  cilindro 
orizzontale,  essi  la  dividevano  in  parti  per  mezzo  dei  meridiani  e 
dei  paralleli,  vale  a dire , per  mezzo  delle  linee  di  curvatura 
della  superficie  della  volta. 

» Le  commessure  che  corrispondevano  ai  meridiani  erano  dei 
piani  menati  per  l’asse  di  rotazione;  quelle  che  corrispondevano 
ai  paralleli  erano  superficie  coniche  di  rotazione  intorno  al  me- 
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dcsiruo  asse;  e queste  due  specie  di  commessure  erano  perpen- 
dicolari tra  loro  ed  alla  superficie  della  volta.  Ma  allorquando  le 
superficie  delle  volte  non  avevano  una  generazione  cosi  sempli- 
ce, e le  loro  linee  di  curvatura  non  si  appalesavano  in  modo  ab- 
bastanza sensibile,  siccome  accade  nelle  volte  a sferoidi  allungate, 
cxl  in  un  gran  novero  di  altro  , gli  artisti  non  potevano  soddi- 
sfare a tutti  gli  accordi , e sacrificavano  in  ogni  caso  particolare 
quelli  che  loro  presentavano  maggiori  difficoltà. 

» Sarebbe  adunque  convenevole  che  in  ciascuna  delle  scuole 
di  geometria  descrittiva  stabilite  nei  dipartimenti,  il  professore  si 
occupasse  della  determinazione  c costruzione  delle  linee  di  cur- 
vatura delle  superficie  adoperale  ordinariamente  nelle  arti,  affin- 
ebè  all’ occorrenza  gli  artisti,  che  non,  possono  dedicar  molto 
tempo  a siraiglianti  ricerche  , potessero  consultarli  con  profitto , 
e Irar  partilo  dai  loro  risultamenli. 

710.  Il  secondo  esempio  che  qui  riportiamo  è preso  dall' arte 
della  incisione. 

j Nella  incisione  le  tinte  dello  diverse  parti  della  superficie 
degli  oggetti  rappresentati  si  esprimono  per  via  d’ intagli , che  si 
fanno  tanto  più  forti  e tanto  più  ravvicinati , quanto  più  oscura 
debba  essere  la  tinta.  Allorquai:.'’.o  la  distanza , secondo  cui  la 
incisione  deve  guardarsi , è cosi  grande  da  non  potersi  discer- 
nere i singoli  tratti  dell’  intaglio  , il  genere  di  esso  è pressocliè 
iudilfcrente  ; e qualunque  sia  il  contorno  di  questi  tratti,  l’arlista 
può  sempre  calcarli  e moltiplicarli  in  guisa  da  ottenerne  la  tinta 
che  egli  brama,  e da  produrre  rdfetU;  richiesto.  Ma  quando,  co- 
me suole  spesso  intervenire,  la  incisione  è destinata  a vedersi 
cosi  dappresso  che  si  possano  scòrgerò  I contorni  dei  tratti  dell’in- 
taglio,  la  forma  di  questi  contorni  non  è più  indifferente.  Per  o- 
gnl  obbietto,  e per  ogni  parte  di  osso  vi  sono  contorni  d’intaglio 
più  acconci  che  tutti  gli  altri  a dare  un’idea  della  curvatura  della 
superficie;  questi  contorni  particolari  sono  sempre  in  numero  di 
due,  e talvolta  gl’incisori  li  adoperano  entrambi  ad  un  tempo  , 
allorché  per  dare  più  facilmente  forza  alle  loro  tiulo  ,'essi  incro- 
ciccliiano  gl’  intagli.  Questi  contorni,  di  cui  gli  artisti  non  han- 
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no  peranco  che  un  sentimento  confuso,  sono  le  proiezioni  delle 
linee  di  curvatura  della  superficie  eh’ essi  vogliono  raffigurare. 
Siccome  le  superficie  della  maggior  parte  degli  oggetti  non  sono 
suscettive  di  rigorosa  definizione  , così  le  loro  linee  di  curvatura 
non  sono  di  natura  atte  ad  essere  determinate,  nè  per  mezzo  del 
calcolo  , nè  per  via  di  costruzioni  grafiche.  Ma  se  gli  artisti  nella 
loro  giovanile  età  si  esercitassero  alla  ricerca  delle  linee  di  cur- 
vatura di  un  gran  novero  di  superficie  diverse,  e suscettivi  di 
csiittc  defiiii/.ioui , essi  sarebbero  più  sensibili  alla  forma  di  quel- 
le linee  ed  alla  loro  posiziono , anche  per  gli  oggetti  i meno  de- 
terminati; c r intenderebbero  ad  un  tratto  con  vieppiù  esattezza, 
c maggiore  espressione  avrebbero  i loro  lavori. 

))  I\oi  non  c’intratterremo  più  su  di  questo  argomento,  il  quale 
forse  non  offre  che  il  minimo  dei  vantaggi  che  le  arti  e l’ indu- 
stria ritrarrebbero  dallo  stabilimento  di  una  scuola  di  Geometria 
descrittiva  in  ciascuna  delle  principali  città  della  Francia  ». 

71 1.  Determinazione  grafica  delle  linee  di  curvatura. 
Noi  abbiamo  già  citale  ( n.  6q3,  6g4-  ) parecchie  specie  di  su- 
perficie per  le  quali  è agevole  scorgere  immediatamente  la  for- 
ma di  queste  linee  , ma  se  si  volessero  rinvenire  le  loro  dire- 
zioni per  un  punto  M dato  su  di  una  superficie  qualsivoglia 
S , ecco  l’andamento  che  farebbe  d’  uopo  seguire , supponendo 
sulle  prime  questa  superficie  convessa.  Immaginiamo , senza 
costruirla^  1’  ellissoide  osculatrice  di  3 nd  punto  M , quale  di- 
nanzi è stala  rappresentala  nella  figura  i3o;  quindi  rammen- 
tiamoci ( n.  €82  ) che  ogni  piano  normale  taglia  queste  due  su- 
perficie secondo  due  curve  MD.MD',  aventi  il  medesimo  raggio 
di  curvatura  p in  M,  e che  in  oltre  questo  raggio  dipende  dai 
semiassi  MO=c,  OD'=rf  dell’ ellisse  MD',  per  mezzo  della  rela- 

. (l  ^ ^ ^ 

zione  p = -— , ovvero  d=\/cf  • Da  ciò  segue  che,  cono- 
scendo p,  e il  semiasse  c che  ha  una  lunghezza  arbitraria,  può 
trovarsi  OD' = </  con  mia  media  proporzionale;  questa  retta  d’al- 
tronde sarà  sempre,  per  ogni  piano  normale  , un  semidiametro 
deirellisse  A'B'E',  gli  assi  della  quale,  incogniti  qui  di  sitò  0 di 
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grandezza,  sarebbero  palesemente  sufficienti  per  ritrovare  la  cur- 
vatura e la  posizione  delle  sezioni  principali  MA  ed  MB  della  su- 
perficie S in  M , laonde  per  tal  ragione  cbiameremo  indicatri- 
ce  questa  ellisse  A'B'E',  ch’è  la  sezione  prodotta  nella  ellissoi- 
de osculatrice  da  un  piano  menato  pel  centro,  parallelamente  al 
piano  tangente  nel  punto  M. 

Ciò  posto  (*) , si  condurranno  per  la  normale  in  M diversi 
piani  seganti  molto  ravvicinati  gli  uni  agli  altri , e dopo  di  aver 
costruito  in  vera  grandezza  le  sezioni  in  tal  guisa  prodotte  ia 
S , si  cercheranno  col  metodo  del  n.  6ìf6  i loro  raggi  di  cur- 
vatura   relativi  al  punto  M;  poscia,  su  di  un  piano  qua- 

lunque, ed  a partire  da  un  punto  m scelto  ad  arbitrio,  si  delinee- 
ranno i raggi  vettori  md,md',md",. . , . formanti  tra  loro  i me- 
desimi angoli  che  comprendevano  i piani  seganti,  ed  aventi  lun- 
ghezze eguali  alle  seguenti  medie  proporzionali , 

tnd=md'^'~  J/7p,  md'=md""=[/^,  7nd"=  ]/^'~, 

ove  c contrassegna  una  lunghezza  arbitraria,  ma  costante.  Allora 
la  curva,  che  passerà  per  tutt’i  punti  d,d',d",....  sarà  V indicar 
trice  di  cui  teste  si  è fatta  menzione;  e se  dopo  di  aver  delineata 
questa  ellisse,  descrivesi  col  raggio  md  un  arco  di  cerchio  che  la 
tagUa  in  f,  la  retta  ma  condotta  pel  punto  medio  di  quest'  arco, 
e la  perpendicolare  mò  saranno  i due  semiassi  della  indicatrice 
i quali  sono  bensì  quelli  dell’  ellissoide  osculatrice , che  ha  per 
terzp  asse,  secondo  la  normale,  la  retta  2C.  Di  qui  rilevasi  {n.682, 
$8g  ) che  i raggi  di  curvatura  della  superficie  S in  M , avran- 
no per  grandezze 

r=ì:ì^,r'=.^. 

c c ’ . 

c la  posizione  delle  sezioni  principali  sarà  eziandio  conosciuta  , 
dappoiché  i loro  piani  dovranno  passare  per  la  normale  in  M , e 


(*)  Quest’andamento  è stato  adoperato  sulle  prime  dal  signor 
nei  suoi  Devoloppemens  He  Céome'lrie, 
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fare  col  p’aao  della  sezione  md  ang  di  eguali  a dma  e dmb  ; o 
piuttosto  , se  si  riguarda  il  piano  della  presente  figura  come  pa- 
rallelo al  piano  tangente  di  S in  M , le  rette  ma  cd  mb  saran- 
no le  tracce  dei  piani  normali  che  racchiudono  queste  sezioni 
principali  ; e saranno  altresì  le  proiezioni  delie  tangenti  alle 
due  linee  di  curvatura  che  partono  da  M , per  modo  che  i pri- 
mi elementi  di  queste  linee  saranno'diretti  secondo  ma  ed  mb. 

712.  Allorquando  la  superficie  S proposta  è non-convessa  in- 
torno al  dato  punto  M,  si  concepirà,  senza  costruirla,  una  iper- 
boloide osculatrice,  quale  si  è già  rappresentata  nella t3Sy 
e ci  rammenteremo  che  i raggi  di  curvatura  delle  sezioni  nor- 
mali, fatte  per  lo  vertice  M di  questa  iperboloide,  sono  collega- 
ti coi  diametri  della  sezione  parallela  al  piano  tangente  e che 


passa  pel  centro  0,  per  mezzo  della  relazione  p 5 quindi. 


siccome  queste  sezioni  normali  hanno  la  stessa  curvatura  di  quel- 
le che  son  prodotte  nella  superficie  S dai  medesimi  piani , se 
ne  deduce  il  seguente  procedimento  grafico: 

Per  la  normale  di  S in  M si  condurranno  diversi  piani  se- 
ganti molto  dappresso  gli  uni  agli  altri , e dopo  avere  costruite 
in  vera  grandezza  queste  sezioni  ed  i loro  raggi  di  curvatura 
p,p',p",...  (n.  606')  relativi  al  punto  M,  si  cercheranno  le 
medie  proporzionali  seguenti 


d = \/cp,  d'=  \/ep',  d"=  l/cp’’, . . . 

ove  c dinota  una  retta  arbitraria , ma  costante  ; poscia  si  por- 
teranno queste  lunghezze  d,d',d", sopra  rette  le  md,m'd\ 

m"d" , . . . delineate  in  un  piano  qualunque , ma  che  facciano 
tra  loro  gli  stessi  angoli  che  comprendevano  i piani  normali  di 
cui  si  è fatto  uso  ; e ì' indicatrice  che  passerà  per  tutt’i  punti 
d,d\d",. . . determinati  in  tal  guisa  , sarà  l’ iperbole  che  po- 
trebbe venir  prodotta  nella  iperboloide  osculatrice,  da  un  piano 
segante  condotto  per  lo  centro  parallelamente  al  piano  tangen- 
te nel  punto  M. 

71 3,  Le  precedenti  costruzioni  suppongono  che  tutti  i raggi 
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. . . fossero  positivi  ; giacché,  se  uno  dei  piani  normali 
alla  S somministrasse  una  sezione  situata  al  di  sopra  del  piano 
tangente,  il  raggio  di  curvatura  p,  di  questa  sezione , ritrovan- 
dosi negativo  ( n.  nota  ),  la  media  proporzionale  J/cp  sa- 
rebbe immaginaria:  risultamento,che  quantunque  concorde  alla 
natura  dei  diametri  dell’iperbole  d,d'\d" i quali  non  incon- 
trano più  questa  curva  quando  essi  si  allontanano  al  di  là  di  un 
certo  limite,  purtuttavia  richiede  una  modificazione  nelle  opera- 
zioni grafiche.  Allorché  dunque  si  scontreranno  sezioni  normali 
allogate  al  di  sopra  del  piano  tangente  della  S in  M , terrassi 
conto  soltanto  della  grandezza  assoluta  dei  loro  raggi  di  curvatu- 
ra Pj  , p,',  fj',.-.  e dopo  avere  costruite  le  medie  proporzionali 
= cpg,  ms"=  y~  cp",, , , . 

si  avrà  cura  di  porre  in  disparte  questa  classe  di  raggi  vettori, 
onde  riunire  i loro  estremi  per  mezzo  di  una  iperbole  partico- 
lare Sài',  che  sarà  un  novello  ramo  della  indicatrice  , e che 
puossi  riguardare  come  la  sezione  cui  produrrebbe  nella  iper- 
boloide osculatrice  un  piano  parallelo  al  piano  tangente  , ma 
condotto  al  di  sopra  del  punto  M,  e ad  una  distanza  pari  alla  e. 

714.  Ciò  posto,  si  costruirà  il  primo  asse  ma  della  indicatri- 
ce , conducendolo  per  lo  punto  medio  dell’arco  del  cerchio  df 
descritto  con  uno  dei  diametri  f»{/,poscia  il  secondo  asse  mi  che 
ò perpendicolare  al  primo,  e se  ne  dedurranno  gli  assintoti  mP 
od  wiQ  comuni  a queste  duè  iperbole  conjugate.  Quindi  i due 
raggi  di  curvatura  della  superficie  S nel  punto  M {n.684ì  S8g) 
avranno  per  rispettive  grandezze 

c c 

e le  sezioni  principali  verranno  date  da  due  piani  normali,  che 
formerebbero  col  piano  cognito  relativo  ad  md  gli  angoli  dma 
e dmb\  o piuttosto,  se  si  riguarda  il  piano  della  presente  figura 
come  parallelo  al  piano  tangente  della  S in  M,  le  rette  ma  ed 
mb  saranno  le  tracce  dei  piani  normali  che  racchiudono  questo 
sezioni  principali , e saranno  bensì  le  proiezioni  delle  tangenti 
allo  due  linee  di  curvatura  pho  partono  da  M. 

SG 
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7 1 5.  Quanto  ai  piani  normali  limiti,  che  separano  le  sezioni 
convesse  o sfluale  al  di  sotto  del  piano  tangente,  da  quelle  che 
si  trovano  al  di  sopra  e che  noi  appelliamoeonccpe,egli  è nolo 
che  essi  tagliano  la  superficie  S secondo  curve  i cui  raggi  di 
curvatura  sono  infiniti  nel  punto  M;  laonde  questi  piani  hanno 
per  tracce  sul  piano  tangente  i diametri  infiniti  delia  indicalri* 
ce,  vale  a dire  i due  assintoti  wPed  mQ  che  si  determineranno 
per  mezzo  del  rettangolo  costrutto  sugli  assi  ma  ed  mò. 

Di  qui  si  desume  che  questi  assintoti  avranno  ciascuno  almeno 
f/«  contatto  di  second’  ordine  colle  due  sezioni  normali  limiti  ; 
ed  iiifalli  è facile  lo  scorgere  che  essi  sono  precisamente  le  inter- 
secazioni del  piano  tangente  in  M colla  iperboloide  osculatrice. 

716.  Ora  siccome  questo  piano  tangente  deve  qui  tagliare  la 
superficie  S non -convessa  secondo  una  curva  a due.  rami  che 
passano  pel  punto  M,  accadrà  bensì  che  le  rette  ?«P  ed  »<Q  sc- 
ranno tangenti  a questi  due  rami.  In  fatti  ciascuna  di  queste 
lette  ritrovasi  nel  piano  tangente,  ed  ha  due  elementi  comuni 
con  S,  giusta  ciò  che  si  è detto  nel  numero  precedente  ; adun- 
che questi  due  elementi  appartengono  all’intersecazione  della 
superficie  col  suo  piano  tangente  , curva  , di  cui  ciascun  ramo 
olfrirà  in  tal  guisa  un  contatto  di  second’ ordine  con  mP  o znQ. 

Questi  due  rami  inoltre  son  quelli  che  somministreranno  i 
liinUi  precisi  delle  quattro  regioni,  convesse  e concave  a vicenda 
( n.  6S0  ),  che  la  superficie  S presenta  intorno  al  punto  M. 

717.  Le  precedenti  considerazioni  permettono  di  semplificare 
il  metodo  del  n.  7/2  per  una  superficie  S non-convessa , suppo- 
nendo che  si  s.appiano  costruire  le  tangenti  al  punto  multiplo 
della  intersecazione  di  questa  superficie  col  suo  piano  tangente, 
ovvero  limitandoci  a condurle  per  approssimazione:  ipotesi  tanto 
più  confacente,  in  quanto  che  la  direzione  di  queste  rette  verrà 
qui  meglio  indicata,  essendoché  ciascun  ramo  dell'intersecazione 
offrirà  un  arco  quasi  rettilineo  ( n.  7/^)  nei  dintorni  del  punto 
contemplato  M.  Basta  in  fatti  costruire  questa  intersecazione  su 
di  un  piano  parallelo  al  piano  tangente  di  S in  M,  condurre  ad 
essa  le  sue  tangenti  nel  punto  multiplo,  le  quali  saranno  gli  as- 
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sintoti  della  indicatrice,  e poi  dividere  in  diie^nrli  eguali  gli 
angoli  acuti  ed  ottusi  formati  da  questi  assintoti.  Allora  queste 
rette  dì  divisione  saranno  le  tracce  dei  piani  normali  princi- 
pali, ed  anche  le  tangenti  alle  due  linee  di  curvatura  che  parto- 
no da  M ; e non  rimarrà  che  a costruire  le  sezioni  fatte  nella 
superGcie  S da  ciascuno  dì  questi  piani  principali,  ed  a trovare 
( n.6ù6)  i raggi  di  curvatura  di  queste  sezioni,  che  saranno  del 
pari  quelli  della  medesima  superficie. 

Questo  andamento  si  adoprerebbe  con  vantaggio  per  un  pun- 
to qualunque  di  una  iperboloide  o paraboloide  storta,  giacche  la 
sezione  del  piano  tangente  costerebbe  qui  di  due  rette , le  quali 
terrebbero  luogo  delle  tangenti  die  dì  sopra  bisognava  condur- 
re per  approssimazione.  Per  una  superficie  storta  qualsivoglia 
{Jìg.  f4^  ) una  di  queste  tangenti  sarebbe  la  generatrice  rclti- 
. linea  GPM  , cd  il  secondo  ramo  M»  della  intersecazione  sì  ot- 
terrebbe coll’ andamento  generale  ( n.  ^7/). 

718.  Se  per  lo  contrario  si  volessero  costruire  esattamente  le 
tangenti  nel  punto  multiplo  della  intersecazione  di  una  qualsivo- 
glia superficie  ,non-convcssa  col  suo  piano  tangente  , altro  non 
occorrerebbe  che  determinare,  come  nel  «.  7/2,  le  direzioni  ed 
i raggi  di  curvatura  delle  due  sezioni  principali  pel  punto  di  con- 
tatto assegnato,  e quindi  dedurne  ( n.  gli  assintoti  della 
indicatrice,  i quali  s-nrebbero  le.  tangenti  riehieste. 

719.  Applichiamo  questo  metodo  al  t.nro  rappresentato  nella 
Jìy.  4^ , il  quale  è intersecalo  dal  suo  piano  tangente  M'T'T 

relativo  al  punto  ( M,M'  ),  secondo  una  curva  a due  nmi  MU- 
RE ...  ed  M/ire.  . . che  abbiamo  costrutta  nel  n.  a6j.  Per  tro- 
vare le  tangenti  di  questi  rami  iu  M , osserviamo  che  qui  , es- 
sendo la  superficie  di  rotazione,  il  meridiano  A'M'B'  è ad  un 
tempo  una  prima  linea  di  curvatura,  ed  una  sezione  principale 
( H.  Sg3)  il  cui  raggio  d’osculo  è R = M'a';  l’altra  sezione  prin- 
cipale sarebbe  situala  nel  piano  aiM'(  perpendicolare  al  meri- 
diano prcc  dente,  ed  avrebbe  per  raggio  di  curvatura  R'=M'f, 
vale  a dire  la  porzione  della  normale  compresa  tra  il  punto  M' 
c l’asse  O'Z'  di  rotazione  ( n.  6t^4)-  Per  dedurne  la  iperboloi- 
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de  osculatrice  nel  punto  ( M,M') , convien  dare  ( n.  684  ) al- 
l’asse reale  di  questa  superficie  diretto  secondo  la  normale  (M'iv, 
MB  ) una  lunghezza  arbitraria  c,  ehe  qui  assumiamo  eguale  pre- 
cisamente al  raggio  M'®,  dappoiché  per  tal  modo  il  secondo  asse 
reale , diretto  secondo  ( ®«,BC  ) , avrà  il  valore  semplicissimo 
a = c . R =M'®  ; cioè  a dire  che  la  iperboloide  sarà  di  ro- 
tazione, ed  avrà  per  cerchio  di  gola  il  meridiano  dato  (A'M'B'a, 
AC).  Quanto  all’asse  immaginario  che  sarà  perpendicolare  a 
questo  meridiano  e passerà  pel  suo  centro  ( ® , B ) , la  sua  lun- 
ghezza, determinata  daH’equazione  ò = J^  e . R',  sarà' la  rétUt 
M'|3  me<lia  proporzionale  tra  M'«  ed  M'f . Ora  che  la  iperboloi- 
de osculatrice  è compiutamente  determinata,  siamo  dispensati 
dal  costruire  per  punti  l’ indicatrice,  giacché  questa  curva  altra 
cosa,  non  è ( n.  7/2  ) che  la  sezione  fatta  nell’iperboloide  dal 
piano  «®5  parallelo  al  piano  tangente  M'T'T;sarà  dunque  questa 
un’iperbole  avente  per  asse  reale  ®«,  e per  asse  immaginario 
una  retta  M'j3  innalzata  dal  centro  (®,B)  perpendicolare  al  pia- 
no verticale.  E agevole  allora  il  costruire  gli  assintoti  di  questa 
indicatrice  ; ma  siccome  bisognerebbe  in  seguito  proiettarli  sul 
piano  tangente  M'T'T,ciò  riducesi  chiaramente  a prendere  M'8' 
= ®a , quindi  ad  innalzare  dal  punto  S'  una  perpendicolare  al 
piano  verticale,  la  quale  abbia  per  lunghezza  M'jS;  e l’ipotcnusa 
del  triangolo  rettangolo  in  tal  guisa  formato  sarà  la  proiezione 
dell^assintoto  sul  piano  tangente  , e per  conseguenza  (n.  7/ff) 
la  tangente  medesima  della  sezione  che  questo  piano  produce 
nel  toro.  Ad  ottenere  in  fine  questa  tangente  sul  piano  orizzon- 
tale, sarà  d’uopo  proiettare  il  lato  M'5'  di  questo  triangolo  se- 
condo Ms,  e poscia  elevare  una  perpendicolare  8Xt=M'/3,  e la 
retta  XM  sarà  la  tangente  al  ramo  MAre.  La  tangente  X"M  al- 
l’altro ramo  MHRE  si  otterrebbe  per  mezzo  del  secondo  assinto- 
to,  ma  ciò  riducesi  a togliere  5X"=  8X;  ond’é  che  il  metodo  pra- 
tico per  costruire  queste  due  tangenti,  altro  non  richiede  che  un 
piccolo  numero  di  operazioni  oltremodo  semplici. 

720.  Dopo  aver  determinato  per  via  dei  metodi  precedenti  le 
tangenti , ovvero  i primi  elementi  delle  due  linee  di  curvatura  ^ 


Digilized  by  Googk 


CAPITOLO  n.  DELLA  CCUTATTRA  DELLE  8CPERFICIE.  44-'’ 
relative  ad  un  punto  M qualsivoglia,  dato  su  di  una  superfìcie 
S,  ad  ottenere  l’intiero  corsodi  queste  linee  bisognerebbe  ripe- 
tere consimili  operazioni  su  di  un  punto  M*  vicinissimo  ad  M , 
e scelto  su  di  una  delle  due  tangenti  già  trovate;  indi  pratica- 
re lo  stesso  per  un  punto  M,  accosto  ad  M,  , ed  allogato  su  di 
una  delle  due  direzioni  che  competono  alle  lince  di  curvatura 
relative  a quest'  ultimo  punto  , e cosi  di  mano  in  mano.  Ma  la 
complicazione  e l’incertezza  di  un  simigliente  andamento  fanno 
scorgere  assai  bene,  che  la  determinazione  compiuta  delle  linee 
di  curvatura  è un  problema  generalmente  insolubile  per  la  via  di 
operazioni  meramente  grafiche;  all’analisi  dunque  fa  d’uopo 
ricorrere  per  ottenere  dati  su  di  questa  materia,  e noi  ci  faccia- 
mo ad  esporre  almeno  gli  eleganti  risultamenti  ai  quali  Monge 
è pervenuto  neU’esempio  di  una  ellissoide  a tre  assi  diseguali  (*). 

721.  Siene  a,b,c,  i tre  semiassi  dell’ellissoide  data,  tra  i quali 
supporremo  le  relazioni  6 c.  Adottiamo  per  piano  oriz- 
zontale di  proiezione  un  piano  parallelo  ai  due  assi  più  grandi, 
e scegliamo  il  piano  verticale  parallelo  all’asse  massimo  ed  al- 
l’asse minimo;  allora,  se  (0,0')  è il  centro  della  superficie,  e 
sui  semiassi  OÀ=a,  OB=ù  descrivesi  una  ellisse  (ABDE,A'D'), 
questa  sarà  il  contorno  apparente  dell’ ellissoide  sul  piano  oriz- 
zontale , mentre  che  quello  relativo  al  piano  verticale  sarà  l’el- 
lisse ( A'C'D'F',AD)  descritta  coi  semiassi  0'A'=o,  0'C'=c. 
La  terza  ellisse  principale,  che  ha  per  semiassi  ù e c,  trovasi  pro- 
iettata su  di  BE  e C'F',  e noi  l'abbiamo  qui  abbassata  in  EC". 
In  quanto  alle  eccentricità  di  queste  tre  ellissi , si  rinverranno 
graficamente  mercè  le  note  relazioni 


e = V~ a'— b*,  e'=J^a*—c‘,  c*; 

in  tal  modo  diverrà  agevole  il  costruire,  per  mezzo  di  quarte 'pro- 
porzionali, le  due  distanze 


(*)  Vedi  il  capitolo  XVI,  deli' Jlna/gse  appUquét, 


Flfi. 

CXXXXIV. 
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sulle  quali  si  descriverà,  come  semiassi,  una  ellisse  ausiliare 
«SjS,  quindi  una  iperbole  ausiliare  «8y.  Dipoi  si  porteranno  su- 
fili  assi  della  proiezione  verticale  le  due  distanze 


0'X'= 


« 


a= — 
o» — à* 


ce' 
1>>  ’ 


sulle  quali  si  descriverà,  come  semiassi,  una  novella  ellisse  au- 
siliare X'À'Z'clie  si  ritroverà  sempre  fuori  dell’ellissoide,  giac- 
l'iiè  i suoi  due  assi  sono  palesemente  maggiori  di  a e c. 

722.  Ciò  posto,  l’analisi  ne  dà  a conoscere  clie  le  linee  di  cur- 
vatura della  prima  specie  sono  proiettate  orizzontalmente  secon- 
do le  iperbole  TU,LS,KR, . . . che  si  costruiscono  coi  dati  pre- 
cedenti , come  segue.  Dopo  avere  scelto  sulla  OA  un  punto  T 
ad  arbitrio,  ma  allogato  fra  0 ed  »,  si  delineano  le  due  coordi- 
nate T«  ed  sO  della  ellisse  ausiliare  «j3;  quindi  coU'ascissa  OT  co- 
me asse  reale,  e coll’  ordinata  09,  come  asse  immaginario,  de- 
scrivesi  un’  iperbole  TU.  Si  proietta  dipoi  il  punto  U,  ove  que- 
sta iperbole  va  ad  intersecare  il  contorno  apparente  ABD  , in 
U'  a partire  da  cui  si  delineano  le  due  coordinate  U'*  e «rj  della 
ellisse  ausiliare  X'Z';  poscia,  coll’ascissa  O'U'  e l’ordina'ia  O'C 
come  semiassi  descrivesi  una  ellisse  JT'U',  che  è la  proiezione 
verticale  della  linea  di  curvatura  già  proiettata  orizzontalmente 
secondo  TU.  Comprendesi  di  leggieri  che  questa  linea  di  curva- 
tura è storta,  ma  chiusa , e eli’ essa  presenta  parti  simmetriche 
al  di  sopra  e al  di  sotto , ai  davanti  e al  di  dietro  de’  piani  prin- 
cipali della  ellissoide  ; dal  che  deriva  che  le  sue  due  proiezioni 
non  occupano  che  una  jmrzioue  limitata  d’iperbole  o d’ellisse. 

723.  Quanto  alle  lince  di  curvatura  della  seconda  specie,  es- 
se si  proiettano  orizzontalmente  e vertiealraenle  in  tante  ellissi 
( cj,MV,<p'M'V'),  (ti)NI,VN'I'),  . . . che  si  coslruiscono  alla  ma- 
niera seguente.  Preso  un  punto  arbitrario  V tra  » ed  A,  si  deli- 
ncano le  due  coordinate  VS  c 5'f'  della  iperbole  ausiliaria  «y  ; 
quindi  sulle  rette  OV  ed  O'f  come  semiassi  descrivesi  l' ellisse 
♦Ve)).  Si  proietta  poscia  il  vertice  <p  o ♦ di  questa  curva  sulla  el- 
lisse principale  abb.ass.ita  nella  EC",  e si  rialza  il  punto  9"  ia 
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<p'  sul  piano  verticale  ; allora  delineando  le  due  coordinate  <pV 
c (aW'  della  ellisse  ausiliare  X'Z',  si  ottengono  i due  semiassi 
O'W'  ed  O'cp'  della  richiesta  ellisse  cp'V'W',  una  parie  soltanto 
delht  quale  riceve  la  proiezione  verticale  della  linea  di  curvatu- 
tura  , che  è parimenti  chiusa  e storta. 

Imprendiamo  ora  a studiare  i mutamenti  di  forma  cui 
vanno  soggette  le  linee  di  curvatura  delle  due  specie,  allorquan- 
do i punti  T e V si  allontanano  o si  avvicinano  ad  ».  Quando  il 
punto  T è in  O , ed  il  punto  V in  A , la  proiezione  della  prima 
• linea  di  curvatura  riducesi  chiaramente  alla  retta  BOE,  e la  se- 
conda diviene  l'ellisse  ABD,  il  che  mostra  che  le  due  ellissi  prin- 
cipali EC"ed  ABDE  sono  esse  medesime  linee  di  curvatura;  in 
falli  le  normali  dell’ellissoide, condotte  per  tutt’i  punti  dell’una 
o dell’ altra- di  queste  curve,  sono  situale  nel  loro  piano , e non 
possono  fare  a meno  di  tagliarsi  consecutivamente.  Allorché  i 
punti  T e V si  approssimano  ad  *,  l’iperbole  TU  e l’ dlisse  VAi<p 
si  restringono  di  più  in  più,  e quando  tali  punti  arrivano  in  », 
la  seconda  curva  riducesi  evidentemente  alla  porzione  di  retta 
mentre  tengon  luogo  della  prima  le  porzioni  rettilinee  »A  ed  »D; 
per  modo  che  qui  le  due  linee  di  curvatura  vengono  a coincide- 
re, e il  loro  insieme  somministra  l’ellisse  principale  (AD,A'C'D'). 
Vedesi  adunque  che  il  punto  » ed  il  sno  omologo  determinano 
sulla  ellissoide  quattro  punti  singolari  (»,»'),  (a,»"),  (*>,«'), 
((V',®"),  pei  quali  le  linee  di  curvatura  delle  due  specie  vengono 
a confondersi , come  lo  mostra  bensì  la  proiezione  verticale  ove 
le  ellissi  J'T'U'  c 9' V'W'  si  slargano  di  grado  in  grado,  una  nel 
verso  orizzontale,  e l’altra  nel  verso  verticale;  o piuttosto  in  que- 
sti quattro  punti  la  direzione  dello  linee  di  curvatura  diviene  in- 
determinata, siccome  lo  prova  l’analisi,  e la  curvatura  della  su- 
perfìcie è uniforme  intorno  a ciascuno  di  essi;  di  modo  che  que- 
sti sono  quattro  umbiìici,  conforme  li  abbiamo  definiti  al  n.6^8. 

L’analisi  dimostra  parimenti  che  sul  piano  verticale  tutte 
r ellissi  delle  due  serie  si  trovano  inscritte  nella  losantja  X'Z'- 

la  quale  tocca  l’ellisse  principale  A'C'D'F^  precisamente 
nei  quattro  tmbilici;  e per  mostrare  un’applicazione  di  questa 
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Lelia  teorica,  facciamoci  a citare  ci9  che  il  Monge  ha  scritto  su 
«li  questo  subbietto. 

726.  ( Se  si  trattasse  di  fabbricare  a volta  uno  spazio  circoscrit> 
to  in  proiezione  orizzontale  da  una  ellisse , non  potrebbe  darsi 
alla  volta  una  superGpie  più  acconcia  che  quella  della  metà  di 
una  ellissoide,  di  cui  una  delle  ellissi  principali  coincidesse  col- 
l’ellisse d’ impostatura  ; c supponendo  che  questa  volta  dovesse 
eseguirsi  in  pietre  di  taglio,  farebbe  mestieri  che  la  divisione  in 
cunei  fosse  praticata  per  mezzo  delle  linee  di  curvatura  di  cui 
abbiamo  data  la  costruzione,  e che  le  commessure  fossero  le  su- 
perficie sviluppabili  normali  alla  volta.  Le  linee  di  divisione  in 
cunei  segnerebbero  sulla  superficie  tanti  scompartimenti  rettan- 
golari suscettivi  di  decorazione;  e questi  scompartimenti  medesi- 
mi non  sarebbero  che  una  conseguenza  necessaria  del  primo  da- 
to, che  è una  ellisse;  ma  l’uso  dell’edifizio  potrebbe  influire  sulla 
scelta  di  quello  dei  tre  assi  che  va  collocato  verticalmente. 

I Non  vi  sarebbe  ragione  alcuna  da  fare  l’asse  verticale  egua- 
le ad  uno  dei  due  assi  orizzontali  ; ond’èche  i tre  assi  sarebbero 
disuguali.  In  tale  ipotesi  1’  asse  verticale  potrebbe  essere  mag- 
giore degli  altri  due,  ed  allora  la  volta  sarebbe  rilevata  ; potreb- 
be esserne  minore  , e la  volta  sarebbe  schiacciata  ; e potrebbe 
infine  andar  compreso  tra  quelli , e la  volta  sarebbe  media.  La 
volta  rilevata  apparirebbe  generalmente  più  ardita  e maestosa; 
e se  l’ impostatura  stessa  fosse  ad  una  grande  altezza , qualun- 
que fosse  per  altro  l’uso  cui  è destinato  l’edifizio,  la  volta  rilevata 
sarebbe  quella  ebe  converrebbe  adoperare  ; perciocché  la  sua 
grande  elevatezza  facendo  apparire  le  sue  dimensioni  verticali  mi- 
nori di  quelle  che  sono  in  realtà,  una  volta  di  altra  specie  parreb- 
be troppo  depressa.  La  volta  schiacciata,  diminuendo  il  volume 
di  aria  racchiusa  nel  recinto  dell’edifizio,  sarebbe  più  favorevole 
alla  voce  di  un  oratore.  E se  questo  recinto  medesimo  dovesse 
venir  rischiarato  da  due  lumiere  sospese  alla  volta,  farebbe  d’uo- 
po che  questa  fosso  o rilevata  o schiacciata,  da  che  in  questi  due 
casi  la  sua  superficie  avrebbe  due  umbilici , collocati  simmetri- 
camente al  di  sopra  dell'asso  maggiore  della  ellisse  orizzontale,  e 
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questi  umbilici  resi  molto  apparisceuti  dagli  spartimenti  che  si 
distribuirebbero  intorno  ad  essi,  sarebbero  i punti  naturali  di  so- 
spensione; e in  tal  caso  potrebbe  disporsi  del  rapporto  tra  gli  assi 
in  modo  da  porre  questi  punti  a convenevole  distanza  tra  loro. 

I.  Per  lo  contrario , se  l’ edibzio  dovesse  avere  quattro  grandi 
aperture,  o se  la  volta  dovesse  esser  sorretta  da  quattro  gruppi 
di  colonne,  o infine  se  nella  decorazione  interna  si  adoperassero 
quattro  sostegni  distribuiti  simmetricamente  , bisognerebbe  tra- 
scegliere la  volta  media  per  la  quale  i quattro  umbilici  sono  sem- 
pre nella  curva  d’impostatura,  e collocare  i massicci  del  mu- 
ro o i sostegni  alle  quattro  estremità  degli  assi , essendoché  ai 
dintorni  di  questi  quattro  punti , e lungi  dagli  umbilici  le  lince 
di  curvatura  , rese  visibili  dalla  decorazione  della  volta  , e che 
inoltre  incontrano  tutte  verticalmente  l’ellisse  d’impostatura  , 
si  discostano  più  lentamente  dalla  linea  di  maggior  pendenza 
della  superficie.- 

’jT.’j.  ( Presentemente  si  dà  opera  alla  costruzione  delle  sale 
pei  due  consigli  di  legislatura  : i siti , di  cui  finora  si  è potuto 
disporre  per  sale  consimili , hanno  costretto  a dare  minor  pro- 
fondità in  avanti  che  ai  fianchi  dell’  oratore  ; ma  l’esperienza 
avendo  provato  che  la  voce  si  spinge  ad  una  maggiore  distan- 
za nel  davanti,  sembra  doversi  adottare  una  disposizione  al  tut- 
to contraria.  E stante  che  di  tutte  le  forme  allungate  che  po- 
trebbero darsi  aU’anfiteatro,  non  bavvene  alcuna  la  legge  della 
quale  sia  più  semplice  ed  elegante  di  quella  della  ellisse  , biso- 
gnerebbe che  la  sala  fosse  ellittica,  e coverta  da  una  volta  ad  el- 
lissoide schiacciata. 

» Il  servizio  delle  assemblee  legislative  richiede  un  sito  per 
r uffizio,  innanzi  a cui  va  locata  la  tribuna  dell’  oratore.  Ora 
collocando  f uffizio  ad  uno  dei  vertici  dell’  ellisse,  gli  si  potreb- 
be assegnare  uno  spazio  sufficiente  alla  comodità  del  servizio  , 
l’oratore  troverebbesi  naturalmente  allogato  sotto  uno  degli  um- 
bilici della  volta  , e Tanfiteatro  non  occuperebbe  che  la  sola 
parte  nel  davanti.  Una  galleria  che  circuisse  tutta  intera  la  sa- 
la , e che  fosse  molto  rilevata  onde  rendere  ben  distinto  l’ aufi- 
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teatro  , fornirebbe  luoghi  atti  pel  pubblico.  La  sala  , la  quale 
non  avrebbe  ne  tribuna  j nè  veruna  specie  d’ irregolarità , po- 
trebbe essere  decorata  da  colonne , a ciascuna  delle  quali  corri- 
spondesse un  rilievo  della  volta,  piegato  secondo  la  linea  di  cur- 
vatura ascendente.  Tutti‘questi  rilievi , verticali  nel  loro  princi- 
]>io  , s’ incurverebbero  intorno  all’  uno  o all’altro  umbilico , per 
discendere  quindi  a piombo  sulle  opposte  colonne  , ed  essi  ver- 
rebbero attraversati  da  altri  rilievi  ripiegati  secondo  le  linee  del- 
l’altra curvatura.  Gl’intervalli  di  questi  rilievi  potrebbero  es- 
sere traforali  , sia  per  illuminare  la  sala  , sia  per  dare  sfogo  al- 
l’aria , c formerebbero  un’invetriata  meno  fantastica  delle  rose 
o finestre  tonde  delle  nostre  chiese  gotiche.  Finalmente  due  lu- 
miere sospese  agli  umbilici  della  volta  , ed  alla  cui  sospensione 
l:i  volta  tutta  sembra  prestarsi,  servirebbero  a rischiarare  la  sala 
durante  la  notte. 

» Non  terremo  parola  di  maggiori  particolarità  a questo  ri- 
guardo, che  ne  basta  di  avere  indicato  agli  artisti  un  soggetto 
semplice  , la  cui  decorarione  , comechè  ricchissima  , potreb- 
be non  aver  nulla  di  arbitrario,  giacche  consisterebbe  principal- 
mente a discoprire  agli  occhi  di  tutti  una  distribuzione  vaghissi- 
ma , che  è nella  natura  medesima  di  questo  soggetto. 

728.  Per  rendere  la  figura  i4i  applicabile  alle  idee  esposte 
dal  bisognerebbe  distribuire  le  linee  di  curvatura  ascen- 

denti, in  maniera  ch’esse  dividessero  l’ellisse  d’impostatura 
i tr.,  CM.iv  ABDE  in  parti  eguali  US,SR,...  Allora  il  punto  tJ  essendo  da- 
to , lo  si  proietterebbe  in  U',  donde  si  dedurrebbero  i due  se- 
miassi U'n'  c ■«'ii  dell’ellisse  CT'U'  ; e questa  delineata  sommini- 
strerebbe il  punto  T^,  che  proiettato  in  T determinerebbe  il  ver- 
tice c gli  assi  Ts , ed  sO  dell'  iperbole  dimandata  TU.  In  quanto 
.'  Ile  lince  della  seconda  curvatura  , queste  si  farebbero  passare 
pei  punti  che  dividerebbero  la  semiellisse  EC"B  in  nn  numero 
d'spari  di  parti  eguali,  ed  ogni  punto  tp"  di  divisione  essendo 
])i'oicttito  in  e rialzalo  in  9',  darebbe  a conoscere  , come  al 
>#,72^,  i semiassi  iS  e 5V,cpV  e ixW*  delle  ellissi  iY<f  e 9'V'W' 
secondo  le  quali  si  proietta  una  linea  della  seconda  curvatura. 
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729.  Iperboloide  osculatrice  lungo  una  generalrica  di  una 
superficie  storta  S.  Si  è osservato  ( n.  S66  ) , che  se  nei  piani 
tangenti  relativi  a tre  punti  presi  sulla  stessa  genera- 

trice G,  si  segnassero  alcune  rette  ad  arbitrio  MQ,M'Q',M"Q", 
e si  adottassero  per  direttrici  della  retta  mobile  G,  si  otterrebbe 
in  tal  guisa  una  iperboloide  ad  una  falda , che  agguaglierebbe 
la  superficie  S^lungo  tutta  la  retta  GMM'M",  cioè  avrebbe  in 
ogni  punto  di  questa  linea  il  medesimo  piano  tangente  di  S ; in 
modo  che  l’elemento  superficiale  indefinito  di 

lunghezza,  sarebbe  comune  alle  due  superficie.  Ora  havvi  un  nu- 
mero infinito  d'iperboloidi  che  godono  di  questa  proprietà,  poi- 
ché le  tre  direttrici  MQ,M'Q',M"Q",  possono  delincarsi  a pia- 
cere nei  piani  tangenti.  Ma  se  si  sceglie  la  retta  MQ  in  ma- 
niera da  essere  tangente  alla  curva  M« , secondo  cui  la  superfi- 
cie S è tagliata  dal  suo  piano  tangente  in  M,  è noto  ( n.  ) 
che  questa  tangente  avrà  due  elementi  Mm  ed  mn  comuni  con 
M»,  e perciò  con  S;  ed  altrettanto  avrà  luogo  per  le  rette  M'Q', 
M"Q",  se  si  scelgono  tangenti  alle  sezioni  prodotte 

nella  superficie  dai  piani  tangenti  relativi  ai  punti  M',M";  per 
conseguenza  adoperando  queste  tre  tangenti  particolari  per  di- 
rettrici della  iperboloide,  questa  avrà  per  tal  modo  due  elementi 
superficiali  MM'W'ot  ed  mm"n"n  comuni  con  S,  e verrà  chia- 
mata iperboloide  osculatrice  di  questa  superficie  lungo  la  retta 
data  GRDI'M".  Fissati  adunque  i dati  della  generazione  di  que- 
sta iperboloide , essa  sarà  unica , ed  avrà  colla  superficie  S un 
contatto  più  intimo  di  ogni  altra  iperboloide;  ed  inoltre  per  ogni 
punto  della  retta  GM  le  linee  di  curvatura  di  S saranno  tangenti 
a quelle  della  iperboloide  osculatrice,  le  quali  agevolmente  si 
determinano  mercè  le  considerazioni  del  n.  gii. 


kk;. 
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Noi  riuniamo  qui  dkerso  proposizioni , le  quali  quantlinquc  relatlre 
alle  teoriche  gii  esposte , non  avrebbero  avuto  allora  applicazione  pros- 
sima , ma  nondimeno  saranno  utili  nel  trattare  della  Prospettiva , delle 
Ombre , c della  Stcrcotomia. 


ySo.  Quando  un  cilindro  penetra  in  una  sfera  per  una  cur- 
va piana , il  secondo  ramo  dell'  intersecazione  è parimente 
piano;  in  oltre  il  piano  di  questa  curva  di  uscita,  la  quale  è un 
cerchio  eguale  alla  curva  d'entrata , è perpendicolare  al  piano 
che  si  condurrebbe  ad  angolo  retto  sulla  curva  d’ entrata  e pa- 
rallelamente ai  Iati  del  cilindro. 

Si  conduca,  pel  centro  della  sfera,  un  piano  di  proiezione, 
che  sia  parallelo  alle  generatrici  del  cilindro  , e perpendicolare 
alla  curva  d'entrata:  allora  questa  curva,  ch’è  necessariamente  un 
cerchio,  sarà  rappresentata  dalla  corda  AB  eguale  al  suo  diame- 
tro , e le  generatrici  AC,BF  usciranno  dalla  sfera  pe’  punii  A' 
c B',  palesemente  situati  sullo  stesso  cerchio  massimo  con  A e 
B ; mentre  che  un  lato  qualunque  DM  uscirà  da  questa  super- 
ficie per  un  punto  la  cui  proiezione  M' cadrà  sulla  retta  A'B'. 

FIO.  CXLT.  In  effetto  tutte  le  corde  parallele  AA',BB',MM', ....  comprese 
nella  sfera  dovranno  essere  divise  in  due  parti  eguali  dal  piano 
OR  condotto  pel  centro  perpendicolarmente  alla  loro  direzione 
comune  ; dunque  le  ordinate  EA,PM,1B  essendo  rispettivamente 
eguali  ad  EA',PM',IB',  è qyidente  che  i tre  punti  A',M',B'  deb- 
bono trovarsi  in  linea  retta, poiché  A,M,B,  già  adempiono  a que- 
sta condizione.  Donde  risulta  che  la  curva  di  uscita  è proiettata 
sulla  retta  A'M'B',  ed  c perciò  piana;  d’altronde  essa  soddisfa 
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benissimo  alle  altre  condizioni  deirenimciato,  dietro  la  scelta  del 
piano  di  proiezione  qui  impiegato , attesoché  il  diametro  À'B' 
è eguale  al  diametro  AB. 

Osserviamo  qui,  che  se  il  cilindro  penetra  nella  sfera  per  uti 
cerchio  massimo  come  aOb,  la  curva  di  uscita  sarà  l’altro  cer- 
chio massimo  a'Ob'\  e per  costruire  più  facilmente  quest*  ulti- 
ma curva,  che  s’incontrerà  nel  disegno  delle  ombre  di  una  nic- 
chia, basterà  adoperare  un  piano  di  proiezione  parallelo  ai  raggi 
della  luce  e perpendicolare  alla  curva  d’entrata,  poiché  sopra  un 
tal  piano  la  curva  di  uscita  si  proietterà  secondo  una  retta. 

781.  Nell’ intersecazione  di  un  cono  con  una  sfera,  se  la 
curva  di  entrata  è piana,  la  curva  di  uscita  l’è parimente. 
Adottiamo  per  piano  della  figura  quello  che  passando  pel  cen- 
tro della  sfera  e per  il  vertice  del  cono , é nello  stesso  tempo 
perpendicolare  alla  curva  di  entrata,  e dinotiamolo  sotto  il  nome 
di  piano  orizzontale.  La  curva  di  entrata,  cb’é  necessariamente 
un  cerchio,  sarà  proiettata  secondo  una  corda  AB  della  sfera,  e 
se  S è il  vertice  allogato  nel  nostro  piano  orizzontale,  i due  lati 
SA  ed  SB  usciranno  palesemente  dalla  sfera  pe’ punti  a e ma 
in  oltre  io  dico  che  la  retta  ab  è la  proiezione  totale  della  curva 
di  uscita.  In  effetto  se  per  il  punto  della  superficie  conica  eh’  è 
proiettato  in  m,si  conduca  un  piano  verticale  A'mB' parallelo  ad 
AB,  esso  taglierà  il  cono  secondo  un  cerchio  del  diametro  A'B', 
che  abbasseremo  qui  secondo  A'm'B';  e l’ordinata  m'm  del  co- 
no essendo  media  proporzionale  fra  le  due  parti  di  questo  dia- 
metro, avremo 

— a 

mm'=k'm  . mB'. 

Ma  i due  triangoli  mk'a  ed  niR'b  sono  simili , poiché  l’angolo 
A'  eguaglia  l’angolo  SAB  che  ha  la  stessa  misura  dell’angolo 
nàB  ; dunque  questi  triangoli  somministreranno  l’equazione  se- 
guente , 

— a 

k'm  . mW=am  , mb,  donde  mm‘=am  . mJ>  \ 
quest’ ultima  relazione  prova  che  l’ ordinala  abbassata  secondo 


Fia. 
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mm',  appetrlienc  anche  al  cerchio  verticale  descritto  sopra  ai 
come  diametro  ; e poiché  questo  nuovo  cerchio  è allogalo  ma- 
nirestamentc  sulla  sfera  proposta,  ne  conchiuderemu  che  l'estre- 
mità dell’ordinata  mm',  o il  punto  del  cono  che  c proiettato  in 
m sta  nello  stesso  tempo  sulla  sfera.  Risulta  da  ciò  che  il  piano 
verticale  aò  taglia  il  cono  e la  sfera  secondo  un  cerchio  comune, 
ch’è  il  secondo  ramo  della  loro  intersecazione  0 della  curva  di 
uscita  ; ciocché  dimostra  il  teorema  enunciato. 

782.  Osserviamo  che  il  cerchio  verticale  ab  é precisamente 
ciò  che  si  appella  la  sezione  anti-parallela  del  cono  SAB  a base 
circolare;  poiché  la  prima  condizione  che  dee  soddisfare  questa 
sezione , è quella  di  essere  perpendicolare  al  piano  principale 
del  cono  , cioè  a quello  che  passando  pel  vertice  S ed  il  centro 
della  base  circolare  è inoltre  perpendicolare  a questa  base  ; or 
questo  piano  coincide  evidentemente  con  quello  del  nostro  di- 
segno, il  quale  contiene  i punti  S,0  , ed  il  raggio  OC.  Indi  la 
sezione  anti-parallela  dee  formare  sul  piano  principale  un  trian- 
golo Sab  simile  e non  parallelo  ad  SAB  : condizione  parimente 
soddisfatta  , poiché  abbiamo  osservato  che  gli  angoli  SAB  ed 
Sàa  avevano  la  stessa  misura. 

733.  Quando  due  cilindri  di  secondo  grado  si  tagliano  se- 
condo una  prima  curva  piana  , la  curva  di  uscita  è anche 
piana. 

Supponiamo  che  la  ellisse  E.MM'FN'N  sia  la  curva  di  entrata 
comune  ai  due  cilindri  (lo  stesso  ragionamento  è applicabile  ad 
una  iperbole  e ad  una  parabola  ) ; allora  conducendo  diversi 
piani  ebe  siano  paralleli  alle  generatrici  dei  due  cilindri  insie- 
me, essi  traccerauno  nella  ellisse  le  corde  MN  . . . pa- 

rallele fra  loro , e ciascuno  di  detti  piani  taglierà  in  oltre  i due 
cilindri  secondo  quattro  rette.  Quelle  che  corrisponderanno  al 
piano  secante  MN,  vale  a dire  MA  ed  NB , Mo  ed  N6 , forme- 
ranno mediante  le  loro  intersecazioni  un  parallelogranno  MnNm 
i cui  due  vertici  m ed  n apparterranno  evidentemente  alla  cur- 
va di  uscita;  dippiù  questa  curva  passerà  pe’]ninti  m'  ed  n'  do- 
ve si  tagliano  i quattro  lati  M'A'  ed  N'B',  M'o'  ed  cou- 
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tenuti  nel  piano  secante  M'N';  e cosi  degli  altri.  Or  tutte  le  dia- 
gonali tnn,m'n', . . . sono  manifestamente  parallele  ; esse  passe- 
ranno in  oltre  pei  punti  ehe  dividono  per  metà  le  corde  MN, 
M'N',...  e per  conseguenza,  incontreranno  tutte  il  diametro  EP 
coniugato  con  queste  corde.  Dunque  queste  diagonali  formeran- 
no, appoggiandosi  sulla  retta  EF,  una  superfìcie  necessariamente 
piana , che  conterrà  tutta  la  curva  di  uscita  otot'F»'»;  sicché 
quest’ ultima  soddisferà  compiutamente  all’enunciato  del  teorema. 

y34.  Si  scorge  in  oltre  essere  la  curva  mm'Fn'n  della  stessa 
natura  della  curva  di  entrata;  posciachè  alle  ascisse  comuni  OP, 
O'P',...  corrisponderanno  le  ordinale  MP  ed  wjP,  M'P' ed 
. m'P'j. . . le  quali  sono  palesemente  proporzionali;  di  maniera 
che  i due  rami  della  intersecazione  saranno  qui  due  ellissi  aven- 
ti un  diametro  comune  EF.  È chiaro  ancora  che  alle  estremità 
di  questo  diametro,  le  tangenti  ET  ed  EY  delle  due  curve,  del 
pari  che  i lati  dei  due  cilindri , saranno  tutti  paralleli  ai  piani 
secanti  adoperati  di  sopra  ; e per  conseguenza  i cilindri  proposti 
avranno  due  piani  tangenti  comuni  e paralleli. 

735.  Quando  due  superjìcie  di  secondo  grado  hanno  un  or 
se  comune , in  grandezza  e posizione , non  possono  tagliar^ 
si  che  secondo  due  curve  piane,  le  quali  passano  funa  e Fed- 
irà per  V asse  comune. 

In  conseguenza  dciripotcsi  ammessa,  le  due  superfìcie  avran- 
no io  stesso  centro,  e facendovi  passare  il  nostro  piano  orizzon- 
tale di  proiezione , che  sceglieremo  in  oltre  perpendicolare  al- 
l’asse comune  ( 0,0'C'),  esso  taglierà  le  due  superficie  date  se- 
condo due  curve  di  secondo  grado  e concentriche  ABDE,  abde. 
Or  se  queste  ultime  s’ incontrano  in  due  punti  G ed  H,  ve  ne  sa- 
ranno necessariamente  due  altri  I e K,  diametralmente  opposti 
ai  primi,  e che  saranno  del  pari  comuni  alle  due  curve.  Allora 
il  piano  verticale  Gl  taglierà  le  superficie  proposte  secondo  due 
curve  le  quali  coincideranno  perfettamente,  poiché  avranno  gli 
stessi  semiassi  OG  e O'C';  dunque  questa  sezione  unica  sarà  uno 
dei  rami  dell’  intersecazione  totale  delle  due  superficie,  e l’altro 
ramo  sarà  la  sezione  anche  comune  fatta  dal  piano  verticale  HK.. 


FIG. 

CXLTIII. 


Digilized  by  Google 


4!>6  ADDIZIONI. 

Questi  ragionamenti  sono  applicabili  a tutte  le  superficie  di 
secondo  grado  che  hanno  un  centro  , siano  o pur  no  della  stes- 
sa specie  , purché  l’ asse  comune  sia  reale  o immagtnario  in 
ambedue  le  superficie. 

736.  Se  la  prima  non  avesse  centro  , il  suo  asse  unico  sareb- 
be infinito;  e per  conseguenza  la  seconda  dovrebbe,  per  soddi- 
sfare all’  enuncialo  del  teorema , essere  anche  una  paraboloide 
avente  lo  stesso  vertice.  Allora  si  taglierebbero  queste  due  pa- 
raboloidi con  un  piano  perpendicolare  all’asse  comune,  e que- 
ste due  sezioni , che  avrebbero  evidentemente  lo  stesso  centro , 
s’incontrebbero  in  quattro  punti  diametralmente  opposti , come 
sono  G ed  I,H  e K nella  figura  precedente;  donde  si  dedurreb- 
be che  il  piano  condotto  per  la  retta  Gl  od  UK,  e per  l’asse  co- 
mune, taglia  le  paraboloidi  secondo  due  parabole,  le  quali  aven- 
do lo  stesso  asse,  lo  stesso  vertice,  ed  un  punto  cornane  G od  H 
si  confonderanno  necessariamente. 

787.  Si  può  render  generale  il  teorema  del  n.  estenden- 
dolo a due  superficie  di  secondo  grado  che  hanno  due  piani  tan- 
genti cotmnie  paralleli.  In  falli,  la  retta  che  conglungerà  ì pun- 
ti di  contatto  di  questi  piani  sarà  un  diametro  comune  alle  due 
superficie;  ed  il  piano  diametrale  coniugato  con  questo  diametro, 
dovendo  esser  parallelo  ai  piani  tangenti  dati,  sarà  lo  stesso  per 
la  prima  e per  la  seconda  superficie  , e le  taglierà  secondo  due 
curve  concentriche,  come  ÀBDE  ed  abde;  di  maniera  che  il  pia- 
no condotto  per  Gl  o per  HK,  e per  il  diametro  comune,  produr- 
rà nelle  superficie  proposte  due  sezioni  che  dovranno  parimen- 
te coincidere,  attesoché  avranno  due  diametri  coniugati  comuni 
in  direzione  ed  in  lunghezza  ; dunque  queste  due  super^cie  si 
taglieranno  secondo  due  curve  piane. 

788.  Un  caso  particolare  di  questo  teorema  si  presenta  nello 
incontro  di  due  volte  cilindriche  aventi  lo  stesso  piano  d’ impo- 

(0.  CXIIX  statura  e la  stessa  altezza.  In  fatti  se  il  cerchio  AMNB  e l’ ellis- 
se amnh  i cui  assi  verticali  sono  eguali , rappresentino  le  basi  di 
questi  cilindri , che  sono  qui  abbassale  intorno  gli  assi  AB  ed  ab 
situati  nel  piano  orizzontale  dell’ impostatura , si  vede  in  prima 
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cbe  le  quattro  generatrici  AG,  BII,  aG,iR  s’incontrano  forman- 
do il  rettangolo  GIIIK.  In  seguito  se  si  taglino  i due  cilindri  con 
uno  stesso  piano  orizzontale  , si  otterranno  quattro  lati  che  par- 
tiranno dai  punti  M,N,  tn,n,  e che  s’ incontreranno  necessaria- 
mente in  punti  le  cui  proiezioni  M',  cascheranno 

precisamente  sulle  diagonali  del  rettangolo  GHIR  : perchè  le 
due  ordinale  pm  e PM  essendo  eguali , si  sa  che  le  ascisse  ap 
AP  sono  tra  loro  come  i due  assi  aò  ed  AB  , il  che  dà  la  pro- 
porzione 

■ G*  : «M'  = GR  : RI , 

donde  si  conchiude  che  il  punto  M'  è in  linea  retta  con  G ed  I. 
Si  dimostrerà  similmente  che  ì\”  cade  sulla  stessa  diagonale  , 
mentre  N'  ed  M"  stanno  sulla  retta  HR  ; laonde  l’interseca- 
zione totale  dei  cilindri  proposti  si  comporrà  di  due  ellissi  situa- 
te nei  piani  verticali  Gl  ed  HR. 

739.  Osservazione.  Quando  due  superficie  qualunque  S ed 
S'  si  toccano  in  un  punto  ; ed  in  oltre , si  tagliano  secondo  una 
curva  a due  rami  i quali  passano  pel  punto  suddetto,  non  è più 
possibile  di  trovare  le  tangenti  di  questi  rami  nel  punto  multi- 
plo col  metodo  dei  piani  tangenti , poiché  questi  coincidono. 
Ma  se  si  sostituiscono  alle  superficie  S ed  S'  due  superficie  di 
secondo  grado  S e le  quali  sieno  osculatrici  delle  prime  è evi- 
dente, che  l’ interseeazione  di-5  con  %'  avrà  le  stesse  tangenti 
dell’  intersecazione  di  S con  S'.  Or  siccome  in  ogni  superficie 
2 o X'  evvi  un  asse  eoe'  arbitrario  in  lunghezza  ( n.  682  ), 
quantunque  sempre  diretto  secondo  la  normale  al  punto  indica- 
to, se  si  prende  quest’asse  eguale  da  una  parte  e dall’  altra,  ne 
seguirà  che  le  superficie  ^ e S'  si  taglieranno  secondo  due  cur- 
ve piane  ( n.  , le  cui  proiezioni  sopra  un  piano  perpen- 

dieolare  alla  normale  si  ridurranno  a due  rette  le  quali  si  co- 
struiscono facilmente  ; allora  queste  rette  saranno  le  tangenti  dei 
due  rami  dell’  intersecazione  di  S con  S',  per  il  punto  multiplo 
in  questione.  Questo  metodo  ingegnoso  è stato  dato  dal  sig.  Th. 
Olivier  in  una  memoria  inserita  id  2 1 .°  quaderno  del  giornale 
della  scuola  Politecnica  ; e l’ autore  l’ ha  applicato  al  conoidi 
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della  volta  a crociera  anulare , del  quale  abbiamo  troTato  le 
taugenti  con  nitro  metodo  ( n.  636). 

740-  Dei-le  tangenti  coniugate  o reciproche.  Quando  un 
FIG.  rx.  conoV.MKiV  è circoscritto  ad  una  superficie  di  secondo  grado, ua 

lato  qualunque  Y^I  di  questo  cono  c la  tangente  MT'  condotta 
alla  curva  di  contatto  MKN  pel  piede  di  questo  lato,  sono  sem- 
pre rispcUivamcnle  parallele  a due  diametri  coniugati  della  se- 
zione fatta  nella  superficie , mediante  un  piano  parallelo  al  pia- 
no tangente  VMT'. 

Per  dimostrare  questo  teorema  (*),  adottiamo  come  piano  del- 
la figura  quello  diametrale  che  passa  pel  lato  MV  e pel  diame- 
tro VO,  il  quale  taglierà  la  superficie  secondo uua  curva  NXMY 
alla  quale  VM  sarà  tangente.  In  oltre  se  conduciamo  il  piano 
diametrale  coniugato  di  VO,  la  sezione  di  questo  piano  colla 
superficie  sarà  una  curva  EZY  parallela  e simile  ( n.  334) 
ad  NK.M  , e per  conseguenza  le  tangenti  YT  ed  MT'  saranno 
parallele;  dunque  il  coniugato  di  OY  sarà  una  retta  OZ  paralle- 
la ad  MT'.  Ciò  posto  i tre  diametri  OX,  OY,  OZ  essendo  coniu- 
gati fra  loro , ne  risulterà  che  il  piano  XOY  della  figura  at- 
tuale divide  in  due  parti  eguali  tutte  le  corde  parallele  ad  OZ  ; 
dunque  sarà  lo  stesso  pel  diametro  IIY'  condotto  parallelamen- 
te ad  MV  ; c questo  diametro  essendo  così  il  coniugato  di 
OZ  nella  sezione  RZY'  ch’è  parallela  al  piano  tangente  VMT', 
r enunciato  del  teorema  in  questione  è dimostralo,  poiché  OY' 
ed  OZ  sono  paralleli  rispcttivainenlc  al  luto  VM  e alla  tangen- 
te MT'. 

741-  Queste  due  tangenti  della  superficie  sono  state  chiamate 
anche  reciproche,  perchè  se  si  allogasse  sopra  MT'  il  vertice  di 
un  nuovo  cono  circoscritto  alla  ellissoide,  la  curva  di  contatto  di 
questo  cono  avrebbe  per  tangente  la  retta  MV.  In  fatti  la  sezione 
prodotta  nella  superficie  proposta  da  un  piano  parallelo  al  pia- 


(*)  Kssj  è dovuto  al  sig.ior  £n  in;  ma  noi  Io  dimostriamo  qui  di  una 
moniera  diversa,  evitando  lo  consideraziuiio  dei  cilindro  ausiliare. 
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no  tangente  in  M,  sarebbe  ancora  la  curra  RZY',  il  cui  dia- 
metro OZ  parallelo  ad  MT'  ha  per  coniugalo  OY';  sicché  la 
tangente  alla  nuova  curva  di  contatto , dovendo  pel  teorema 
precedente  esser  parallela  ad  OY',  non  potrebbe  essere  che  la 
MV,  la  quale  adempie  questa  condizione. 

742.  Questa  reciprocità  ed  il  teorema  del  n.j^o  sul  quale  essa 
è fondata,  si  estenderanno  facilmente  al  caso  di  un  cono  circo- 
scritto ad  una  superficie  qualunque  S.  Perciocché  sia  AMB  la  VIO.  CLl. 
curva  di  contatto  di  queste  due  superficie, MT  una  delle  sue  tan- 
genti, ed  MV  il  lato  del  cono  che  termina  al  punto  di  contatto; 

questo  lato  può  esser  riguardato  (n./82)  come  l'intersecazione 
di  due  piani  tangenti  infinitamente  vicini,  condotti  dal  vertice  V 
alla  superficie  , i cui  punti  di  contatto  p ^ q con  S , staranno 
sulla  curva  AMB.  Ora  immaginiamo  1*  ellissoide  o la  iperboloi- 
de S,  che  sarebbe  osculatrice  di  S in  M : all’intorno  di  questo 
punto  , le  superficie  S e S avranno  comuni  due  piani  tangenti 
consecutivi  ; dunque  i punti  p e q apparterranno  ancora  alla 
curva  di  contatto  A'MB'  del  cono  , il  quale  avendo  il  suo  verti- 
ce in  V,  sarà  circoscritto  a 2;  ; e per  conseguenza  quest’ ultima 
curva  avrà  anche  per  tangente  MT.  Or  nella  superficie  S.si 
sa  ( n.  74o  ) quale  relazione  esiste  tra  MV  ed  MT;  dunque  an- 
cora per  la  superficie  qualunque  S , il  lato  del  cono  circo- 
scritto  e la  tangente  alla  curva  di  contatto , sono  rispettiva- 
mente  paralleli  a due  diametri  coniugati  della  sezione  fatta 
parallelamente  al  piano  tangente,  nella  superficie  di  secon- 
do grado  osculatrice  di  S;  e queste  due  tangenti  offrono  pari- 
mente la  reciprocità  enunciata  al  n.  q4f- 

743.  Questo  teorema , che  sarà  utile  nella  prospettiva  di  un 
toro,  sussiste  evidentemente  per  un  cilindro  circoscritto  ad  una 
superficie  qualunque,  poiché  si  può  supporre  il  vertice  V situato 
all’infinito  sopra  MV;  e sarà  facile  di  estenderlo,  mediante  con- 
siderazioni consimili,  ad  una  superficie  sviluppabile  qualunque, 
la  quale  fosse  circoscritta  ad  un’ altra  superficie  data. 
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Piani  con  notarilievo. 

744'  rappresentare  graCcamente  i punii  e le  linee  abbia- 
mo osservato  che  basta  assegnarne  le  proiezioni  su  due  piani 
fissi , e che  da  queste  si  può  dedurre  tutto  ciò  che  fa  mestieri 
sulle  distanze  di  tali  punti , sulla  forma  delle  lince , o delle  su- 
perficie alle  quali  appartengono  ec.  Ma  in  alcuni  casi , come 
ne’disegni  di  Fortificazione  e per  certi  problemi  di  prospettiva,  ri- 
sulta più  comodo  definire  gli  oggetti  solamente  con  le  loro  pro- 
iezioni orizzontali,  alle  quali  soglionsi  aggiungere  alcune  noie 
indicanti  le  altezze  de' diversi  punti  al  di  sopra  di  un  piano  oriz- 
zontale fisso,  che  si  suppone  più  basso  di  tutti  gli  oggetti  in  qui- 
Etione.  £ evidente  che  questo  metodo,  mediante  il  quale  si  ado- 
pera un  solo  piano  di  proiezione,  è sulficieutc  adeterminare  com- 
piutamente la  posizione  di  ciascun  punto  ; perciocché  la  nota  di 
altezza  di  questo  fa  le  veci  della  sua  proiezione  verticale,  e po- 
trebbe servire  a determinarla  , quando  fosse  richiesta.  Sicché 
vedremo  che  per  questa  via  si  risolvono  facilmente  tutti  j pro- 
blemi elementari  della  geometria  descrittiva,  ed  in  maniera  più 
acconcia  pe’ calcoli  numerici  a’ quali  bisogna  sovente,  ricorrere, 
particolarmente  quando  i dati  ed  i risultamcnti  di  una  quistìone 
sono  espressi  sopra  una  scala  molto  più  piccola  delle  dimensioni 
effettive  degli  oggetti  reali.  Aggiungiamo  che  nella  Fortificazio- 
ne , il  poco  rilievo  della  maggior  parte  degli  oggetti  sul  suolo 
renderebbe  incomodo  l’uso  di  un  piano  verticale  di  proiezione, 
sul  quale  un  gran  numero  delle  rette  che  vi  si  devono  rapportare 
essendo  quasi  orizzontali,  s’incontrerebbero  in  punti  distantissimi. 
Osserviamo  d’altronde  che  questa  maniera  di  descrizione,  essen- 
do stata  dapprima  adoperala  per  le  coste  sottomarine  rapporta- 
te al  livello  del  mare,  è prevalso  l’uso  di  contare  le  ordinate  ver- 
ticali da  allo  in  basso,  considerandole  come  vere  linee  di  scan- 
daglio abbassate  da  nn  piano  di  paragone  orizzontale  situato 
al  disopra  di  tutti  gli  oggetti  contemplati;  meutreché  il  piano 
di  proiezione  sul  quale  si  opera  si  suppone  orizzontale  , e silua- 
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to  ad  una  distanza  arbitraria  al  di  sotto  di  questi  oggetti  mede-  taV.  S9. 
simi.  Del  resto  siffatte  eonvenzioni  non  renderanno  più  diliicile 
la  valutazione  della  differenza  di  livello  di  due  punti  dati  ; ma 
farà  d’uopo  tener  presente  che  il  punto  notato  col  numero  più 
alto , è più  basso  dell’altro. 

Posto  ciò,  un  punto  sarà  rappresentalo  dalla  sua  proie- 
zione e dalla  sua  notarilievo  , come  quello  indicato  ( ) 

nella  ^g.  /.  Nondimeno  se  vi  fossero  vari  punti  notabili  situati 
sulla  stessa  verticale,  bisognerebbe  scrivere  la  nota  di  ciascuno 
di  essi  accosto  la  proiezione  comune. 

7-Ì6-  Una  retta  è determinata  dalla  sua  proiezione  e dal-  *- 

la  notarilievo  di  due  de’  suoi  punti.  Laonde  sarà  facile , me- 
diante un  trapezio  abbassato,  dedurre  graficamente  la  lunghez- 
za di  una  porzione  di  questa  retta,  l’ inclinazione  sull’  orizzonte 
e la  nota  corrispondente  ad  un  terzo  punto  di  questa  linea;  ma 
siccome  per  le  applicazioni  che  abbiamo  qui  in  mira  di  fare,  bi- 
sognerebbe in  fine  valutare  tali  risullamcuti  in  numeri,  sarà  più 
esatto  e più  comodo  costruire  in  prima  la  scala  di  pendio  della 
retta  proposta.  Sicno  per  esempio  , ( i4'“j7  ) e ( 12“, 5 ) i due 
punti  dati  ; si  cominccrà  dal  cercare  l’intervallo  L,  che  sulla  pro- 
iezione della  retta  separerà  due  punti  le  cui  note  hanno  la  diffe- 
renza di  un  metro,  e vi  si  perverrà  evidentemente  colla  propor- 
zione seguente  , in  dove  D dinota  l’ intervallo  delle  due  proie- 
zioni date  : 

( i4“,7  — 1 2“,5  ) : D : : 1“  : L = D. 

Sicché  computato  il  valore  di  D in  parli  della  scala  orizzon- 
tale del  disegno,  si  calcolerà  facilmente  la  lunghezza  L ; e por- 
tando -j%-  di  questa  lunghezza  al  di  là  dal  punto  ( i4”,7  ) > si 
otterrà  quello  notalo  i5,“.  Poscia  segnando,  a partire  da  quest’ul- 
timo punto,  la  lunghezza  L molte  volle  di  seguito,  si  troveranno 
i punti  ai  quali  corrispondono  le  note  i4“,  i3“,  12“, ...  c pe- 
rò non  resterà  che  a suddividere  uno  di  questi  intervalli  in  dieci 
parti  eguali,  pcreompiere  la  scala  di  pendio  AcWa  retta  proposta. 

747-  Ciò  premesso,  indichiamo  con  A la  proiezione  assegnata  FIG.  I. 
di  un  punto  situato  su  questa  retta,  e del  quale  si  dimanda  la  no- 
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larilicvo.  Se  A cade  fra  le  divisioni  i3“,  e i4“*j  P®*"  esempio  , 
si  prenderà  col  compasso  la  distanza  orizzontale  dal  punto  A 
al  punto  iS"*,  e portandola  sulla  parte  della  scala  di  pendio 
eh’  è suddivisa  in  decimetri , si  vedrà  qual  numero  di  decimetri 
bisogna  aggiugnere  a i3™,  per  ottenere  la  nota  del  punto  proiet- 
tato in  A.  I centimetri  potranno  stimarsi  ad  occhio. 

Si  troverà  del  pari  facilmente  la  proiezione  di  un  punto  la  cui 
nolarii.evo  fosse  assegnata. 

748.  Per  avere  la  vera  distanza  di  due  punti  della  retta  , i 
quali  sono  dati  mediante  le  proiezioni  rispettive,  si  cercherà  pri- 
mieramente la  loro  rispettiva  notarilievo  ; poscia  si  calcolerà  l’i- 
polenusa  dì  un  triangolo  rettangolo,  l’altezza  del  quale  sia  la  dif- 
ferenza di  queste  note,  e la  base  eguale  aU’intervallo  delle  due 
proiezioni,  calcolato  in  metri  sulla  scala  orizzontale  del  disegno. 

7Ìg.  Per  pendio  di  una  retta  s’ intende  la  tangente  trigono- 
metrica dell'angolo  che  questa  linea  fa  coll’ orizzonte;  vale  a 
dire  la  differenza  di  livello  di  due  punti  di  questa  retta,  divisa 
per  la  distanza  delle  loro  proiezioni.  Sicché  per  la  retta  citata 
n.  lAS  il  pendio  è espresso  dalla  frazione 


i4™,  7 — 12”,  5 
D 


) 


ovvero 


L 


ì 


rammemorandosi  che  L dinota  qui  l’ intervallo  che  separa  le 
proiezioni  de’ due  punti  le  cui  note  differiscono  di  un  metro,  e 
che  bisogna  computare  questa  lunghezza  in  parti  della  scala  oriz- 
zontale del  disegno.  Si  enuncia  anche  questa  regola  , dicendo 
che  l’ inclinazione  di  una  retta  è il  rapporto  dell’  altezza  alla 
baie  del  pendio. 

ySo.  Reciprocamente  se  siano  date  la  proiezione  di  una  retta, 
la  nota  i4“j  7 ^i  uno  de’ suoi  punti,  e la  pendenza  f che  de- 
ve avere  questa  linea,  si  prenderà  sulla  scala  orizzontale  del  di- 
segno una  lunghezza  eguale  a tre  ineti'ì,  la  quale  essendo  porta- 
ta inseguito  del  punto  (i  4™,  7),  farà  conoscere  il  punto  (13™, 7). 
Allora  si  conosceranno  due  punti  della  retta  con  la  notarilievo 
di  ciascuno  di  essi , o si  costruirà  la  scala  di  pendio  corrispon- 
dente come  al  n.  74^- 
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7^1.  Per  un  punto  dato  (io™,  6)  condurle  una  retta  paral- 
lela ad  un’  altra  già  conosciuta.  Pel  punlo  dato  si  tirerà  ima 
parallela  alla  proiezione  della  prima  retta  , la  ijuale  sara  evi- 
dentemente la  proiezione  della  seconda.  In  seguito,  siccome  que- 
ste due  rette  devono  avere  lo  stesso  pendio  , se  si  congiunge  il 
punto  (io™,6)  della  seconda  col  punto  che  ha  la  stessa  nota  sul- 
la prima, e poscia  si  tirano  alcune  parallele  alla  linea  di  unione 
di  questi  punti  dalle  divisioni  intere  della  prima  retta,  si  formerà 
immediatamente  la  scala  di  pendio  della  retta  dimandata  , la 
quale  sarà  così  compiutamente  determinata. 

ylia.  Quando  la  prima  retta  sarà  data  da  due  punti  segnati 
con  le  note  ( i4™j7  ) e ( i9.™,5  ),  si  porterà  Tiatervallo  D delle 
proiezioni  al  di  sotto  del  punto  ( io™, 6),  e si  otterrà  un  secondo 
punto  della  nuova  retta  , il  quale  avrà  evidentemente  per  no- 
tarilievo  ( io™,6  -t-  2™, a ) o sia  ( ia™,8  ).  Allora  si  termine- 
rà la  scala  della  retta  dimandata  come  al  n. 

753.  Una  curva  isolata  è rappresentata  dalla  sua  proiezione 
orizzontale  e dalle  note  di  un  certo  numero  de’  suoi  punti , pe- 
rò assai  vicini , affinchè  l' occhio  possa  scorgere  il  corso  ascen- 
dente o discendente  di  questa  linea  , o riguardare  gli  archi  in- 
termedi come  linee  rette.  Ma  quasi  sempre  le  curve  hanno  rela- 
zione colie  superficie , che  insegneremo  quanto  prima  a rappre- 
sentare; e perciò  non  passeremo  oltre  su  questo  particolare. 

754*  Un  piano  , quando  è una  grandezza  realmente  esisten- 
te, e per  conseguenza  limitata  da  tutte  le  parti , si  rappresenta 
dalla  proiezione  del  suo  contorno , ponendo  a ciascun  angolo  la 
corrispondente  notarilievo  ; in  oltre  vi  si  aggiungono  alquante 
sezioni  orizzontali,  che  qui  sono  rette  parallele  alla  sua  traccia 
orizzontale.  Queste  sezioni  che  sogliono  scegliersi  equidistanti 
di  un  metro,  per  esempio,  nel  verso  della  linea  verticale,  deb- 
bono esser  segnate  alle  loro  due  estremità  con  una  notarilievo 
comune;  poi,  se  si  conduce  una  perpendicolare  a queste  oriz- 
zontali, sarà  essa  evidentemente  la  proiezione  della ///lecz 
massimo  pendio  del  piano  proposto;  e segnando  con  uotarilie- 
To  i punti  in  cui  s’incontra  con  le  diverse  orizzontali,  diverrà 
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cloccbè  addimandasi  scala  di  pendio  del  piano  proposto  , la 
quale  è ordinariamente  indicata  da  un  tratto  doppio.  Questa  ma- 
niera di  rappresentazione  equivale  a considerare,  come  si  fa  nel- 
la geometria  descrittiva,  un  piano  generato  da  una  delle  sue  li- 
nee orizzontali,  la  quale  striscia  parallelamente  a se  stessa  sulla 
linea  del  massimo  pendio  di  questo  piano. 

753.  Quando  un  piano  è illimitato,  e non  esiste  realmente,  si 
rappresenta  solamcntcmedianle  una  delle  sue  orizzontali  con  no- 
tarilievo,econ  la  sua  scaladi  pendio  graduata:  si  assegnano  in  tal 
guisa  la  generatrice  e la  direttrice  di  questa  superficie,  ciocche 
basta  a determinarla  compiutamente.  Sovente  si  è anche  contenti 
di  notare  la  scala  di  pendio  graduata,  perchè  da  questa  possono 
dedursi  tante  orizzontali  con  notarilievo  quante  se  ne  vogliono, 
poiché  son  esse  sempre  perpendicolari  alla  direzione  della  scala. 

7^6.  Quando  un  piano  è orizzontale  , la  scala  di  pendio  non 
esiste  più,  ma  tutti  gli  angoli  del  suo  contorno  portano  la  stessa 
nota  , ovvero  se  questo  piano  è indefinito  s’ indica  col  piano 
orizzontale  di  notarilievo  n.  Se  il  piano  dato  è verticale , si 
rappresenta  solamente  colla  sua  traccia  orizzontale. 

7^7.  Determinare  il  piano  che  passa  per  tre  punti  dati 
(9™, 4),  (i4"*)  G (17™).  Si  congiungano  con  una  retta  il  primo 
e l’ultimo  di  questi  punti , e mediante  una  proporzione,  simile 
a quella  adoperata  nel  n.  "jAS , si  cerchi  su  questa  un  punto 
che  abbia  per  notarilievo  i4'“;  allora  la  retta  che  riunirà  que- 
st’ ultimo  punto  col  secondo  de’  punti  dati,  sarà  una  orizzontale 
del  piano  dimandato  ; ed  una  parallela  condotta  dal  punto  (17™) 
sarà  una  seconda  orizzontale  di  questo  piano , la  cui  scala  di 
pendio  potrà  allora  facilmente  disegnarsi  e graduare. 

Lo  stesso  metodo  si  applicherebbe  manifestamente  nel  caso,  in 
cui  il  piano  dimandato  dovesse  passare  per  un  punto  e per  una 
retta  ; c se  questa  fosse  fornita  di  una  scala  di  pendio , la  solu- 
zione sarebbe  anche  più  facile. 

738.  Condurre  per  una  retta  data  un  piano  il  cui  pendio 

sia  Fa  d’uopo  conoscere  almeno  le  note  di  due  punti  di 
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dì  questa  rolla,  che  sono  qui  io"*  e la*",  5 : allora  , oonside-  tav.  59. 
rando  il  primo  punto  come  verlice  di  un  cono  retto  le  cui  ge* 

Aieralrici  avessero  la  inclinazione  - (n.  7^9),  basterà  evi- 
dentemente condurgli  un  piano  tangente  che  passi  pel  secondo 
punto.  E però  se  si  descrive  un  cerchio  che  abbia  per  centro  la 
proiezione  del  punto  ( 10“  ) , e per  raggio  una  lunghezza  pre- 
sa sulla  scala  orizzontale  del  disegno,  eguale  ad  n volte  la  dilTc- 
renza  a™, 5 delle  altezze  de’  punti  dati , questo  cerchio  sarà  la 
traccia  del  cono  in  quistione  sul  piano  orizzontale  che  passa  pel 
punto  inferiore  ( 12“,  5 ) ; dunque  conducendo  per  quest’  ulti- 
mo due  tangenti  a detto  cerchio , si  otterranno  le  tracce  oriz- 
zontali di  due  piani  che  soddisfano  al  problema;  e le  loro  scale 
di  pendio  si  dedurranno  facilmente  , poiché  si  conosceranno  le 
loro  direzioni  e due  punti  con  la  notarilievo  di  ciascuno  di  essi. 

In  oltre  è facile  vedere  che  il  problema  non  ammetterà  che  una 
soluzione,  o diverrà  impossibile,  secondo  che  il  pendio  assegna- 
to sarà  eguale,  o minore  di  quello  della  retta  data. 

759.  Quando  la  retta  definita  da’ due  punti  con  notarilievo 
sarà  pochissimo  inclinala  , il  metodo  precedente  condurrebbe 
a tracciare  un  cerchio  piccolissimo , e quindi  poco  comodo  ad 
essere  adoperalo.  In  questo  caso  , si  prenderà  un  piano  oriz- 
zontale inferiore  a’  due  punti , e notato  con  numeri  interi  ; 
poscia  si  descriveranno  su  questo  piano  due  cerchi , i cui  cen- 
tri sicno  le  proiezioni  de’  due  punti  proposti  , ed  i raggi  n 
volte  r altezza  di  ciascheduno  di  questi  puuti  al  di  sopra  del 
suddetto  piano  orizzontale.  Si  avranno  cosi  le  basi  di  due  co- 
ni il  cui  pendio  sarà  ^ , e resterà  a condurre  nna  tangente 
comune  a questi  due  cerchi. 

760.  Se  la  retta  data  fosse  orizzontale  , si  conoscerebbe  im- 
mediatamente la  proiezione  della  scala  di  pendio  del  piano 

cercato  ; e siccome  l’ inclinazione  — è assegnata , rimarrà  so- 

fi 

lo  a portare  su  questa  scala , partendo  dalla  retta  proposta,  una 

59 
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TAr.  S9.  1 ungheiza  di  n metri , misurata  sulla  scala  orizzontale  del  dise> 
gno,  e r estremità  di  questa  lunghezza  corrispouderebbe  ad  ua 
punto  della  scala  di  pendio,  la  cui  nolarilievo  sarebbe  minore  di 
quella  della  retta  data  per  un  metro.  Avendo  così  due  punti  eoa 
notarilievo  di  questa  scaladi  pendio,  sarà  ben  facile  compierne 
la  graduazione. 

FIG.  IV.  761.  Da  un  punto  ( io“,  3 ) situato  su  di  un  piano  dato , 
tracciare  su  questo  piano  una  retta  il  cui pendio  sia  ^ . Si 

> Iraccerà  una  orizzontale  su  questo  piano,  la  cui  nota  differisca  da 
quella  del  punto  dato  di  4™j  per  esempio;  poscia  con  un  raggio 
eguale  a quattro  volte  la  base  n del  pendio  assegnato,  e col  pun> 
to  dato  come  centro  , si  descriverà  un  arco  di  cerchio  , che  ta- 
gliando l’orizzontale  scelta,  farà  conoscere  il  punto  che  dee  unir- 
si col  dato  per  ottenere  la  retta  dimandata.  Si  comprende  bene 
che  questo  problema  avrà  in  generale  due  soluzioni  ; ma  si  ri- 
durranno ad  una  sola , o saranno  impossibili,  se  il  pendio  asse- 
gnato per  la  retta  eguagli  o sorpassi  quello  del  dato  piano. 

762.  Data  la  proiezione  di  un  punto  situato  sudi  un  piano 
conosciuto , trovarne  la  notarilievo  ? Si  condurrà  per  questa 
proiezione  una  perpendicolare  sulla  scala  del  piano , e la  nota 
del  punto  d’ incontro  sarà  quella  del  punto  proposto. 

Se  la  scala  del  piano  non  fosse  ancora  costruita,  e ch’esso  fossa 
rappresentato  solamente  da  diverse  orizzontali , si  potrebbe  ap- 
plicare una  riga  divisa  in  millimetri  sul  punto  proposto  , di  ma- 
niera che  due  divisioni  intere  cadessero  sulle  orizzontali  vici- 
ne : mediante  ciò,  valuterebbesi  immediatamente  la  frazione  di 
metro  che  fa  d’ uopo  aggiungere  alla  notarilievo  della  orizzon- 
tale supcriore  per  ottener  quella  del  punto  in  quistione. 

FIG.  V.  763.  Trovare  V intersecazione  di  due  piani  dati.  Si  tracce- 
ranno  in  ciascuno  de’  dati  piani  due  orizzontali  che  abbiano  ri- 
spettivamente la  stessa  notarilievo;  e l’incontro  di  queste  quattro 
rette  farà  conoscere  due  punti  dell’  intersecazione  dimandata , 
ciascuno  con  la  sua  notarilievo,  sicché  ne  resterà  determinata 
la  proiezione  ed  il  pendio. 
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764.  Quando  le  orizzontali  dei  due  piani  proposti  s*  inconlrc* 
ranno  troppo  di  lontano  , si  adopreranno  due  piani  ausiliari, 
i quali  tagliando  ciascuno  dei  piani  dati  secondo  due  rette,  fa- 
ranno conoscere  due  punii  dell’intersecazione  cercata. 

Parimente  se  i due  piani  dati  avessero  le  loro  generatrici  oriz- 
zontali rispettivamente  parallele  , un  solo  piano  ausiliare  ba- 
sterebbe; perchè  allora  l' intersecazione  dimandata  dovrebbe  es- 
sere anche  parallela  alle  orizzontali  primitive. 

765.  Trovare  r itttenecazione  di  una  retta  e di  un  piano 
dato.  Per  la  data  retta  si  conduca  un  piano  ausiliare , le  cui  oriz- 
zontali sieno  due  parallele  condotte  arbitrariamente  da  due  dei 
suoi  punti  ; poscia  si  cerchi  la  intersecazione  di  questo  piano 
ausiliare  col  dato  : e questa  intersecazione  taglierà  la  retta  pro- 
posta nel  punto  cercato. 

766.  Si  troverà  in  simil  guisa  il  punto  d’ incontro  di  due  ret- 
te date  situate  nello  stesso  piano  verticale  ; perocché  conducen- 
do per  ciascuna  di  esse  un  piano  arbitrario,  l’ intersecazione  di 
questi  due  piani  passerà  pel  punto  cercato , la  cui  notarilievo  si 
computerà  quindi  come  al  n.  j47- 

767.  Mediante  un  mezzo  simile  si  potrà  conoscere  se  due  ret- 
te date  le  cui  proiezioni  sono  differenti,  si  tagliano  effettivamen- 
te; poiché  in  questo  caso  farà  d’uopo  che  l' intersecazione  di  due 
piani  arbitrari  condotti  per  queste  rette  , passino  pel  punto  co- 
mune alle-duc  proiezioni  date. 

768.  Per  un  punto  assegnato  ( io™,  4)  condurre  un  pia- 
no parallelo  ad  un  piano  dato.  La  scala  di  pendio  del  piano 
cercato  sarà  parallela  a quella  del  piano  conosciuto,  e passerà  pel 
punto  dato.  In  oltre  poiché  l’inclinazione  dee  essere  la  stessa, 
basterà  congiungere  il  punto  ( 10°*,  4)  quello  che  ha  la 
medesima  notarilievo  sulla  data  scala,  e poscia  condurre  a que- 
sta congiungente  alcune  parallele  per  le  altre  divisioni  della  sca- 
la del  piano  conosciuto. 

769.  Per  due  rette  date  condurre  due  piani  che  siano  pa- 
ralleli fra  loro.  Si  condurrà  per  un  punto  della  prima  retta 
nua  parallela  alla  seconda  , e per  un  punto  di  questa  una  paral- 
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TAv.  60.  loia  alla  prima;  allora  conducendo  un  piano  per  la  prima  e la 
terza  , poscia  un  altro  per  la  seconda  e la  quarta,  si  otterranno 
evidentemente  i due  piani  dimandati.  Ben  si  comprende  che  tali 
piani  si  ridurrebbero  ad  un  solo  se  le  rette  primitive  si  taglias- 
sero, e diverrebbero  indeterminati  se  fossero  parallele. 

FIG.  X.  yyo.  Da  un  punto  dato  ( 8™, a ) abbassare  una  perpendi- 
colare su  di  un  piano  conosciuto.  La  proiezione  di  questa  per- 
pendicolare sarà  manifestamente  parallela  alla  proiezione  della 
scala  del  piano  , ma  le  loro  inclinazioni  saranno  1’  una  inversa 
deir  altra  ; vale  a dire  che  se  il  pendio  del  piano  dato  c -f,  per 
esempio,  quello  della  retta  cercata  sarà  y.  Allora  prendendo  sul- 
la scala  orizzontale  del  disegno  , una  lunghezza  eguale  a 3 me- 
tri , e portando  questo  intervallo  sulla  perpendicolare  indefinita 
al  di  sotto  del  punto  dato  ( 2 ),  si  otterrà  un  secondo  pun- 

to di  questa  perpendicolare,  il  quale  avrà  per  nota  ( 8“,  2-4^5™) 
o sia  ( i3™,2  ).  In  siffatto  modo  questa  perpendicolare  sarà  com- 
piutamente determinata. 

77 1 . Se  in  oltre  si  cerchi  (n.jdS)  il  punto  d’incontro  di  questa 
perpendicolare  col  piano  proposto,  e poscia  si  calcoli  la  vera  di- 
stanza da  questo  punto  di  sezione  a quello  dato  (n.j48\y  si  cono- 
scerà la  più  corta  distanza  da  quest’ultimo  punto  al  piano  proposto. 

772.  Parimente  se  si  domandasse  la  più  corta  distanza  di  un 
jmnio  ad  una  retta  , si  condurrebbe  per  questo  punto  un  piano 
perpendicolare  a questa  retta  , e la  scala  di  un  tal  piano  si  co- 
struirebbe per  una  via  contraria  a quella  tenuta  al  n.  770.  ludi 
si  cercherebbe  il  punto  d’ incontro  di  questa  piano  e della  retta 
proposta,  e se  ne  dedurrebbe  la  vera  distanza  del  suddetto  punto 
di  sezione  al  punto  dato. 

Le  quistioni  che  precedono,  bastano  senza  dubbio  per  mostra- 
re come  si  possano  risolvere  tutti  i problemi , ne’ quali  si  tratta 
solamente  di  piani  c di  linee  rette. 

FIG.  XI.  773.  Le  supEUFiciE  CURVE,  particolarmente  quando  non  sono 
suscettive  di  definizione  rigorosa  , come  avviene  per  la  super- 
ficie del  terreno,  si  rappresentano  mediante  le  proiezioni  di  un 
certo  numero  di  curve  orizzontali^  le  quali  sono  le  sezioni  che 
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produrrebbero  in  questa  superficie  alquanti  piani  orizzontali  equi-  tav.  60. 
distanti  nel  verso  della  verticale  ; poscia  si  considera  ciascuna 
zona  compresa  fra  due  curve  orizzontali  consecutive  , come  ge- 
nerata da  una  retta,  che  scorrendo  su  queste  due  curve,  si  man- 
tiene costantemente  normale  ad  una  di  esse  , a modo  di  esem- 
pio, alla  curva  inferiore.  Si  sostituisce  così  alla  superficie  effet- 
tiva del  terreno  una  superficie  storta,  la  cui  forma  rigorosa  non 
sarebbe  conosciuta,  se  non  quando  fosse  assegnata  la  legge  geo- 
metrica, che  lega  fra  loro  le  diverse  sezioni  orizzontali;  ma  que- 
sta approssimazione  è qui  sullìciente. 

curve  orizzontali  sono  assai  vicine  per- 
chè la  generatrice  rettilinea  di  ciascuna  zona  possa  esser  con- 
siderata come  sensibilmente  normale  nel  tempo  stesso  alle  due 
curve.  In  questa  ipotesi  la  superficie  che  si  sostituisce  alla  zona 
del  terreno,  diviene  sviluppabile;  poiché  ciascuna  generatrice, 
per  passare  ad  una  posizione  infinitamente  vicina  si  muove  so- 
pra due  tangenti  situate  in  uno  stesso  piano  (n.  t8o),  a motivo 
che  sono  evidentemente  parallele. 

775.  Quando  la  distanza  delle  sezioni  orizzontali  in  certe  re-  pKj.  xi. 
gioni  è grande  abbastanza  in  guisa  che  le  rette  generatrici  non 

si  possono  considerare  come  sensibilmente  normali  alle  curve  vi- 
cine , si  sostituiscono  a queste  rette  archi  di  curve  che  adem- 
piono a questa  condizione;  siffattamente  non  si  cambia  punto  il 
modo  di  generazione,  il  quale  si  riduce  ad  immaginare  altre  se- 
zioni orizzontali  inserite  fra  le  prime,  e cosi  vicine  da  intercetta- 
re sulle  generatrici  curvilinee  archi  tali , che  possano  riguar- 
darsi  siccome  confusi  colle  loro  corde. 

776.  Se  a partire  da  un  punto  dato  sulla  superficie  , si  con- 
duca cosi  una  normale  alla  curva  inferiore;  poscia  dal  piede  di 
questa  normale  se  ne  conduca  un’altra  perpendicolare  alla  ter- 
za curva  , e cosi  di  seguito;  l’unione  di  tutte  queste  normali 
formerà  la  linea  del  massimo  pendio  della  superficie , relativa- 
mente al  punto  di  partenza. 

777.  Trovare  la  notarilievo  di  un  punto  di  cui  sia  data  nc.  xi. 
la  proicùonc  oriaontale  , c che  giaccia  sopra  una  super- 
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fiàe  conosciuta.  Se  questa  proiezione  cade  fra  le  curve  orizzon* 
tali  che  hanno  per  note  ia“  e i3™,  si  condurrà  da  questo  punto 
una  generatrice  normale  lo  cui  estremità  avranno  ancora  le 
stesse  note , e con  una  semplice  proporzione  si  troverà  la  nota- 
rilievo  del  punto  proposto,  la  quale  sarà  ( ia™,7  ). 

778.  La  quistione  reciproca  colla  quale  si  avrebbe  in  mira 
di  trovare  tutti  i punti  della  superficie,  che  hanno  una  data  no- 
tarilievo  ( è egualmente  facile  ad  essere  risoluta;  e con 

questo  metodo  si  potranno  interporre  nuove  curve  orizzontali  fira 
le  prime,  siccome  si  osserva  nella  figura. 

779-  Costnàre  il  piano  tatyente  ad  un  punto  dato  sopra 
una  superjìcie  conosciuta.  Quando  il  punto  sarà  situato  sopra 
una  curva  orizzontale , il  piano  tangente  dovrà  passare  per  la 
tangente  di  questa  curva  e per  la  generatrice  rettilinea  che  l’ è 
normale  ; laonde  prolungando  questa  normale  fino  alla  curva 
superiore,  la  parte  intercetta  farà  conoscere  la  direzione  della 
scala  di  pendio  del  piano  dimandalo  , e le  note  di  due  punti 
di  questa  scala , la  cui  graduazione  sarà  poi  facile  a compiere. 
Se  si  ammette  l'ipotesi  del  n.  , questo  piano  toccherà  la 
zona  per  tutta  la  lunghezza  della  generatrice  intercetta  ; men- 
trechè  sarà  tangente  al  solo  punto  dato,  se  si  ritiene  la  genera- 
zione del  n.  p]3. 

780.  Quando  il  punto  di  contatto  sarà  dato  fra  due  curve  oriz- 
zontali consecutive , si  condurrà  benanche  da  questo  punto  una 
normale  alla  curva  inferiore  ; e se  questa  retta  è sensibilmente 
normale  alla  curva  superiore , la  parte  intercetta  somministrerà 
la  direzione  e la  grandezza  di  una  delle  divisioni  della  scala  del 
piano  tangente.  In  caso  contrario  , si  traccerà  ( n.  77^  ) la  se- 
zione orizzontale  che  passerebbe  pel  punto  dato  ; ed  allora  la 
tangente  e la  normale  di  questa  curva  determineranno  il  piano 
tangente,  come  nel  numero  precedente. 

781.  Nelle  applicazioni  del  metodo  attuale,  importa  molto  di 
saper  discernere  quale  sia  la  posizione  del  piano  tangente  per 
rapporto  alla  superficie  , intorno  al  punto  di  contatto.  Or  do- 
po i particolari  che  abbiamo  dati  nel  Capitolo  della  curvatura 
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delle  superjicìé  al  libro  Vili,  è facile  dedurne  le  conseguenze 
seguenti  : 

i.°  La  superGcie  è convessa,  vale  a dire  inferiore  al  piano 
langentc  intorno  al  punto  di  contatto , quando  tutte  le  curve 
orizzontali  vicine  sono  convesse  , e la  loro  distanza  orizzontale 
aumenta  elevandosi,  o almeno  resta  costante. 

a.o  La  superGcie  è concava,  o sia  superiore  al  piano  tangen* 
te,  quando  tutte  le  curve  orizzontali  sono  concave,  e la  loro  di- 
stanza orizzontale  diminuisce  elevandosi , o almeno  resta  co- 
stante. 

3.0  Quando  le  curve  orizzontali  sono  convesse,  e la  loro  di- 
stanza orizzontale  diminuisce  a misura  che  si  elevano,  la  super- 
Gcie è convessa  nel  verso  orizzontale  , ma  è concava  secondo  la 
linea  del  massimo  pendio  , come  la  gola  di  una  puleggia  il  cui 
asse  è verticale. 

4.°  Quando  le  curve  orizzontali  sono  concave,  eia  loro  distan- 
za orizzontale  aumenta  coll’andare  più  in  su,  la  superGcie  è con- 
cava nel  verso  orizzontale,  c convessa  lungo  la  linea  del  massimo 
pendio,  come  la  gola  di  una  carrucola  il  cui  asse  è orizzontale. 

Ma  in  questi  due  ultimi  casi,  e nelle  altre  varietà  di  forma  che 
possono  offrire  le  curve  orizzontali  , il  piano  tangente  giace  in 
parte  al  di  sopra  ed  in  parte  al  di  sotto  della  superGcie;  per  con- 
seguenza taglia  il  terreno  , e non  se  ne  può  fare  utilmente  uso 
nei  problemi  della  fortiGcazione.  Lo  stesso  inconveniente  ha  luo- 
go nel  seeondo  caso  citato  di  sopra. 

782.  Trovare  V intersecazione  di  an  piano  dato  con  una 
superficie  conosciuta.  Si  tracceranno  le  orizzontali  del  piano  , 
che  hanno  notarilievo  eguale  alle  curve  orizzontali  delia  su- 
perGcie proposta  ; ed  i loro  scambievoli  incontri  faranno  co- 
noscere i punti  della  intersecazione  dimandata.  Bisognerà  aver 
cura  di  non  confondere  i punti  di  entrata  con  quelli  di  uscita, 
c qualche  volta  d’ Interporre  nuove  curve  orizzontali  nelle^  parti 
in  cui  i dati  non  saranno  assai  vicini.  Per  ottenere  il  punto /z/ti 
alto  della  sezione  , farà  d’  uopo  cercare  approssimativamente 
una  generatrice  normale  a due  curve  orizzontali  vicine , e che 
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TAV.  60.  sia  parallela  in  proiezione  alla  scala  di  pendio  del  piano  secan^ 
le  ; poiché  il  piano  tangente  che  toccherà  la  superfirie  per  tutta 
la  lunghezza  di  questa  generatrice  (n.  774),  non  potrà  tagliare 
il  piano  secante,  se  non  lungo  una  orizzontale,  che  sarà  la  tan- 
gente al  punto  culminante.  Hiinarrà  dunque  a cercare  i^n.'jSo) 
il  punto  d’incontro  di  questa  generatrice  col  piano  secante  dato. 

783.  Quando  il  piano  proposto  è verticale,  la  sezione  è pro- 
iettata sulla  sua  traccia  ; ma  siccome  allora  si  conosceranno  le 
note  dei  punti  in  cui  si  tagliano  le  curve  orizzontali,  si  potrà  ese- 
guire un  profilo  abbassato. 

JFIG.  xni.  784.  Trovare  T intersecazione  di  una  retta  con  una  super- 
ficie data.  Si  condurrà  per  la  retta  un  piano  qualunque,  e cer- 
cando la  curva  di  sezione  che  produrrà  nella  superficie , questa 
curva  incontrerà  la  retta  proposta  nel  punto  cercato. 

785.  Si  troverà  l’intersecazione  di  due  superficie  date  median- 
te la  combinazione  di  due  curve  orizzontali , aventi  la  stessa  no- 
tarilicvo  nelle  due  superficie. 

786.  Se  si  volesse  rincontro  di  una  superficie  con  una  curva, 
per  quest’ ultima  s’immaginerebbe  passare  un  cilindro  orizzontale 
di  cui  si  cercherebbe  l’intersecazione  colla  superficie:  operazio- 
ne che  si  eseguirebbe  come  al  n.  7S2;  e dopo  ciò,  questa  inler- 
seerzione  taglierebbe  la  curva  proposta  nei  punti  comuni  a que- 
st’ultima  ed  alla  data  superficie. 

E qui  porremo  termine  a queste  succinte  indicazioni  ; poiché 
gli  altri  problemi  che  potrebbonsi  risolvere  con  questi  metodi 
non  avrebbero  alcuna  importanza , ammeno  che  non  si  collegas>- 
sero  specialmente  alla  Fortificazione. 
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t.  Nella  nota  da  noi  aggiunta  al  n.344,  esponendo  la  maniera 
ingegnosa  onde  il  signor  Chapuis,  senza  descrivere  ellissi , per- 
venne a determinare  l’intersecazione  di  due  ellissoidi  di  rota- 
zione , i cui  assi  non  esistono  in  un  medesimo  piano , abbiamo 
detto  non  esser  neppure  necessaria  la  descrizione  dell’ ellisse  ge- 
neratrice dell’ellissoide  ausiliare  , da  quel  geometra  introdotta 
nella  soluzione  del  problema  ; potendosi  per  la  sola  conoscenza 
dei  suoi  assi  cercare  i punti  nei  quali,  delineata,  intersechereb- 
be l’ellisse  generatrice  di  una  delle  date  ellissoidi.  Or  questa  ri- 
cerca e qualche  altra  analoga,  oltre  a servire  di  compimento 
alla  soluzione  del  signor  Chapuis , potendo  ancora  esser  utili  in 
altri  rincontri,  ne  faremo  il  soggetto  di  quest’addizione,  propo- 
nendoci in  primo  luogo  di  determinare  con  analisi  geometrica 
V intersecazione  di  due  ellissi  concentriche,  e di  assi  conosciuti 
si  nella  grandezza  che  nella  posizione  , indipendentemente 
dalla  descrizione  di  una  di  esse  , ed  anche  ( se  si  vuole)  di 
tutte  due. 

Siano  OG,OD  i semiassi  dell’ ellisse  della  cui  descrizione  vuol 
farsi  di  senza,  ed  ABA'  la  data  ellisse  concentrica,  di  cui  OA  sia 
il  semidiametro  di  comune  direzione  col  semiasse  OC , ed  OB  il 
corrispondente  semidiametro  coniugato  (i).  Si  unisca  la  CD, 
e per  B sieno  condotte  le  BE  e BF  parallele  rispettivamente  allo 
DO  e DC. 


(i)  Le  altre  ell>»i  ALA'  «d  eie'  sono  estranee  alla  quistione  attuale. 

6o 
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Supposto  (^ser  v uno  dei  punti  d’incontro  delle  due  ellissi , 
TkX.  -i9.  intendiamo  condotte  per  esso  lo  rette  rR  ,fS  ordinatamente  pa- 
no. (A)  rallelc  alle  OB,OD. 

Allora  per  la  siniigliauza  dei  triangoli  RSv,OEB  avremo 
RS  : Rp  ; : OE  : OR  ; 

ma  supponendo  essere  Rr  ordinata  del  cerchio  descritto  col  rag- 
gio OA,  e ricordando  la  nota  proprietà  dell’ellisse,  cioè  che  il 
quadrato  di  Ro  sta  alla  differenza  dei  quadrati  di  OA  ed  OR , 
ossia  al  quadrato  di  Rr,  come  il  quadrato  di  OR  a quello  di  OA, 
abbiamo  pure 

Rt)  : Rr  ; ; OB  : OA , 

dunque  moltiplicando  per  ordine  le  due  scritte  proporzioni,  tro- 
■ vcremo  che  RS  starà  ad  Rr  nella  data  ragione  di  OE  ad  OA. 

Di  nuovo,  per  la  siiniglianza  degli  stessi  triangoli  abbiamo 
RS  : Se  : : OE  : EB, 

e supponendo  essere  Ss  l'ordinata  del  cerchio  descritto  col  rag- 
gio OC,  abbiamo 

Sà  : Ss  OD  : OC  EB  : EP; 
dunque  moltiplicando  ancora  per  ordine  queste  due  proporzioni, 
troveremo  dover  essere  RS  ad  Ss  nella  data  ragione  di  OE  ad  EF. 

. Se  dunque  portiamo  le  OA  ed  EP  in  Oa  ed  Kf,  ed  uniamo 
le  rette  rs  ed  af,  il  trapezio  Ol^a  risulterà  simile  e similmente 
posto  all’altro  RSrs.  Ma  le  rette  Or,Os,  uguagliando  le  date 
OA  ,OC  , serbano  fra  loro  la  ragione  di  queste  ultime;  dunque 
avremo  sulla  indcilnita  OE  un  punto  0'  tale  che  le  rette  O'a, 
O'f  sieno  rispettivamente  parallele  alle  Or  ed  Os,  descrivendo  la 
circonferenza  m/ii  di  cui  ciascun  punto  unito  coi  punti  dati  o,y*, 
le  congìungenti  siano  fra  loro  nella  data  ragione  di  OA  ad  OC; 
la  quale  circonferenza  ( come  si  deduce  evidentemente  dalia 
prop.  34.  del  libro  III.  della  geometria  di  Legetidre,  ediz.  ) 
dee  passare  pel  punto  m,  in  cui  la  retta  aj resta  divisa  nelle  parti 
am,mf  proporzionali  alle  stesse  OA,OC;  e dee  aver  per  centro 
il  punto  n trovato  in  modo  sul  prolungamento  della  fa,  che  sin 
an  terza  proporzionale  dopo  la  differenza  tra  le  dette  parti  c la 
prima  di  esse.  ( Possiamo  anche  aggiungere  di  essere  stalo  osser- 


Digilized  by  Google 


ADDI2I0!VB  DEI  TRADUTTOni. 


475 

vaio,  che  il  dello  centro  esiste  nella  retta  che  unisce  i vertici  dei 
due  triangoli  c(|uilateri,  descritti  sulle  parli  am  ed  tnf  come  basi, 
e da  un  canto  stesso  della  af.  ) 

Fattasi  dunque  nota  per  tal  mezzo  la  posizione  dell  e retteO'acd 
0'/,  le  parallele  ad  esse  per  0 ci  daranno  i punti  r,s  delle  circon- 
ferenze descritte  coi  raggi  OA,OC;  dai  quali  punti  menando  le 
perpendicolari  rR,«S  alla  OA,  e infine  condiicendo  per  R la  R» 
parallela  ad  OB , incontrerà  la  Ss  nel  richiesto  punto  r,  indi- 
pendentemente ancora  dal  perimetro  deirdlisse  data  ABA'.  L’al- 
tra intersecazione  della  circonferenza  mhk  colla  retta  OA  dareb- 
be con  operazioni  analoghe  il  secondo  incontro  delle  due  ellissi 
al  di  sopra  della  retta  OA. 

2.  Vuoisi  notare  che  la  recata  analisi  geometrica  procede  egual- 
mente bene  quando  OC, OD  sono  semidiametri  conjugali  in  luo- 
go di  semiassi,  nel  qual  caso  la  rS  parallela  a DO,  e la  Ss  per- 
pendicolare a CO  non  sono  in  linea  retta,  come  già  non  lo  sono 
neppure  le  rR  ed  Rr.  E però,  essendo  facile  e conosciuto  il  mo- 
do onde  passare  (indipendenterr.cnte  dal  perimetro  della  curva) 
da  due  diametri  conjiigati , cogniti  in  grandezza  e posizione , a 
due  altri  un  solo  dei  quali  sia  dato  di  posizione;  ne  viene  in  con- 
seguenza che  le  intersecazioni  di  due  ellissi  potranno  determi- 
narsi colla  riga  cd  il  compasso  quando  le  curve  sono  concentri- 
che , c per  ciascuna  si  conoscono  in  sito  e grandezza  due  diame- 
tri fra  loro  coniugati. 

3.  Inoltre  nell’ipotesi  particolare  che  le  due  ellissi  abbiano  di 
comune  un  diametro , cioè  a dire  che  OA  cd  OC  siano  tra  loro 
eguali,  dovendo  esser  tali  anche  le  O'a  cd  la  circonferenza 
mhk  si  muterà  nella  perpendicolare  innalzata  sulla  af  dal  mezzo 
di  questa  retta , onde  la  costruzione  del  problema  diverrà  viep- 
più semplice. 

4.  Lasciando  ora  da  parte  ciò  che  tiene  al  problema  del  signor 
Cha'puis,  noteremo  ancora  certi  nitri  casi  nei  quali  si  possono 
determinare  le  intersecazioni  di  due  curve  coniche  qualunque^, 
senza  impiegare  altre  lince  che  la  retta  rd  il  cerchio , le  quali 
linee  debbono  innanzi  tutto  esser  sostituite  alle  combinazioni  di 


TAT,  49. 
FIO.  (A) 
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Una  retta  con  qualunque  altra  curva  conica:  come  generalmente 
è saputo. 

I casi  dei  quali  intendiamo  parlare  sono  i seguenti , c nei  tre 
primi  le  curve  possono  esser  anche  di  diversa  specie  : 
i.”  quando  le  due  curve  sono  concentriche; 
a.°  quando  i diametri  coniugali  di  quelli  che  si  trovano 
in  linea  retta  sono  sono  tra  essi  paralleli  ; 

3."  quando  hanno  di  comune  un  fuoco; 

4-°  quando  sono  simili , e le  linee  omologhe  sono  fra  esse 
parallele  ; 

li.”  quando  trattasi  di  due  iperbole  che  hanno  gli  assi  tras- 
versi reciproci  ai  non  tr.isversi , e l’ asse  trasverso  di  una  è pa- 
rallelo al  non  trasverso  dell’altra. 

5.  Al  primo  di  questi  casi,  colla  circostanza  particolare  di  un 
diametro  comune , si  riduce  facilmente  il  problema  in  cui  date 
comunque  due  curve  coniche,  cercasi  di  riferirle  a due  sistemi 
di  diametri  conjtigati , paralleli  ciascuno  a ciascuno:  proble- 
ma di  soluzione  evidente  quando  una  delle  curve  è un  cerchio, 

, o pure  una  parabola;  assumendo  per  diametri  conjugati  di  que- 
st'ultima  curva  il  sistema  di  uu  qualunque  diametro,  e della  tan- 
gente alla  curva  nel  punto  in  cui  il  diametro  la  interseca. 

FAV.  49.  pgj.  dimostrare  potai  riduzione  siano  ABA',e/e'  le  curve,  ed 
FIG.  (,\)  AA',ee'  i loro  diametri  esistenti  nella  retta  ebe  ne  unisce  i cen- 
tri. Supponendo  che  il  problema  sia  risoluto  , e che  le  corde 
supplementali  parallele  ai  richiesti  diametri  coniugati  vengano 
espresse  dalle  rette  ( non  delineate  nella  figura  (A)  per  evitare 
la  confusione)  A»,A'c;  ev',e'v'\  anche  queste  saranno  paral- 
lele ciascuna  a ciascuna,  come  i detti  diametri.  I triangoli  ArA', 
ev'e'  saranno  dunque  simili  e similmente  posti , ed  il  punto  v 
giacerà  per  conseguenza  in  una  terza  ellisse  ALA'  simile  e si- 
inilmeute  posta  alla  data  eie' . È dunque  chiaro  che  il  problema 
trovasi  ridotto  alla  ricerca  della  intersecazione  delle  curve  AB  A', 
ALA'  aventi  un  diametro  comune. 

Rapportando  le  due  curve  a cosiffatti  diametri  come  assi  co- 
ordinati , le  ricerche  di  natura  anche  più  difficile , relative  al  si- 
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Stema  di  ambedue  le  curve  (come  per  esempio  la  delermiuazione 
della  tangente,  o della  normale  comune,  ec.  ) procedono  innanzi 
con  analisi  più  semplice  e più  elegante:  come  già  fu  praticato 
in  una  Memoria  letta  alla  Società  Pantoniana  nel  i8i4j  ed  ap- 
provata pel  IV  volume  degli  Atti,  non  più  pubblicati. 

6.  Ma  i detti  diametri  offrono  ancora  un  altro  vantaggio , ed  è 
che  l’iutcrsecazione  delle  due  curve  può  aversi  mediante  la  combi- 
nazione di  un  cerchio  e di  una  iperbole  parilatera  ( curva  che  tra 
le  coniche  è,  dopo  il  cerchio,  la  più  agevole  ad  essere  descritta); 
o pure  mediante  la  combinazione  di  un  cerchio  con  una  para* 
boia  di  dato  parametro , e della  quale  si  potrebbe  perciò  avere 
un  modello  perfettamente  eseguito  : e tutto  ciò  indipendente- 
mente dall’eliminazione  effettiva  di  una  delle  coordinate,  eh’ è 
un’operazione  per  lo  più  assai  laboriosa. 

Di  fatti , rapportando  le  curve  ad  uno  stesso  dei  due  sistemi  di 
diametri  couiugati  paralleli,  l’equazioni  di  esse  avranno  la  forma 
a*y*±b*x*  , a'*  {y — 4)»±à'*(ar  — A)»  = o'*ó'*, 

dove  a,b  esprimono  i semidiametri  della  prima  curva,  scelti  per 
assi  coordinati,  ed  a',à';  4,4  i semidiametri  della  seconda,  c le 
coordinate  del  suo  centro.  Quindi  risolvendole  per  rapporto  ai 
quadrati  x^,y*,  come  se  questi  soltanto  fossero  ignoti,  avremo 
iu  generale  due  equazioni  della  forma 

x'=fx-)r9y±p'-,  y*=war-f  nyrtyv 
ciascuna  delle  quali  dinota  una  parabola  , ma  la  loro  somma  e 
differenza,  riferite  a due  assi  rettangolari,  esprimono  un  cerchio 
ed  una  iperbole  parilatera.  E questo  procedimento  lungi  dal  ve- 
nir meno,  diventa  in  vece  più  semplice  quando  una  delle  curve 
date,  o tutte  due  si  suppongono  parabole. 

Che  se  in  luogo  di  combinare  il  detto  cerchio,  espresso  gene- 
ralmente per  un  equazione  della  forma 

(a:  — c)»-f(y  — rf)»  = r* 

coir  iperbole,  o con  una  delle  precedenti  parabole,  per  esempio 
la  seconda,  si  voglia  far  uso  di  un  preesistente  modello  di  para- 
bola il  cui  parametro  sia  M,  si  farà  capo  dall’ equazioni 
y't= M»'  -t-  n'y'±  y'* , ( c'  )*H-  {y'—  rf' )*=r'» 
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che  diaoUno  colai  modello  parabolico  ed  un  nuovo  cerchio,  0 

che  nascono  dalie  precedenti  equazioni 

y*=tnx-^ny±q*,  (x  — c)*-l-(y  — rf)*=r* 
della  parabola  e del  cerchio  supponendo 


WJ  « _ f/t  - • fTt  • fft  f 

er=-c,J=.-d', 


f» 

M 


m 

’m' 


m 

‘m- 


cioè  a dire  variando  nel  rapporto  di  m ad  M tutte  le  rette  dalle 
quali  dipendeva  la  prima  combinazione  del  cerchio  colla  parabola . 

Note  per  tal  mezzo  le  lunghezze  delle  x'  ed  y' , quelle  di  x 
ed  y si  avranno  posela  con  due  quarte  proporzionali,  e riportan- 
do queste  su  i diametri  coniugati  presi  per  assi  delle  a?  ed  y,  sa- 
ranno determinate  le  intersecazioni  delle  due  curve  proposte. 

7.  Quest’addizione  potendo  esser  utile  per  sostituire  in  parec- 
chi casi  il  cerchio  alle  altre  curve  coniche , non  dee  sembrare 
senza  qualche  interesse  per  la  Geometria  descrittiva, almeno  quan- 
do nella  ricerea  di  alcuni  punti  principali  si  aspira  alla  maggior 
precisione  compatibile  colla  natura  del  processi  meramente  grafi- 
ci; dovendosi  poi  aver  per  fermo  che  il  mezzo  più  acconcio  onde 
aggiungere  il  più  alto  grado  di  esattezza,  è quello  di  determinar- 
ne col  calcolo  le  coordinate  rettangolari.  Soltanto  ci  duole  che 
per  non  rendere  soverchiamente  lunga  questa  medesima  addi- 
zione , e per  non  essere  necessitali  di  accrescere  vieppiù  le  ta- 
vole delle  figure , dobbiamo  astenerci  dal  recare  qui  le  dimo- 
strazioni geometriche  relative  ai  cinque  casi  di  sopra  enunciati, 
e di  quello  innanzi  lutto  che  riguarda  la  combinazione  di  Una 
retta  con  una  curva  conica  diversa  dal  cerchio,  c che  da  un  cer- 
chio può  esser  sempre  rimpiazzala.  Del  resto  tali  dimostrazioni, 
non  essendo  gran  fatto  difficili  , sarà  bene  che  gli  studiosi  con 
loro  utile  esercizio  d’iugcgno  ne  intraprendano  la  ricerca. 
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pre perpendicolare  al  piano  meridiano  corrispondente  . 
La  normale  di  una  superficie  di  rivoluzione  va  sempre  ad 
incontrare  l’asse,  e tutte  le  normali  condotte  per  la  in- 
tera lunghezza  di  uno  stesso  parallelo  formano  un  cono 

retto 

Per  un  punto  dato  su  di  una  superficie  di  rivoluziono  con- 
durle un  piano  tangente 

Costruzione  della  normale  

Maniera  di  delincare  le  proiezioni  di  diversi  meridiani . 

Del  piano  tangente  al  toro  ; ed  osservazione  sulla  posizione 
di  questo  piano  per  rispetto  alla  falda  interna. 
Iperboloide  di  rivoluzione  ad  una  falda;  c dimostrazione  che 
questa  superficie  ammette  due  generatrici  rettilinee. 
Osservazione  sul  piano  tangente  di  questa  superficie.  . 

Le  rette  di  un  medesimo  sistema  non  si  trovano  giammai  a 
due  a due  in  un  medesimo  piano,  eia  superficie  è storta. 
Ciastmna  generatrice  di  un  sistema  taglia  tutte  le  rette  del 
sistema  opposto  , . 


lag. 


i3o. 

131.. .133 

136. 

137. 

i3S,  i3g 

i4o,  i4i 
i4^. 

143.. .  143 
144. 
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Del  cono  assintotico  della  iperboloide i46)  >47 


Rappresentazione  grafica  della  iperboloide i4S...i5i 

Costruzione  del  piano  tangente  a questa  superficie  ; ove  si 
nota  che  questo  piano  è tangente  in  un  sol  punto  ) e se- 
gante in  tutti  gli  altri  

LIBRO  TERZO 

DELLE  SUTEBFICIE  SVILUPPABILI  ED  INVILUPPANTI. 

CAPITOLO  I.  Delle  superficie  sviluppabili,  pag.  io5. 

Definizione  delle  superficie  sviluppabili ib6. 

Principii  del  metodo  infinitesimale  t 

Una  superficie  cilindrica  è sempre  sviluppabile  ; e cosa  di- 
vengano nello  sviluppo  la  sezione  retta  e le  generatrici 

di  questa  superficie  . . i6o,i6i 

Una  curva  situata  sul  cilindro  si  trasforma  in  un’altra  Cur- 
va , i cui  archi  hanno  la  stessa  lunghezza , c di  cui  le 
tangenti  fanno  colle  generatrici  gli  stessi  angoli  che  per 

lo  innanzi 162. 

Condizione  perchè  una  curva  delineata  su  di  un  cilindro  di- 
venga rettilinea  dopo  lo  sviluppo  di  questa  superficie  . 1 63. 
Questa  curva  chiamasi  elica,  ed  essa  è la  linea  della  mtnt- 
fOo  distanza  fra  due  qualunque  dei  suoi  punti.  . . .164. 

Tutte  r eliche  sono  linee  a doppia  curvatura,  eccetto  la  se- 


zione retta 16  fi,  166 

Del  piano  osculatore  di  una  linea  a doppia  curvatura  . .167. 

Del  piano  normale  a questa  curva 16S. 


Una  superficie  conica  è sempre  sviluppabile;  dopo  lo  svi- 
luppo le  generatrici  conservano  le  loro  lunghezze  primi- 
tivo, al  pari  che  gli  archi  di  una  curva  qualunque  deli- 


neata sul  cono  ; c le  tangenti  a questa  lanuo  collo  gene- 
ratrici gli  stessi  angoli  di  prima  169,  170 

Condizioni  perche  una  curva  delincata  su  di  un  cono  am- 
metta una  trasformata  rettilinea  ; essa  è la  linea  di  mi- 
nima lunghezza  fra  due  suoi  punti  qualunque  . . . 171,  172 

Della  curva , di  cui  tutti  le  tangenti  fanno  angoli  eguali 
colle  generatrici .lyS. 
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Delle  supcr/Icic  svjluppabili  generali.  La  loro  proprietà  ca- 
, ratterislica  consiste  nel  poter  essere  generate  da  una  retta 
movibile,  dì  cui  due  posizioni  consecutive  sono  sempre  in 
un  medesimo  piano ^4.  ..176 

Il  piano,  tangente  di  una  $upcrrLCÌe.svituppal>ile  la  tocca  per 
tutta  la  lunghezza  di  una  generatrice 177. 

Dello  spìgolo  di  regresso  di  una  superficie  sviluppabile.  . 178. 

Riepìlogo,  in  cui  si  fa  osservare  che  lo  spigolo  di  regresso 
conserva  la  stessa  curvatura , prima  e dopo  lo  sviluppo  " 
della  superficie 179. 

Prima  maniera  di  generare  una  superficie  sviluppabile,  as-  j 

soggettando  la  retta  movibile  a scorrere  su  due  direttrici.  180. 

Una  sola  dirctliree  basto , qualora  si  vuole  che  la  retta  mo- 
vibile le  rimanga  costantemente  tangente 181. 

Altre  manìercdigcncrazione,le  quali  permeltcno  di  riguar- 
dare tutta  la  superficie  sviluppabile  come  l’inviluppo  di 
un  piano  movibile  i8b,..i86 

Condizione  perchè  una  curva  delineata  su  di  una  superficie 
sviluppabile  sia  la  linea  di  mtuima  lunghezza  tra  due  qua- 
lunque suoi  punti jSj. 

La  linea  di  miujma  lunghezza  su  di  una  superficie  sviluppa- 
bile ha  sempre  i suoi  piani  osculatori  normali  a questa 
superficie 188. 

Lo  stesso  teorema  è vero  per  la  linea  di  n.inima  lunghezza 
delincata  su  di  una  superficie  qualunque 189. 

CAPITOLO  IL  Delle  superjicie  inviluppanti,  pag.  ja5. 


Definizione  degli  inviluppi,  delle  inviluppate,  e delle  carat- 
teristiche   190. 

Esempio  di  una  superficie  di  rivoluzione  che  è F inviluppo 
di  una  sfera  movibile,  o di  un  cono  movibile,  o di  un 

cilindro 191. ..196 

Uso  degl’ inviluppi  nelle  arti igS. 

Sviluppate  delle  curve  piane,  sviluppanti , e raggi  di  cur- 
vatura   197. ..199 

Esempi  di  sviluppate  per  le  sezioni  coniche  . . > . . soo. 

Spirale  sviluppante  di  un  cerchio . .201. 


Superficie  a canale  j la  caratteristica  è un  cerchio  di  raggio 
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costante , sempre  normale  alla  curva  direltrice  . . . ao2...ao4 

Le  carattcristiebe,  intccsccandosi  consecutivamente,  forma- 
no uno  spigolo  di  regresso  per  l’inviluppo  . . . . ao5...ao8 

LIBRO  QUARTO 

DELLE  IKTERSECAZIONI  DELLE  SUPERFICIE. 


CAPITOLO  I. /*nVic«Vw.9g»erait  ....  pag.  137. 


Maniera  generale  per  trovare  l’intersecazione  di  due  super- 
ficie  

Metodo  por  costruire  la  tangente  all’intersecazione  . ■ 

Altro  metodo  mediante  il  piano  normale 

Caso  in  cui  la  linea  d’intersecazione  diviene  una  linea  di 
contatto ....  . . . • , 


209 

213. 

214. 


BSS. 


aia 


CAPITOLO  li.  Delle  sezioni  piane  . , . pag.  142- 

Sezione  di  un  cilindro  retto  con  un  piano  dato  . . . . 

217, 

218 

217. 

Alihnssamento  della  intersecazione  e della  sua  tangente. 

219.. 

..22( 

Sviluppo  della  supcrScie , e trasformala  della  intcrsecazio- 

ne  ; (juesta  trasformata  è una  sinusoide.  . . . . . 

222. 

..223 

Nota  dell’autore,  ed  addizione  dei  traduttori  . . . . 

222. 

Osservazione  sul  punto  di  flessione  di  questa  trasformata  . 

226. 

utilità  di  questi  sviluppi  nelle  arti 

227. 

Altra  soluzione  dell’  intersecazione  di  un  cilindro  retto  con 

un  piano  ...» 

Trovare  i punti  d’incontro  di  un  piano  con  una  curva  . 

233. 

Considerazioni  sulla  curva  di  errore 

234. 

Sezione  retta  di  un  cilindro  obliquo 

233.. 

..237 

Altro  metodo 

238. 

Costruzione  dei  punti  notabili  . . • 

23g. 

Tangente  alla  intersecazione  ed  abbassamento  .... 

e4o.. 

.24b 

Sviluppo  della  superficie,  e trasformata  della  base  primitiva. 

243.. 

..243 

Sezione  di  un  cono  retto  con  un  piano 

246.. 

..241^ 

Tangente  alla  sezione  ed  abbassamento  . . . ...  • 

249» 

2’jo 

Sviluppo  della  superficie,  c trasformata  della  sezione  .*.  . 

..234 
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Equazione  della  trasformala 

Caso  in  cui  la  sezione  conica  è una  iperbole  .... 

aS5 , ali6 

Ricerca  deg;li  assintoti  ed  abbassamento 

a!Ì7...a6o 

Sviluppo  della  superficie  conica,  e trasformata  della  sezione 

coi  suoi  assintoti 

Sezione  piana  di  un  cono  qualunque , c sviluppo. 

a64...a66 

Sezione  di  un  toro  col  suo  piano  tangente.  .... 

867. ..869 

La  tangente  al  punto  multiplo  sarò  costruita  in  seguito. 

a68. 

Sezione  di  una  iperboloide  di  rivoluzione  ad  una  falda  con 

un  piano  dato 

Discussione  relativa  ai  vertici,  ed  al  genere  della  sezione 

878,  874 

Tangente  alla  sezione  ed  abbassamento 

87$,  27C 

Caso  in  cui  la  sezione  è una  iperbole 

277. ..879 

Ricerca  degli  assintoti 

a8o...883 

Intersecazione  di  una  retta  con  una  iperboloide  di  rivolu* 

zione  ad  una  falda 

CAPITOLO  III.  Intersecazione  di  due  superficie  curve, 
pag i88. 

Intersecazione  di  due  cilindri 

co; 

CI 

co 

00 

01 

Punti  notabili , e tangente  all'  intersecazione 

ago.. .293 

Regola  per  discernere  i punti  visibili  dai  punti  invisibili  . 

894- 

Distinzione  dei  casi  di  penetrazione  e di  sfaldatura  . . . 

29I). 

Osservazioni  sui  rami  infiniti 

296. 

Intersecazione  di  due  superficie  coniche 

*97,  298 

Punti  notabili 

299,  3oo 

Della  tangente , c dei  punti  il  più  alto  od  il  più  bosso  . 

3oi,  3oa 

Regola  per  distinguere  gli  archi  visibili 

3o3...3o5 

Altro  esempio  che  dà  luogo  a rami  infiniti 

3o6...3ia 

Ricerca  degli  assintoti 

3i3...3i5 

IntpisoTiiKÌonA  Hi  iin  rnnn  r di  un  <^i1indrn  ..... 

3ifi...3i8 

Intersecazione  di  un  cono  e di  sfera  concentrica  .... 

3i9...3ai 

Della  tangente,  e del  punti  ove  questa  retta  è orizzontale  . 

3a2 , 3a3 

Condurre  una  normale  ad  una  curva  da  un  punto  dato  nel 

SUO  piano  • 

Condurre  una  tangente  ad  una  curva  da  un  punto  dato  nel 

SUO  piano 

Altra  soluzione  di  quest’ultimo  problema 

3a8. 
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Sviluppo  di  una  superficie  conica  a base  qualunque.  . 

4^7 

. 33o,  33i 

Intersecazione  di  due  superficie  di  rivoluzione,  i cui  assi  s’in- 

contrano 

La  tangente  alla  curva  può  costruirsi  con  due  metodi  . 

. 338,  33g 

Il  secondo  metodo  è applicabile  ai  punti  singolari  . 

. 34o. 

Intersecazione  di  una  paraboloide  con  una  iperboloid 

e. 

amendue  di  rivoluzione,  e delle  quali  gli  assi  si  tagliano.  34i...344 

Nola  dei  traduttori 

■ 844. 

Costruzione  della  tangente  alla  intersecazione  . . . 

CO 

LIBRO  QUINTO. 

DEI  PIANI  TANGENTI  IL  CUI  PUNTO  DI  CONTATTO  NON  È DATO. 

CAPITOLO  I.  Dei  piani  tangenti  condotti  da  un  punto 
fuoi  i la  superficie pag.  225. 

Per  ogni  superficie  esiste  generalmente  un  cono  circoscritto 
il  cui  vertice  è nel  punto  dato , e di  cui  la  linea  di  con- 
tatto somministra  tutte  le  soluzioni  del  problema  attuale.  3^7.. .35a 
Per  una  superficie  sviluppabile  il  problema  diviene  deter- 
minato, essendoché  il  cono  circoscritto  riduccsi  ad  uno  o 

più  piani  tangenti 349  > 3i>o 

Per  una  superficie  di  secondo  grado  la  curva  di  contatto  di 
un  cono  circoscritto  è sempre  piana , cd  il  suo  piano  tro- 
vasi coniugato  col  diametro  che  passa  pel  vertice  del  cono.  3 33 ... 3 o 3 
In  ogni  superficie  di  secondo  grado  le  sezioni  parallele  sono 
curvo  simili , i cui  centri  sono  allogati  sul  diametro  con- 
iugato a quello  di  questi  piani  il  quale  passa  pel  centro 

della  superficie 334< 

Trovare  la  curva  di  contatto  di  una  superficie  di  rivoluzione 
con  un  cono  circoscritto,  il  cui  vertice  è dato  . . . 33G. 

Metodo  del  parallelo 3j7...3jg 

Metodo  del  meridiano 36o,  3Gi 

Costruzione  dei  punti  notabili 3G2...3G4 

Terzo  metodo  per  mezzo  di  una  inviluppata  sferica  . . . 3G3 , 3GG 

Per  un  punto  dato  condurre  ad  una  superficie  di  rivoluzio- 
ne un  piano  tangente , clic  la  tocchi  in  un  parallelo  o in 
un  nieridianó  dato 3G?  , 3C8 
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488 

'Trovare  la  curva  di  coiitaUo  di  una  superficie  gualumtue  ili 
secondo  grado  con  un  cono  circoscritto  , il  cui  vertice  è 

dato.  . ^ 3fin...37r 

Punti  notabili 372.. .375 

CAPITOLO  II.  Dei  piani  tangenti  paralleli  ad  una  retta 
data pag.  242. 

Per  ogni  superficie  esiste  generalmente  nn  cilindro  circo- 
scritto,  i cui  lati  sono  paralleli  ail  una  retta  data,  c di  cui 
la  L'nca  di  contatto  somministra  tutte  le  soluzioni  del  pro- 
blema attualo 877,  38o 

Quando  la  superficie  è sviluppatile,  il  problema  diviene  de- 

terminato Stq. 

Per  una  superllcic  di  secondo  grado  la  linea  di  contatto  del 
cilindro  circoscritto  è sempre  piana,  c situata  in  un  piano 
diametrale  eli’ è coniugato  col  diametro  parallelo  al  ci- 
lindro ■ . . 38 1 , 382 

Trovare  la  curra  di  contatto  di  una  superficie  di  rivoluzione 
eoa  un  cilindro  circoscritto  e parallelo  ad  una  retta  data.  383. 

Metodo  del  parallelo 384  , 385 

Metodo  del  meridiano 386,  887 

Punti  notabili.  588. ..890 

Terzo  metodo  mediante  una  inviluppata  sferica  . . . .391. 

Condurre  un  piano  tangente  ad  una  superficie  di  rivoluzio- 
ne, che  sia  parallelo  ad  una  retta  data,  e clic  la  tocchi  in 

un  parallelo  o in  nn  meridiano  dato 832 , SgS 

Trovare  la  curva  di  contatto  di  una  superficie  qualunque  di 
secondo  grado  con  un  cilindro  circoscritto  e parallelo  ad 
una  retta  data 3q4. 

C.APITOLO  III.  Dei  piani  tangenti  condotti  per  una  ret- 
ta data.  . ...  ...  . . . pag.  a53. 


Il  mezzo  generale  di.  soluzione  consiste  nel  cercare  i punti 
comuni  alle  curve  di  contatto  di  due  poni  eircnsrritti  «Ila 
siipcrilcie,  i vortici  dei  quali  sono  sulla  retta  data  . . SgS  , 897 

Si  può  anche  combinare  una  di  queste  curve  di  contatto  con 
quella  del  cilindro  circoscritto  parallelo  alla  retta  data  . 3q6. 
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Conscgncntc  particolari  per  le  superficie  e le  curve  di  s» 

condo  grado  3q8, 

Por  una  retta  data  condurre  na  piano  tangente  ad  una  sfera.  < ; 4o^ 

Secondo  e terzo  metodo . • • ■ .4o3i  4o4 

Quarto  metodo,  utile  sopra  tutto  tpiando  le  tracce  della  ret- 
ta sono  a distanze  considerevoli . jjoS. 

Per  una  retta  data  condurre  un  piano  tangente  ad  una  su- 
perficie di  rivoluzione.  

Casi  particolari 4<>7. 

Duo  altri  metodi  particolari  per  le  superficie  di  secondo 

grado 4o8,  4<>9 

Per  una  rotta  data  condurre  un  piano  tangente  ad  una  iper- 
boloide storta  di  rivoluzione  ■ 4io...4»4 

Altra  soluzione  del  medesimo  problema  ■ , . . . . 4*0; 

Per  una  retta  data  condurre  un  piano  tangente  ad  una  su- 


perficie qualunque  di  secondo  grado 4r7-..4»9 

Altro  metodo  per  cui  si  pongono  in  opera  solamente  la  li- 
nea retta  ed  il  cerchio 480 

CAPITOLO  IV.  De’  piani  tangenti  paralleli  ad  un  piano 
dato  ...........  pag.  267. 

Metodo  generale  per  risolvere  i problemi  di  questo  genere.  4^*  ? 4^^ 
Essi  si  riducono  a condurre  ima  normale  parallela  od  una 

retta  dola . 4z2. 

Casi  particolari , in  cui  la  soluzione  si  simplifica.  . . . 4^4v 

CAPITOLO  V.  Dei  piani  tangenti  a più  super^cie,  pag.  269 . 

Metodo  generale  per  trovare  un  piano  che  tocchi  nello  stes- 


so tempo  due  superficie  date 4»^- 

Superficie  sviluppabile  circoscritta  alle  due  superficie  pro- 
poste   4^fi)  4^7 

Caso  in  cui  una  delle  superficie,  o amendue  sono  sviluppabili  4^^  > 4^9 
Per  un  punto  dato  condurre  un  piano  tangente  a duo  supcr- 

ficie 

Del  piano  ebe  tocca  tre  superficie,  o un  più  gran  numero  . 43t  ..43S 
Trovare  un  piano  clic  tocchi  contemporaneamente  una  sfera 
ed  un  cono  retto.  . ! i i i '•  ^ ^ ^ T434. . -436 

^ 6à 
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Per  un  pnnto  dato  condurre  un  piano  tangente  a due  sfere.  437> . .44» 
Trovare  un  piano  clic  sia  tangente  a (re  sfere  ....  44i-"444 
Conseguenza  relativa  alle  tangenti  comuni  a tre  cerchi  , 44^' 

LIBRO  SESTO 

QUISTIONI  DIVERSE. 

CAPITOLO  I.  Delì'eHcae  dell'elicoide  stUuppaiUe  , poe 
gina 878. 


Definizione  dell’elica 44^;  44? 

Ricerca  della  sua  tangente;  lunghezza  dalla  sottangcntc  . 44^;  449 

L’ inclinazione  delle  diverse  tangenti  sulle  generatrici  b co- 

costantc J^^o. 

La  limgliczza  di  un  arco  di  elica  è quanto  qnclla  della  sua 

tangente . 449 • 

Costruire  le  proiezioni  di  un’elica  tracciata  su  di  un  cilin- 
dro retto  a base  circolare;  equazioni  di  queste  proie- 
zioni   SSi. 


Costruzione  della  tangente  all’elica;  il  lungo  dei  piedi  di 

tutte  le  tangenti  è la  sviluppante  della  base  del  cilindro.  4^^  ? 4^3 
Condurre  ad  un’elica  una  tangente  che  sia  parallela  ad  un 

piano  dato,  o ad  una  retta  data 4i>4?  4SS 

Elicoide  sviluppabile:  sua  generatone  e rappresentazione 

grafica 4^6 , 4^7 

Può  agevolmente  costruirsi  questa  superficie  in  rilievo  . . 458. 

Le  sezioni  orizzontali  sono  spirali  sviluppanti  del  cerchio,  le 
qiiali  manifestano  chiaramente  il  regresso  delle  due  falde.  4^9- 
Le  sezioni  fatte  da  cilindri  concentrici  con  quello  dclPclica 

primitiva  sono  altre  eliche  dello  stesso  posso  della  prima.  4^0 , 4^i 

Del  piano  tangente  all’ elicoide.  46^;  4^^ 

Sviluppo  della  elicoide  ; in  questa  trasformazione , le  eliche 

divengono  cerchi  concentrici.  .......  . 46S...468 

CAPITOLO  11.  Z>e/fe  epicicloidi pag.  291. 


Generazione  della  epicicloide  sferica  .......  4^9  ^ 47° 

Costruzione  delle  proiezioni  di  questa  curva 47»  •••47^ 
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La  rotta  che  unisce  il  punto  generatore  coi  puato  di  contat 
to  dei  due  cerclii  è sempre  normale  alla  epicicloide  . 


(Costruzione  della  tangente  air epicicloide 475,  47<> 

Altro  metodo  che  si  applica  anche  ai  punti  singolari  . . 477 •••479 
Osservazioni  sui  piani  tangenti  al  cono  cpicicloidale  . . 4^o,  4^t 

Epicicloidi  piane , allungato  o accorciate . ....  . 48a  , 483 

Epicicloide  rettilinea  adoperata  negl’  incastri 484- 

Altri  generi  particolari  di  epicicloidi 4^5 , 486 

Nota  sull’  equazioni  delle  epicicloidi 485- 


CAPITOLO  111.  SuUe  sfere  e le  piramidi.  . pag.  3o2. 


Trovare  T intersecazione  di  tre  sfere  date  ■ 487. 

Conseguenza  relativa  alla  intersecazione  di  tre  cerchi  ■ . 488. 

Costruire  una  piramide  i cui  sei  lati  sicno  conosciuti  . . 489- 

Circoscrivere  una  sfera  ad  una  piramide  triangolare  . . 4<)o. 

Iscrivere  una  sfera  in  una  piramide  triangolare.  . . 49^  > 49^ 

Trovare  una  sfera  tangente  a quattro  piani 49^- 

Costruire  un  punto  di  cui  si  conoscono  le  distanze  da  tre 

punti  dati,  o da  tre  piani  dati,  0 da  tre  rette  date  . . 494 > 49Ì> 

Nota  dei  traduttori 49^- 

Determinazione  di  un  punto  mediante  la  conoscenza  dei  tre 
angoli  che  fanno  colla  verticale , oppure  tra  loro , i rag- 
gi visuali  diretti  da  quel  punto  a tre  punti  conosciuti  . 49C..  499 

Nota  dei  traduttori . 49l>' 

Altra  nota  dei  traduttori 499 • 


LIBRO  SETTIMO 

DELLE  SUPERFICIE  STORTE. 

CAPITOLO  1.  ■ Nozioni  generali  sulle  superficie  storte, 
pag 3ai. 

Definizione  generale  delle  superficie  storte ’Joo. 

Ne  risulta  che  i piani  tangenti  relativi  ai  diversi  punti  di 
una  stessa  generatrice  sono  distinti  gli  imi  dagli  altri . ■ !>o  i . 

Il  piano  eh’ è tangente  ad  una  superficie  storta  in  lui  punto 
trovasi  segante  in  tutti  gli  altri  punti  comuni-  . . • ooz. 
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II  mezzo  generale  di  far  dcscrÌTcrc  una  supcrneie  storta  da 
una  retta  movibilc  si  è di  assoggettar  questa  a scorrere 

su  tre  cui>vo  fisse So3 , 5o4 

Può  farsi  scorrere  la  retta  movibile  su  due  curve)  lasciando- 
la parallela  ad  uii  piano  direttore  Reso 5oS. 

Altre  condizioni  che  possono  regolare  il  movimento  della  ge- 
neratrice   5o6...5oS 

Definizioni'  dei  conoidi  e ddle  superficie  storte  del  secondo 
grado  $09. 

CAPITO  II.  Della  iperboloide  ad  una  falda.  , pag.  327. 

Generazione  di  questa  superficie;  es<«  è storta  . . . .3io...3i2 

Questa  superficie  ammette  un  secondo  modo  di  generazione 

in  cui  Io  generatrici  divengono  direttrici 3i3.,.5l7 

Lemma  sui  segmenti  formati  da  una  retta  che  taglia  i tre 

lati  di  un  triangolo  3i4- 

Lemma  sui  segmenti  formati  da  due  rette  clic  si  tagliano, 

appoggiandosi  sui  lati  opposti  di  un  quadrilatero  storto  . !>i3,  5 16 

Del  piano  tangente  alla  iperboloide . fiig. 

L' iperboloide  ammetto  un  centro , il  quale  è dato  dalla  in- 
tersecazione di  tre  piani  condotti  ciascuno  per  due  gene- 
ratrici parallele  . Sao , 'J2 1 

Epilogo  delle  proprietà  precedenti , ove  si  osserva  che  una 
retta  non  può  incontrare  l’ iperboloide  in  più  di  due 

punti.  5a>. 

Identità  della  presente  superficie  storta  colla  iperboloide  ad 
una  falda,  che  fa  parte  delle  cinque  superficie  di  secondo 

grado . 5a3. 

Si  dimostra  sintcticammile  clic  quest’  ultima  iperboloide  am- 
mette in  realtà  due  sistemi  di  generatrici  rettilinee  . . !>e4"-528 

Costruzione  del  piano  tangente  a questa  iperboloide  . . 5ag. 

Maniera  di  stabilire  una  convenevole  simmetria  nel  disegno 

della  figura 53o. 

Del  cono  ossintotico  della  iperboloide  liSx. 

Discussione  sul  genere  della  sezione  che  produce  nella  iper- 
boloide un  piano  segante  dato 532..  .53$ 

Trovare  sulla  iperboloide  una  generatrice  parallela  ad  un 
piano  dato 536. 
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CAPITOLO  \\\.  . Della  paraboloide  iperbolica , p4g.  345< 

Generazione  dì  questa  superficie;  essa  è storta  . . • . S38 

Ogni  piano  parallelo  alle  due  generatrici  taglia  la  superfi- 
cie secondo  una  retta !53g. 

Ne  seguita  che  la  paraboloide  ammette  un  secondo  modo 
di  generazione , in  cui  le  direttrici  sono  due  generatrici 
primitive  , ed  il  piano  direttore  è diverso  dal  primo.  . 34o- 
La  paraboloide  ammette  ancora  due  altri  modi  di  genera- 
zione, in  cui  si  adoperano  per  direttrici  tre  rette  paral- 


lele ad  un  medesimo  piano  . 34<  •’ 

Riepilogo  delle  proprietà  precedenti , in  cui  si  osserva  che 
una  retta  non  può  incontrare  la  paraboloide  in  più  di  duo 

punti 34z< 

Maniera  di. costruire  un  Qiodello  in  rilievo  della  paraboloide.  343. 

Del  piano  tangente  alla  paraboloide 344  ; !>4^ 

Identità  della  superficie  storta  attuale  colla  paraboloide  i- 
perbolica , che  fa  parte  delle  cinque  superficie  di  secondo 
grado 346  • 


Discussione  sul  genere  della  sezione  cui  produce  nella  pa- 

rabolpide  un  piano  segante  dato 347>--33a 

Trovare  sulla  paraboloide  una  generatrice  parallela  ad  un 

piano  dato 333. 

Rappresentazione  grafica  di  una  paraboloide  determinata  da 
due  direttrici  rettilinee  ed  un  piano  direttore  . . . . 334--*33g 
Determinazione  del  vertice  c dell’asso  della  superficie  . . 36o. 

Sezioni  perpendicolari  all’asse 3Gi> 

Del  piano  tangente  alla  paraboloide 36a. 

CAPITOLO  IV.  Dei  piani  langenti  alle  tuperficie  etorie 
generali. pag.  338. 

Allorcbè  due  superficie  storte  hanno  tre  piani  tangenti  co- 
muni , ed  i loro  punti  di  contatto  sono  situati  sulla  stessa 
generatrice , queste  superficie  si  toccano  per  tutta  la  lun- 
ghezza di  questa  retta 363. 

Allorclic  le  superficie  storte  hanno  un  piano  direttore  comu- 
ne, basta  ch’esse  abbionq  due  pioni  tangenti  comuni,  per 
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toccarsi  secondo  tutta  la  lunghezza  della  generatrice  co- 
mune . S64- 

Metodo  generale  per  trovare  il  piano  tangente  di  una  super- 
ficie storta  in  un  punto  dato  su  di  una  generatrice  . . 565.  ..568 

Caso  iu  cui  una  delle  direttrici  è superficie 56g. 

Caso  in  cui  non  si  conoscono  le  tangenti  alle  direttrici . . 570. 

Ogni  piano  condotto  per  una  generatrice  di  una  superficie 
storta  è tangente  in  un  certo  punto  che  può  determinarsi.  57 1 . 
Costruire  la  tangente  ad  una  curva  delineata  a capriccio  . 678. 

Del  piano  tangente  ad  una  superficie  storta,  allorquando  es- 
so deve  passare  per  un  punte  doto  573.. .576 

Caso  in  cui  questo  piano  deve  passare  per  una  retta  data  . 577.. .579 
Caso  in  cnì  deve  essere  parallelo  ad  un  piano  dato  . . . 58o...588 

In  ogni  superficie  storta  il  luogo  delle  normali,  condotte  pei 
diversi  punti  di  una  stessa  generatrice,  è una  paraboloide 
ipcrboL'ca 583. 

CAPITOLO  V.  Esempi  diversi  di  si^>erficie  storie , pa- 
gina   368. 

Generazione  c rappresentazione  di  un  conoide  retto . . .584,  585 

Costruzione  del  piano  tangente  per  diversi  punti  di  una 

stessa  generatrice 586. ..588 

Conoide  circoscritto  ad  una  sfera 58q  ...591 

Costruzione  del  piano  tangente 


Cilindroide.  Generazione  di  questa  superfieie  ch’è  storta.  . 5g4i  S90 
Costruzione  del  piano  tangente  e della  normale  ....  5g6 , 597 
Elicoide  storta.  Generazione  di  questa  superficie , c costru- 
zione delle  sue  generatrici  598... 600 

Secondo  modo  di  generazione  per  questa  superficie.  . .601. 

Terzo  modo  di  generazione 608 , 6o3 

L’elicoide  storta  ammette  una  falda  superiore,  che  taglia 

l’altra  falda  secondo  eliche  dello  stesso  posso 6o4. 

Rappresentazione  completa  della  superficie  cogl’inviluppi 

delle  generatrici , c gli  assintoli 6o5. 

Sezioni  notabili  ; quelle  prodotte  da  pioni  segauti  orizzon- 

zoutali  sono  .spirali  di  Archimede 606... 608 

Costruzione  del  piano  tangente  alla  elicoide  per  im  punto 

dato  su  di  una  generatrice 609... 61 8 
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Della  paraboloide  di  accordamento 6i3,  6i4 


Trovare  il  punto  di  contatto  della  elicoide  con  un  piano  da- 
to che  passa  per  una  generatrice  assegnata  . . . . Ci3. 

Elicoide  storta  a piano  direttore 6i6...6ao 

Della  vite  a risalto  triangolare.  Generazione  del  risalto , o 
rappresentazione  completa  della  vite  cogl’inviluppi  delle 

generatrici 621.. -626 

Della  vile  a risalto  quadrato 62'^.. .629 

Del  conoide  in  uso  nella  volta  anulare.  Determinazione  del- 
le curve  espresse  dagli  spigoli 63o...63* 

Le  proiezioni  di  queste  curve  sono  spirali  di  Archimede.  . 633 , 634 

' Nota  sull’ equazioni  di  queste  curve 634. 

Della  tangente  alla  curva  di  spigolo  per  un  punto  qualunque  63  j. 
Costruzione  di  questa  retta  nel  punto  multiplo  ....  636., 

Si  può  costruire  la  tangente  al  punto  della  curva  d’imposta- 
tura mediante  un  metodo  semplicissimo  , che  si  applica 
pure  od  un  punto  qualunque 637 , 638 

1.IBR0  OTTAVO 

DELLA  CURVATURA  DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE. 

CAPITOLO  I.  Sulla  curvatura  e le  sviluppate  delle  linee, 
pagina 3g4. 

Definizione  dei  contatti  di  diversi  ordini  tra  due  curve;  del 
cerchio  osculatore,  e del  piano  osculatore  per  un  punto 

dato  su  di  una  curva 639.. .64* 

La  curvatura  di  una  curva  in  ciascun  punto  ha  per  misura 
precisa  il  rapporto  dell’  unità  al  raggio  del  cerchio  oscu- 
latore   643. 

Le  curve  storte  non  hanno  che  una  sola  curvatura , ma  es- 
se presentano  un  torcimento  che  è misurato  dolP angolo 

di  due  piani  osculatori  convicini 644- 

1 roggi  di  curvatura  di  una  curva  storta  non  si  tagliano 
consecutivamente,  e quindi  i centri  di  curvatura  non  for- 
mano una  sviluppata 640—647 

Una  curva  storta  ammette  un  infinito  novero  di  evolute,  si- 
tuate tutte  su  di  una  superficie  sviluppabile,  sulla  quale 
esse  sono  le  linee  di  minima  distanza C48,  649 
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Caso  in  cui  U curva  proposta  è sferica 6S0. 

Se  essa  è piana,  tutte  le  sue' sviluppate  divengono  cliché  . 65i. 
Osservazioni  sulla  posizione  del  cerchio  osculatore,  e del  pia- 
no osculatore , i quali  per  l’ordinario  tagliano  la  curva 

proposta.  ' • 65s,  6S3 

Costruire  il  piano  osculatore  relativo  ad  un  punto  dato  su  di 
una  curva  . 1 . . . . . . . . . . . 6^4* 

' Cosfruire  il  raggio  di  curvatura  di  una  curva  in  un  punto 

dato  6!i5,  6!i6 

Nota  dei  traduttori 6S6. 

Metodo  generale  per  costruire  una  sviluppata  dì  una  curva 

qualunque,  ed  il  luogo' dei  suoi  centri  di  curvatura.  . 6Sj,  65S 
Essendo  data  un’elica  a base  circolare,  costruire  il  luogo  dei 
suoi  centri  di  curvatura , ed  una  delle  sue  sviluppate.  ^ 
dimostrasi  dapprima  che  il  luogo  di  tutte  le  sviluppate  è 
una  elicoide  sviluppabile,  il  cui  spigolo  di  regresso  contie- 
ne i centri  di  curvatura  dell’ elica  primitiva  ....  6^9,  66a 
11  raggio  di  curvatura  dell’clira  primitiva,  e quello  dell’eli- 
ca spigolo  di  regresso  dell’elicoide,  sono  eguali  ciascu- 
no alla  somma  dei  roggi  dei  cilindri , sui  quali  sono  allo- 
gate queste  due  eliche 661,  fida 

Rcciprocanza  tra  gli  angoli  di  contatto  e di  torcimento  d> 
queste  due  eliche,  e nota  su  di  una  circostanza  analoga.  66a. 
Costruzione  di  una  sviluppata  dell’elica  primitiva;  dei  suoi 

diversi  rami,  e dei  loro  assùntoti 663. ..669 


CAPITOLO  11.  De/la  curvatura  delle  euperjicie,  p.  4*** 


DeGnìzione  di  due  superficie  osculatrici  in  un  punto  comune  670. 
Relazione  tra  i raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  che 

passano  per  uno  stesso  vertice  di  una  ellissoide  . . .671. 

Relazioni  analoghe  per  un  vertice  reale  di  una  iperboloide 

storta  672.. 

Dei  piani  normali  limili .673. 

Per  ciascun  punto  di  una  qualsivoglia  superficie  esistono 
due  sezioni  normali  principali , allogate  in  piani  perpen- 
dicolari fra  loro,  e dello  quali  una  ha  un  raggio  di  cur- 
vatura minimo,  c 1’  altra  massimo;  e questi  raggi  sono 
legali  con  quelli  di  una  altra  sezione  normale,  mediante 
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una  relazione  identica  a quella  da  noi  trovata  per  le  su- 
perficie di  secondo  grado C78. 

Discussione  della  curvatura  delle  sezioni  normali  in  una  su- 
perficie convessa;  c degli  umbilici 677,  678 

Discussione  analoga  per  una  superfìcie  non  convessa;  c pia- 
ni normali  limiti  . . 679.. .681 

Si  dimostra  sintetieamcntc  che  in  ogni  punto  di  una  qual- 
sivoglia superfìcie  può  trovarsi  una  ellissoide,  o una  iper- 
boloide storta  che  sia  osculatrice  della  superficie  propo- 
sta   C82...684 

Delle  lince  di  curvatura  di  una  superficie.  Dimostrasi  dap- 
prima che  al  vertice  di  una  ellissoide  o di  una  iperboloide 
storta  non  esistono  che  due  lince  di  curvatura.  . . . 683. ..687 

Dimostrasi  parimenti  che  su  di  una  qualsivoglia  superficie 
non  hanno  luogo  per  ciascun  punto  che  due  lince  di  cur- 
vatura, le  quali  sono  rettangolari,  essendoché  si  trovano 

tangenti  alle  due  sezioni  principali 688  ..692 

Esempi  diversi  delle  linee  di  curvatura  c delle  sezioni  prin- 
cipali , sulle  superficie  di  rivoluzione,  sui  cilindri , i coni 


le  superficie  sviluppabili , c le  superficie  storte  . . . 693...6g9 
Delle  due  falde  che  contengono  i centri  delle  due  curvature 

di  una  superficie  qualunque 700.., 706 

Nota  dei  traduttori 701. 

Della  linea  delle  curvature  sferiche 707  j 8u8 

Osservazioni  circa  le  applicazioni  di  queste  teoriche  a talu- 
ne arti 709  ,710 

Determinazione  grafica  delle  lince  di  curvatura . . . .711.  ..717 


Nelle  superficie  non  convesse  i piani  normali  Umili  hanno 
per  tracce  sul  piano  tangente  le  tangenti  alla  interseca- 
zione di  questo  piano  colla  superficie 716. 

Applicazione  alla  ricerca  delle  tangenti  nel  punto  multiplo 
della  sezione  del  toro  col  suo  piano  tangente  . . . .719. 

Spiegazione  della  costruzione  delle  linee  di  curvatura  su  di 

una  ellissoide  a tre  assi  diseguali 721... 720 

Applicazione  di  questi  risultamenti,  proposta  dal  Alongc.  . 726... 72S 
Costruzione  dell’  iperboloide  osculatrice  di  una  superficie 
storta  per  tutta  la  lunghezza  di  una  generatrice  . . . 729. 
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. pag.  4j2. 


Allorclié  uu  cilindro  penetra  in  una  sfera  per  una  curva 
piana , la  curva  di  uscita  è anclic  piana , ed  eguale  alla 

. curva  di  entrata.  . 7?o. 

Nell’intersecazione  di  un  cono  con  una  sfera,  se  la  curva 
di  entrata  è piana , la  curva  di  uscita  lo  è parimente;  ed 
essa  è appunto  la  sezione  antiparallela  del  cono  . . . 731 , 732 

Allorché  due  cilindri  di  secondo  grado  si  tagliano  secondo 

una  curva  piana , la  curva  di  uscita  è anche  piana  . . 733,  734 

Allorché  due  superfìcie  di  secondo  grado  bornio  un  asse  co- 
mune, esse  non  possono  intersecarsi  che  secondo  due  cur- 
ve pione. 733 , 736 

La  stessa  conseguenza  ha  luogo  per  due  superficie  di  secon- 
do grado , le  ({uali  hanno  due  piani  tangenti  comuni  e 

paralleli 737. 

Dimostrazione  diretta  pel  coso  di  due  volte  cilindriche  che 
hanno  lo  stesso  piano  d'impostatura , e la  stessa  altezza  . 73S. 
Osservazione  sulla  tangente  alla  intersecazione  di  due  super- 
ficie nel  punto  particolare  ove  esse  si  toccano.  . . .739. 

Teorema  sulle  tangenti  coniugate  . ......  . 741...743 

Dui  disegni  forniti  di  nolarilievo  ....  pag.  460. 


Utilità  di  questo  modo  di  rappresentazione  in  talune  arti.  . 744. 
Definizione  grafica  di  un  punto  c di  una  retta  ; costruzione 
della  scala  di  pendio  di  questa  linea;  problemi  diversi 
sulle  retto 74i-^-.75a 

Rappresentazione  grafica  di  una  curva 7^3. 

Rappresentazione  grafica  di  un  piano  limitato;  per  un  pia- 
no indefinito  basta  dare  la  sua  scala  di  pendio  graduala.  7 34  . . 7 36 

Problemi  diversi  sui  piani  e sulle  retto 707. ..77* 

Le  superficie  curve  si  rappresentano  per  mezzo  di  sezioni  di 
' livello  equidistanti,  munite  di  notarilievo;  elementi  delle 

linee  del  massimo  pendio 

Trovare  il  notarilievo  di  un  punto  allogato  su  di  una  super- 
ficie concsciula,  c dato  mediante  la  sua  proiezione  orizzon- 
tale ; c rcciprocameutc  777,  77S 
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Coftruire  il  piano  tangente  per  un  punto  dato  su  di  una  ni- 

perticie  conosciuta 779 , 780 

Osserrazioni  sulla  posizione  di  un  piano  tangente  per  rispet- 
to alla  superficie  781. 

Trovare  l'intersecazione  di  un  piano  dato  con  una  nota  su- 
perficie   . 78‘Z,  783 

Trovare  la  intersecazione  di  una  retta  data  con  una  super- 
ficie definita 784- 

- Intersecazione  di  due  note  superficie,  0 di  una  superficie  con 

una  curva 78I),  788 

Addizione  dei  traduttori pag.  478. 


Determinare  le  intersecazioni  di  due  ellissi  concentriche  e 
di  assi  dati  in  grandezza  ed  in  sito , indipendentemente 
dalla  descrizione  di  una  di  esse , o di  tutte  due  . . . num.  i. 


Si  osserva  che  la  soluzione  del  problema  sussiste  ancora 
quando  una , o tutte  due  le  ellissi  sono  date  per  la  cono- 
scenza di  due  diametri  coniugati,  in  luogo  degli  assi.  . > >. 

La  soluzione  stessa  diviene  più  semplice  quando  le  due  cur- 
ve hanno  un  diametro  comune > 3. 

Indicazione  di  cinque  cosi  notabili , nei  quali  le  interseca- 
zioni di  duo  curve  coniche  qualunque  possono  determinar- 
si senza  impiegare  altre  linee  che  la  retta  ed  il  cerchio . > 4- 


AI  primo  di  tali  casi  facilmente  si  riduce  la  soluzione  del 
problema  ; date  due  curve  coniche,  rinvenire  per  ciascu- 
na due  diametri  Coniugati  che  sieno  rispettivamente  pa- 
ralleli gli  uni  agli  altri 3 i>. 

Si  dimostra  analiticamente  che  per  mezzo  di  siffatti  diame- 
tri si  arriva  a determinare , mediante  la  combinazione  di 
un  cerchio  con  una  iperbole  porilatera , o di  un  cerchio 
con  una  parabola  data  le  intersecazioni  di  due  curve  co- 
niche qualunque,  indipendentemente  dalla  eliminazione 


di  una  delle  coordinato  fra  r equazioni  di  queste  curve  . t 6. 
Conclusione - 


rlNE  DELLA  TAVOLA  DELLE  JIATEHIE. 
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